Programme pour le module M03 divisé en 2 parties paralléles

Calcul Intégral & annexes

Equation Différentielles & ..

Intégration dans R
Primitives ; intégrations =~
(changement de variable)
Intégration par partie ; Intégrales
indéfinies (convergence, Fonctions

Gamma et Beta)

Equation différentielles linéaire du
Ivordre ]

Eq. linéaire a variables séparables ;
éq. linéaire type homogene

Eq linéaire a coefficients variables
(facteur d’intégration)

Séries numériques

Séries (fonctions en escaliers dans
les intégrales) ; convergence,
 divergence grossiere.
Séries usuelles (critere intégral) ;
criteres de conv. ( de D’Alembert ;

de comparaison)

Séries entieres et séries de Laurent

Définition ; convergence ;
approximations.

Séries de Laurent ; résidu

Eq diff. Lin. 2™ ordre a coéf.
constants |
Equation caractéristique et
résolution d’éq. sans second

membre ; (exples d’ordre supérieur)

Séries entieres et solutions
approchées

Calcul de résidus ; calcul d’intégrale
par les résidus.

Série et transformé de Fourier

Définitions (coefficients) ;
convergence ;...(suite).

Application au calcul intégrale

Eq diff. par la Transformée de
Laplace

Impulsions ; Eq. diff. avec
impulsions

Intégration multiple

Intégrale double ; coordonnées
polaires

Intégrale triple ; coordonnées
cylindriques ; coordonnées

sphériques.

Transformée de Fourier

Résolution par les séries de

Fourier




Séance 1

1. INTEGRATIONS DANS R

NB :

1.1. PRIMITIVES ET INTEGRATIONS

Théoréme :Soient a et b sont deux réels donnés (a < b), et f une
fonction définie sur [a, b].
SZ f est continue sur [a, b] alors [ admet une primitive sur

[a, b], noteée F(z,e unefonctwn telle que F' =

/ f(u).du = F(b) — F(a).

f sur (a, b)) etona:

La primitive de f qui s'annule en a est

:/;f(t)dt

Tableau de primitives

neqQ ,
Condition | n # —1 ule) #0 u(i) =Y ‘U‘ <l
7 : ” Ju ' V1—u?
- . _I_l . 1
Prm;;tlve ?;;1 Inu 2\/6 sinu | —cosy | AreSI U

Propriétés : Soient f, g :[a, b] — R deux fonctions intégrables. Alors,

7] b b
2 Vo, € R: /a 'i&f(fﬂH.ﬁg(fv))dsc:a'[a f(a:)ds-:+,ﬁ'/a g(z)dx

b b

2) Si Yx €la,b] © f(x) <glx) alors /ﬂ flz)dr = /ﬂ g(x)dzx
b b

< [ £ (x)|da.

/ flx)dx = / flx)dr + / fx)dx.

3) on a toujours ‘ / f(z)dx

4) Pour tout C E a, b

En particulier,

—/G F(t) dt




1.2. CHANGEMENT DE VARIABLE DANS R

Théoréme : Soit O, un Ccl- difféomorphisme (bijection continue
avec réciproque continue), alors (en posant O(t) = u):

/Gf[czﬁ(t)] {)dt = f Flu] du

Exemples:

T
o f:x =. 4
1) Primitives de 1422

Solution : | est continue sur IR comme composition et quotient de fonctions
continues, donc f admet des primitives sur R.

pour U = 1 + 22 onaf(x) — %%

Par conséquent (tableau des primitives), les primitives de f sont les fonctions

F: R — R
T — %lll(l—l—.?:g)—i—c on CeR

I
V1422

Solution : [ est continue sur IR comme composition et quotient de fonctions
continues, donc f admet des primitives sur RR.

2) Primitives de f -

pour U = 1 +£U2 onaf(:c) — QQ\L/E.

Par conséquent (tableau des primitives), les primitives de f sont les fonctions

F: R — R
r — V1i+z*4C ou CeR
/ L
3) Calculer , 2193
Solution : au dénominateur A = 16, les racines : ] = l et tp = —3.

1
La fonction & — {219;_3 est continue sur [—2,0];



1 1 A B

Pr2i—3 (—1(+3) i—1 1+3
On multiplie par (£ — 1)alors: A = (tig)‘tl_i
On multiplie par (¢ + 3)alors: B = (til) _ __i
0 0 0
/_2t2+;t—3dt_if_gt—%dt_if_QH—%dt
:iln|t—1| \02—11n|t+3| °,

[
— 4T
4) Calculer . 2ot

) 1 )
Solution : /\ < (), 1a fonction T — 7,77 est continue sur [O, 1], donc

intégrable. On met le trindbme sous forme canonique :

2 i 2
:1:'2—|—;1’-—|—1=(3?+1> —|—§=é (21;1) —l—l]
7

2 4 4
On effectue le changement de variable : l dt = % daz.
4 ! 1 1 /3 V3 :
125/0 2041 dngx\;/ le 1df‘:ig[;311'(3t;3111t‘.]“’fﬁ
(25t) +1 - v I 3 v
_ 2v/3 (W -?T) TV 3
3 \3 6 9
2 +r—1
5) Calculer les primitives de [ : @ PR
Solution : | est continue sur R\{-1; 1}, donc elle admet des primitives sur
I =] —o0, =1, L =] —1,1] et I3 =|1, +<].

Comme z* — 1 = ( — 1)(x + 1)(2* + 1)on cherche des réels a, b, ¢, d tels
que pour tout z € R\ {—1,+1}:
a b cr +d

f(I):$—1+I+1+$2+1'




[f(@)(@ = Doy, [f(@)(z + 1), et [f(2)(2® + 1)],_; donnent a =1, b=
etci+d=1-— % (2 = —1). Or c et d sont réels, donc ¢ = —% etd = 1; d'ou:

f(l)—l 1 + 1 _|__%+1_1 L_FL _l L + 1
Yoa\e =1 ze1) 21 A\z—1 za1) o\a2e1) a2t

On en déduit les primitives de f :

1 1
F(x) = Z—L(ln|az — 1|+ 1In|z + 1|) — §ln|az2 + 1| + arctanz + C'

6) Calculer la primitive de fix— f(il?) = e’ cose”.
Solution : 1a fonction f est continue sur R (produit de fonctions continues) donc
admet une primitive F'(z) = [* ¢’ cose'dt sur R .

Posons ’u,(t) — ¢! alors du = u’(t) dt = et dt d'ou:

T t=x
. t=x . t=x .
F(x) = / el coseldt = / cosu du = sin u‘ = sin et‘ =sine’+C

EXO 1D :

S1I1 T

TP 1) Primitives de x o
1+ cos?zx

Solution : | est continue sur R (pourquoi ?), donc f admet des primitives sur K.

ul

Pour U = COS T onaf(ﬂf) = T2
D’ou les primitives de f (tableau des primitives en annexe) sont les fonctions

F: R — R
r +— —arctan(cosz)+ C ou C R

7D z) Calculer la primitive de f LT — f(l') = ﬁ
T —111 T

Solution : f est continue sur le domaine de définition
Dy={zecR /1 —In?z > 0}. Posons U = Inz. ona
1 -2 >0 = —1<u<+l < el<pg<etl
T 1
Donc f admet une primitive ' = ! ;dt sur D= 1> ¢ ;
/ f ty/1-In%t / {6’ ]

u=Int = du:%dt;

t=x
d _.
F(z) = = arcsinu’t " = arcsin(Int)|

i-w

- arcsin(In z)+C

e =



x— 2
7D 3) trouver les primitives de 2193

Solution :
T —2 B r+1 N —3
2242 —3 a2+4+2x—3 a2+4+2x—3
_1 20+ 2 n -3
222422 —3 22422 -3
D’ou:

/ r—2 dacl/ 2z + 2 d:c+/ =3 dx
2+%2 -3 2/ 22492z -3 24 2r — 3

=5 +1
Calcule de ﬁ | 4

1 [ 22+2 1,
L=- dv = =1 20 — 3|+ C
: /x2+2$—3 ‘ 2n\x+x G

¢mmm&;

Au dénominateur A = 106, les racines : x1 = l et 29 = —3.
-3 B -3 A B
22 +2r -3 (z—1)(x+3) —3:—1+.1:-|—3
-3
(z + 3)lz=1
-3
(x—1)la

On multiplie par (z — 1) alors : A=

e QO s | o

On multiplie par (z + 3) alors : B =

—3
I, = dt
2 x2 4+ 2x — 3

1
= —— dt
/t—l l/$+3

3
:——mU—u+—mﬁ+a+ca

85
Il
|
W

D’ou:

— 2
/ ’ de =1, + I»

r? 422 — 3
1 3 3
——ln|a: +2$—3\——1n|t—1\+ 1n|t+3\+05



1

1
—— dx
D 4) Ca[culér/o 2ol

Solution : /\ < (), 1a fonction T — ﬁ est continue sur [0, 1], donc

intégrable. On met le trindbme sous forme canonique :

2 _ .. 2
P +r+1= :1:+1 +§—§ 2‘“:1 +1].
2 4 4 V3
_ 2x+41
[ t=2E
2
On effectue le changement de variable : l dt = 73 dz.
4 ! 1 4 /3 V3 ,
I:§/D —— dngxwff t211d‘*==i§[arctaﬂt]“§
(\,@) +1 w0 3 7
_2\,@(% ?T) T3
3 \3 6/ 9

(&

TP 5) Calculer I= ‘/; cos* r dzx.

Solution : f est intégrable sur R. On linéarise COS4 €T

- i 4
4 €2I+€ T
cos r=|———] .

2

COSil’ _ 2_4 (842-;1" _|_4831;re—a;r i 6821::8—213: 4 463338—313: 4 8—4.',3:) :
COS_lI _ 2_4 [8421 4+ e——lm: + 4(€2?I + 8—2133) 4+ 6] -.
, 1
cos’ x = 2—4(2c054;1? + 8cos 2z + 6),
, 1
cos' z = g(cos Ax + 4 cos 2z + 3).
171 _ 1 3w
En intégrant on obtient 1 = g | S 4r + 282z + Jz . 16



Séance 2

1.8. INTEGRATION PAR PARTIES

Theoreme : Soient u et v, deux fonction derivables sur un
intervalle I, dont les derivées sont continues sur I, et a et b, deux
réels de I. Alors

/:“-(;E)U’(I)-dm = [u(x)v(x)]’ - /:H-’(:E)v(x).dx,

Exemples:
1) Produit de polynémes et fonction trigonométriques (cos , sin)

1) Calcul de la primitive J£L ST qui s‘annule en o.

M
Solution : On cherche la fonction @(T) = / rsinz.dr. [I —— TSNz W est
0

continue sur IR, donc intégrable. Utilisons un calcul par parties :
Posons u(x) = x et v'(x) = sinx, alors v/(z) = let v(x) =7 cos z.
Pour tout réel x, on a :

o(x) =/ t sin tdt =/ w(t)v'(t).de = [—t c:ost]ﬁ—i—/ cost.dr
0 0 0

= x cos r+[sint| = xr cos x+sinz.
2) Produit de polynémes et fonction exponentielle.

Calculer : fx te tdt g

Solution : T — te ! est continue sur IR, donc intégrable.
Intégrons par parties. Pour tout réel t, on a :

/te_tdrzf t(—e ") dt

=t [ = [/t
= —re " — /l 1-(—e ") dt

AB :
1/ Cette technique s'applique également aux fonctions hyperboliques



2/ De la méme maniere, on calcule les intégrales f = cost EJ'U: dt et
T -
f sinte At dt par deux intégrations par partie.

Exemples:
1) Calculer : I = f‘T sint e dt

Selution : 1a fonction ¢ — sint €' est continue sur R, donc intégrable.
Intégrons par parties. Pour tout réel t, on a :

T X
I::/ sin ¢ etdt=/ sint (e") dt
€T I
= sinx ex—/ cost ¢’ dt =sinx ex—f cost (e dt
T
=sinx €m—COS$€$—|—/ —sint e'dt =sinx € —cosx e — T
1

donc 21 =sinz e’ —cosx e’ et I§(Smxcosx) e’

EXO :

1
ZFxoz)Calculer I, = /0 m dt avec n € \N*.

Solution : la fonction ¢t — m , étant continue sur [0, 1], est intégrable.
_ _ 1
. | u(t) = Ty
On intégre par parties: on pose | (t) =1 alors
W (t) = ——2nt '
() U5 on déduit:
v(t) =t.

I, = |—— +2'n-/ ————dt,
|:(1_|_f2)n10 0 (1_|_t2)n—1 ’
1 L2411
I,=—+2n —dt,
2”‘+ n/o (1+t’3)“+1 :

1 : 1 1
In=—42n s — , dt,
2, (e~ o)

1
I, = o+ 2n(Ln — Ing1).

On en déduit une relation entre [,, et I, 1.

1
1
De plus Il:/o TP

vérifie la

dt = [arctant], = g , donc la suite ([, ),,cn~



relation de récurrence :

SE

{ .
1 2n — 1
I, I,.
L ontl + on

fxoz/ SOHL f c C}‘H_l(_[,‘_R) O?:': n e N . Ca[cu[éy In o / (1 _T )(' r+1!(f)(h¢

n!

pour n =€ {0, 1,2} et déduire dans chaque cas f(x). Trouver une

relation entre I,, et I, 1. Ecrire f(x) dans le cas générall

Solution .

n=0_ [7 {0t = f() - f(a) dou f(z) = fla) + [ F(E)di

n=1 ‘LLfﬂfUﬁ_ ‘—/]— f(t)dt

= —(r - f()f()
dou f(z)=fla)+(z—a)f / -

2 2 1!
SRLAIPLE “;”f@j—LY4wmw
A PN Ul 7R ST ST

—a z—a) Tl —t)?
<muﬂm=ﬂm+@u)ﬂw+( L+ [T na

Pour n quelconque:

en posant u'(t) = { Cu(t) = fU(), ut) = _“i-'*r'”:f et v/(t) = f(t)
_ “ - ”” ] (n41) /o ) /T “ - ﬂ” I (n+2)
I, = _Wf (ﬂ ) +, ) Wf ( t)dt
f" ) (a ;
I” - ﬁ{;lf o ﬂ) i + Irr—l—l

10



On déduit (récurrence) :
mn (k) a . T T —1 i
o) =3 a4 [ B ﬂ
k=0 a :

qui représente la Formule de Taylor avec reste intégral.

NB : Comme application du résultat précédent on trouve:
1. Pour tout k € N, (exp)® = exp et (exp)®(0) = 1, donc pour tout réel ,

i T (x—t)"
EI:Z_+ (_7)6%115,_

2 6 n! n!

2. Pour z < 1, soit f(z) = 2. Pour tout k € N, f®)(z) = =5 et fM(0) = K,

1 — i to(x )"
= n+1 ——dt
i B T

1
|

2 3 n T n
12 vt
S +1—+~-+‘T—+f = e gr,
0

€T _tn
:1+;1?—|—z:2_|_...—|—;12”—|—(n—|—1)/ ((1 ) dt.
0

]_ _ tjn-+‘2
EXO 1D :
D 1) Ca[cu[er:fx t cost dt ?

Solution : la fonction ¢ — f cost est continue sur IR, donc intégrable. Intégrons
par parties.
Pour tout réel t,on a :

xr €I
/ tcost dt = / t(sint)" dt
' ' x
. xTr .
— tfﬂntl — / sint dt

=tsint + c-.ost|x

1
TP 2) Calculer 1 = /O (2 — x4+ 2)e " dx.

Solution ; la fonction x — (2% — 2 + 2) ¢~ % est continue sur IR, donc intégrable.

u(e) =2* -z +2, o { uw'(z) =2z — 1, |

On integre par parties: en posant 1 B

11



d'ou: :
I = [—(;1:2 —r+ Q)e_x]é +/ (22 — 1)e” " dzx.
0

On effectue une seconde intégration par parties:
[ u(z) =271, () = 2, L
en posant l v (z) =e%, alors v(z) = —e. on déduit:
1

[=[—(z2*—z+ 2}6_‘”]0 + [-(2z — l)e_r]é —|—Q/1 e "dx,
0

I - |:_(£2 — T+ Q}E_I — (21‘ _ ].)Ef_I . 2€_Ii|é .

] =3 —5et|

7D 3) Trouver les primitives de [(n.]

Solution : 1a fonction h’l est continue sur ]R"jr, donc admet des primitives sur

R, .Intégrons par parties.

u(t) = Int, () — 1
En posant 'Ur(t) 1. alors { . : .t".

D'ou pour tout x> 0,on a: .
[ =[tnt]} —/ dt,= [tInt —t]] .
1

Par conséquent, les primitives de In sont
Ry — R
r — rhhr—-—ao+C onC € R

1.4. INTEGRALES IMPROPRES

Peut-on étendre cette définition de 1'intégrale sur [a, b] aux intervalles non-
bornés a des fonctions non-bornées sur un intervalle ouvert ? Les exemples
suivants vont illustrer le probléeme :

Exemples:
1. Existe-t-il J'"Ul ﬁ dt? La fonction f(t) = VL"E est continue sur |0, 1[ mais
non-bornée. Pour tout = €]0, 1] la fonction f est intégrable sur [z, 1] et

I(z) = _/l%dt=2ﬁ|i=2—2ﬁ

12



Notons que la limite li:%l I(z) existe. On appelle cette limite l'intégrale
r—04

- Ed - e 1
généralisée fo % dt et on pose

1
1
—dt = lim I(x) =2
\/Cl \/f r—0+ ( )
2. Existe-t-il fol 2 dt ? Comme avant on calcule I'intégrale sur [z, 1] pour un
r €]0,1] :

1
1
I(x) ::/ “dt=Int|' = —Inz
t a
T
Dans ce cas, li%lJrI (r) n’existe pas et on dit que l'intégrale généralisée
Ir—

1 . .
fo % dt diverge ou encore n’existe pas.

3. Existe-t-il [[“e~*dt? On a
x
F(x) =[0 e tdt = —e " E =1—-e"
De nouveau on peut définir I'intégrale généralisée

(s o]
f e 'dt = lim F(x) = 1.
0 IT— 00

4. Existe-t-il f_%m ﬁg dt? Soit a € R. On définit

‘1
Ii(z) = / 176 dt = arctana — arctan x

T

1

I(x) = / dt = arctan r — arctana
o 1+1t2

Evidemment on a

. m . m
lim Ii(x)=arctana+ —, lim I;(z) = = —arctana
T — 00 o0 2

et on définit 'intégrale généralisée

f . dt = lim I;(z)+ lim Iy(z)=r.

2 i
e 1+t T——o0 r—+too

13



5. On considére f I——HI dt. L'intégrant est une fonction impaire, donc

T2t
/_ﬂﬂﬂdﬁ:o pour tout = > 0

Par contre, pour tout a > 0 on a

T2
/ T dt = In(1 + 2?) —In(1 + @) — +o00 lorsque = — +o0.

Donec l'intégrale généralisée f mg dt diverge.

Définition. Soit I un intervalle et a = inf I < b=sup/. Soit f : I — R une
fonction bornée et intégrable sur tout intervalle [c,d] C I ol a < ¢ < d < b.
On dit que f est intégrable sur I si et seulement si pour un point p €|a,b| les
limites

p T
lim / f(t)dt et lim [ f(t)dt

T—a+ . r—bh— p

existent. Dans ce cas, on définit I'intégrale généralisée de f sur I par

jf at = Tim, “roar+ tim [ @) a

r—a+t _
= x—h p

On dit que l'intégrale généralisée de f sur I est absolument convergente si
I'intégrale généralisée de |f| sur I existe.

1.5. LES FONCTIONS D’EULER

LA FONCTION GAMMA

Deéfinition. Pour x > 0 nous posons

I'(x) = / t*le" dt.
0

Cette intégrale généralisée est bien définie car

1 1 1
fﬁ‘—le—‘fdtg:/ t*ldt = —
1] 0 &

et en utilisant t*~! < ¢* pour t > 1 et I'I'l:fl.){ tTe /2 = (22)%e "
t>1

f t" et dt < (QLE}IE_E/ e 2 dt < 2(2x)%e
1 1

Propriétés :
1. Pour tout n € Z
'n+1)=mn!
et pour tout x > 0
IN(x+1)=2zl(x)

14



()-
T H.

]- —_—
4. Formule de Stirling: ™! ~ V2T n"" 2 e

Remarque: 1a formule ['(n + 1) = n! montre que la fonction gamma est le
prolongement de la notion de "factoriel".
Exo :

Intégrale de Gauss. Soit ¢ : R — R la fonction définie par

b

I =2

¢(z) = e 2

V2T

En probabilité la fonction ¢ est appelée densité normale centrée. Montrer

que ¢ estune fonction paire et par le changement de variable t = 2 /2
o0
montrer que [ ¢(x) dr = 1.
of — O
Solution:

o 0 2 V3 [* 1 /1
/ o(x) dr =2 / d(x) dx = V2 / t—Ze tdt = —=T (—) =1
o — o0 o0 A% Qﬂ- 2 J0 2

LA FONCTION BETA

: L(p)C(q)
B(p,q) = / 1 —w)P ' ldu = —"—~ — B(q.p), where p,q € R
)= [ (- For oy = Bap :

15



