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Programme pour le module MO03 divisé en 2 parties paralleles

Calcul Intégral & annexes

Equation Différentielles & ..

Intégration dans R

Primitives ; intégrations
(changement de variable)

Intégration par partie ; Intégrales

indéfinies (convergence, Fonctions

Gamma et Beta)

Equation diffeérentielles linéaire du
1vordre

Eq. linéaire a variables séparables ;
€q. linéaire type homogene

Eq linéaire a coefficients variables
(facteur d’intégration)

Séries numériques

Séries (fonctions en escaliers dans
les intégrales) ; convergence,
divergence grossiere.

 Séries usuelles (critére intégral) ;
criteres de conv. ( de D’Alembert ;

de comparaison)

Séries entieres et séries de Laurent

Définition ; convergence ;
approximations.

Séries de Laurent ; résidu

Eq diff. Lin. 2™ ordre a coéf.
constants

| Equation caractéristique et
résolution d’éq. sans second

membre ; (exples d’ordre supérieur)

Séries entieres et solutions
approchées

Calcul de résidus ; calcul d’intégrale
par les résidus.

Série et transformé de Fourier

Définitions (coefficients) ;
convergence ;...(suite).

Application au calcul intégrale

Eq diff. par la Transformée de
Laplace

Impulsions ; Eq. diff. avec
impulsions

Intégration multiple

Intégrale double ; coordonnées
polaires
Intégrale triple ; coordonnées
cylindriques ; coordonnées

sphériques.

Transformée de Fourier

Résolution par les séries de

Fourier
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Séries Entieres

Nous faisons ici I'’étude des séries entieres réelles ou complexes sans
référence aux séries de fonctions. Rappelons que les formules de Taylor-Lagrange

permettent de donner un développement limité d’'une fonction de classe f e C (n)
[i.e. f admet (n)-dérivée continues], a savoir :

n_ (k)
fla)y=>_ foO) 2"+ o(z")

n=0

ou 0(33) est la notation de Landau [lim,_,¢ %n) = ()]. Nous nous intéressons

maintenant & un développement du type f(z) =Y a,z".

1. DEFINITIONS ET NOTATIONS:

On appelle série entiére toute série numérique de la forme

n E n
Qay 2 ap T
Z n ou n

ol (ay)p>n, estune suite donnée de nombres complexes ou réels. On
supposera, a priori, que 7129 = 0.

1. une série entiére converge pour z = (.

2. lensemble D des nombres complexes z pour lesquels la série est
convergente, est appelé domaine de convergence de la sévies
entiere.

3 Sionnote par f(z) la somme de la série lorsquelle existe on a :

Ve D : f(2) —Zanz”

n=>0

4. Dans le cas ou les coefficients a,, sont tous nuls d partir dun rang
p+1; la série est convergente Vz € C et sa somme est (a fonction
polynomiale définie par :

p
f(z) = Z a, 2"
n=1

ANB : On peut donc voir une série entiere comme un polynome de degré au plus
infini.



Exemples : Déterminer les domaines de convergence des séries entieres
o0 n oo gt oo M
1) Zn:O z" 2) Zn:l n 3) Zn:(] n!
Solutions :
oo n . . . . .
1) ano Z'"" est une série géométrique qui converge pour |z\ < 1. Le domaine de
convergence est donc :

D=D(0,1)={z€C/|z| <1}

o
et pour 2 € D sa somme est donnée par flz) = Z SN — L
’ l—=z
n=
NB:Le domaine de convergence de la série réelle _>° 2" est D =] — 1, 1].
( n n
2) ZZC:I ’i—l Utilisons le critére de D’Alembert ; posons U;,, = %
U ] ZTH—I n n
‘“‘—‘ L [ L | gy P
U:n mn —I_ 1 Zn n + 1 n—0oQ

la série converge pour [ = ]2| < 1. Le domaine de convergence est donc :
D=D(0,1)={z€C/|z| <1}
L est D =] —1,1][.

NB :Le domaine de convergence de la série réelle Z

TL:1 n
3) Z?:l % Utilisons le critere de D’Alembert ; posons Un = %
‘UHH ‘ 2l p) 1 N _0o
= —| = |z » [ =0,
U, (n + 1)1 Zn n+1 n—oc

Comme Vz € C : [ =0 < 1 alors la série convergeVz € C. Le domaine de
convergence est donc :

D =C.
i—TeStDzR.

MB :Le domaine de convergence de la série réelle anl

2. RAYON DE CONVERGENCE
Le rayon de convergence est le plus grand nombre R € [0, oo] pour lequel :

1) lasérie 3" a, z"est absolument convergente pour |z| < R

2) si R est fini, les séries Y a, 2" et Y |a, 2| sont divergentes pour
|z| > R.

3) Le domaine de convergence de la série est donnée par :

D ={zeC/|z| < R}



Théoréme 1: Soit 3" a,, 2" une série entiére telle que a, # 0 d
partir dun certain rang. Si
. Up+1
lim |[——|=1¢€ 0,00
n—00 | Qy,
alors le rayon de convergence de cette série est
_1
It = [
avec la convention% =0 et % =0
Exemple :
n!
Déterminer le rayon et le domaine de convergence de la série entiere Zn_l ~ K
|
Solution : posons G, — % :
Uny1 ‘ (n4+1)! n" (n+1)n  n" ( n )n 1
Up, Dl (n+ 1) (n+1) n n+1/ nooc e’
Le rayon de convergence R de la série est donné par : % =1 qou R=e.
Le domaine de convergence D est donc : D = D(0, e) = {Z e C/lz| < e}
MB :Le domaine de convergence de la série réelle ZOC 1 n,, L2 est D =] — e, el.

Exos : Déterminer les domaines de convergence des séries entiéres

DY A 9T enl " 9T G 9 Dl

Solutions :
1
1) Zn—l n posons ap = o

(p+1 n .
any, B n+1 N0
Le rayon de convergence R de la série est donné par % =1dou R=1
Le domaine de convergence D estdonc: D = D(0,1) = {z e C/|z| < 1}
NB :Le domaine de convergence de la série réelle Zf 15, est D=]-11]
o0 Z‘R 1

2) ) | =y posons Ay = —y :

pt1| n! _ 1 . 0

arn (n + 1)* (n + 1) ??»4)00! ’

Le rayon de convergence R de la série est: K = +00.
Le domaine de convergence D est donc : D = C.

. o 00 g"
NB :1e domaine de convergence de la série réelle anl “TestD =R.
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3) Z —0 n! 2" posons a,, = n! :

Ap+1
Qn

(n+1)!
= =n+1—— oo;
n! n—00

Le rayon de convergence R de la série est : /2 = 0.

Le domaine de convergence D est donc : D = {0}
(—1)” .

4) Zn 0 , z " posons ;, = _(Qn)! :

(2 1
S 2+ 2n+1)(2n+2) no

(41
Qp

> 05

Le rayon de convergence R de la série est: i = +00.
Le domaine de convergence D est donc : D = C.

NB :Le domaine de convergence de la série réelle Z;O 0 (( 1; 2 est D = R.

o0 1" n . (—1)n
5) Yoo i 2 posons Gn = oy
_(@n+1) 1
S (2n 43 (20 +2)(2n +3) nox

Le rayon de convergence R de la série est: K = +00.
Le domaine de convergence D est donc : D = C.

(41
Qp

> 0

NB : Le domaine de convergence de la série réelle Z;:O 0 (( 1)) 2t est D = R.

Théoréme 2 : Soit > a, 2" une série entiére telle que a, #0d

partir dun certain rang. Si

lim {/|ap| =1 € [0, 0]

n—00
alors le rayon de convergence de cette série est
R=1
[
avec la convention% = 00 et % =0
Exemples :

Déterminer le rayon et le domaine de convergence des séries entieres :

o

1) D n ﬁ z" 2, (COS(%)) 2" ou v €R



Solutions :

o0 L . n. _ 1
1) anl @ 2 POSONS  (p = oy

1 — 1 1
E = hIIl \ |aﬂn| - hm In(n) - hln eXp (ln 111(n))

n—oo n—oQ n—oo

n n» n »
nin l
= lim exp ( “lnn") = lim exp ( — ( n(n)> lnn);
n—roC n—o0 T
] 2
= lim exp ( — ( - (n))) =1
n—00 mn

Le rayon de convergence R de la série est donc /2 = 1.
Le domaine de convergence D estdonc: D = D(0,1) = {z € C/|z| < 1}

n® n®
2)) (cos(%)) Z": posons a, = (COS(%)) :
1 1 \n!
— = lim {/|a,| = lim (COS(—)) .
n

R n—00 n—00

Sachant que cos X ~ X et In(1 4+ X) ~ X au voisinage de 0 alors

1 1
lim In(=) = lim n® ' In (cos(—))
n—00 n—00 n
1
= a—1 ( o _)
HE}Iolon In {1 212
_ncv—l
= lim
n—oo  2n?
—1
= lim —n*3
n—o0

=1 a—3 _ N
5 N —OcFouR—l

et par suite R = 1. Le domaine de convergence D est donc :
D=D(0,1)={z€C/|z| <1}
-1 a3

2) Sia > 3 alors lim,, o ln(%) = lim,, oo = N*° = —00 dou

% =07 et par suite R = 4+00. Le domaine de convergence D est

donc: D =C
3) Siav = 3 alors lim,,_,~ ln(%) = limy,, oo _71 nts = _71 doul

% —e7 = % et par suite R = \/e. Le domaine de convergence D
est donc: D = D(0,ve) = {z € C/|z| < e}

1) Sia < 3 alors lim,, o 111(}%) = lim,,—y 00



3. CONTINUITE, INTEGRATION ET DERIVATION D’UNE SERIE ENTIERE :

Théorémer :
. . . o0 n
La somme d’une série entiére, f(x) =)~ a,x", de ray

de convergence R est une fonction continue sur ] - R, +R[.
Si la série converge pour © = R alors la somme

S(xz) = >0 g an x" est continue d gauche de * = I :

S(R) =lim, ,g- f(x)
Si la série converge pour x = — R alors la somme
S(x) =3 0% a, x" est continue d droite de T = — R :
S(—R) =lim,_,_p+ f(x)

on

( ) C + Zn 0 n+1 n+1

qui est série entiéve de méme rayon de convergence R

7z Ay - , R o0
Théoréme 1 : Toute série entiéve f(x) = )~ a, ", de rayon de
convergence R, posséde une primitive sur | — R, +R| donnée par :

Exemples :

, . e . L. ‘s o0
Déterminer la primitive qui s’annule pour O de la série entiére ano(
donner sa somme.

Solutions : ZEO:O(—ZEQ)R est une série géométrique de raison ¢ = —z2

Elle converge si et seulement si | — 552| < lie.x€]—1,+1[dou

o0 2n+1

Vo €] —1,+1[: Z Z(—l)”an
n=0

n=0

o0

Onapour = €] — 1, +1][: ano( $2>n

1—|-C1?2 d’ou

o0 xQn—&—l T 1
Ve el —1,+1]: Z(—l)” = /0 = arctan

on+1 1+ 22
n=0

(="

2n+1

AB :pour T = 1 la série alternée Z?;O:o
Leibniz d’ou (par continuité) :

=0 .
Z = lim arctanx = arctan1 = —
n=0 2n+1 T 17 4

—2%)" puis

converge d’apres le critere de



—1)"
Exos : Calculer Zfzo %
Solutions : Considérons ZZO:O(—;E)R qui est une série géomeétrique de raison

q = —. Elle converge si et seulement si ¥ E} -1, -|-1[ etona
S o (—x)t = L d’ou pour x €] — 1, +1]:

oC QL’TH_l
—dt —1 " = In(l + x)
/ 1+t 0( )n—|-1 n(l + )

Pour & = 1 on obtient :

o0 —1)"
Z Sl = lim In(1+z) =1n2
0 n+1 x—1"

Py . P . S o0
Théoréme 2 : Soit une série entiére f(x) = ano a, x", de rayon

de convergence R alors sur | — R,+R[ona:

) fllx)=>"" na,z" ! avec rayon de convergence R

2) f"x)=>"",nn—1)a,2"? avec rayon de convergence R

3) fx)=>""ann—1)(n—2)a,z" 3 avec rayon de
convergence R

4)

AB : Ces formules donnent respectivement f(0) = ag, f'(0) = ay, f"(0) = 2 as,
£700) = 3lag,, fY0) =4lay ... f(0) =nla

Exemples : Déterminer la somme de la série entiere Zn 0oh z"

Solutions : ano nz"=xy na" =gz (ano x’ ) .

Pour ¥ €] — 1, +1[ona Y °° 2" =

Edou:

L x
l—ac) T (1—u1)p

hE

Vo €] —1,+1]:

n:r”‘:m(

o

n=

Exo: Déterminer la série entiére dont la somme est arctan .
!/

Solutions : ZZO:O nx" =ux Zf;l nz" 1=z (Z?;O x‘”) .

Pour z €] — 1, +1[ona ) 7 2" = —

Ve el —1,+1]: an”:m(



4. FONCTIONS DEVELOPPABLES EN SERIES ENTIERES

Théoréme : « condition suffisante » :
Si une fonction f € C*°(—r,+r) vérifie :
Ilexiste M > (O tel que |f(”) (:L‘)| <M
pour toutn > letV : x € —1,+1], alorsona
o0
90

n!

Ve el —r,+r[: flx)=
n=0
et pour son rayon de convergence R on a R>r
Lorsqu'il existe, ce développement est unique.

Proposition : Soient deux fonctions développables en séries entiere
autour de o ; f(x) = EZC':O a, x" et g(x) = chzo b, " avec
rayon de convergence respectifs Ry et R alovs :

D) flz)+glx)=> " ola,+b,) 2" avec Ry, > min{ Ry, R,}.

2) flz)x g(z) =3 0" (Xr_gar bui) z" avec Ry, > min{Ry, R,}.
3) fllx) => 0" na,z™ ! avec Ry = Ry.

4) Fla)=C+>.", %ZE”+1 avec Rp = Ry.

5) Si f.est paire alors ag,+1 = 0.

6) Si f.est impaire alors ay, = 0.

Exemples fondamentaux (4 retenir) :

) f(x)=e" est C®°(R)etVn > 1, f(x) = (€%)™ est majorée

sur tout intervalle | — r,+r[..R =00 :
o0

Ve eR : €' =

:C'n/
n!
n=>0
2) f(x)=cosx = W est C°°(R) et toutes ses dérivées sont

majorées par 1 ...[R = 00 ; cos ¥ est paire donc as,+1 =0 :

Ve e R : cos(z) = Z(_l)n £




3) f(x) =sinx = emg?% est C°(R) et toutes ses dérivées sont

majorées par 1 ...R = 00 ; sinx est paire donc as, = 0 :

00 $2n+1
Ve eR )
T sin(x) = ;( ) 2n + 1)
4) f ( ) = 15 est la somme de la série geometﬂque Zf:o z"

Vo e]—1,+1]:

_Zx

5) En intégrant f(il?) = ﬁ on obtient

o0
Ve el —1,4+1: —In(l —2z) Zs—l—l
n=0

6) En changement T en —x dans f(CB) ﬁ on obtient

1 o0
Vo el =1+ = > (=1)ra”

7) En intégrant on obtient

Ve el —1,+1]: In(1+z)= i(_l)” v

8) En changement T en —x? dans f(g[;) —

L
1—
1 00
Vo el - 141 = > o(=nra™

9) En intégrant on obtient
0 x2n+1

Vo €] — 1,41 arctan(x) = Z(—l)”

n=

2n+1
AB : Pour obtenir un développement en série entiére au voisinage de I il suffit de

faire un changement de variable X = & — x( et procéder au développement en
fonction de X au voisinage de O.
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Exemple : donner le développement de % autour de xg = 2.

Solution : posons X = ¢ — 2alors x = X + 2 et = X1+2 %éi = %1_17)(
avec X voisin de 0, d’ou pour |X\ |3: — 2| < liex 6]1 3[ na
11 =X — X" = Az —2)"
- Y (G - g - e
21— =& 2 on on
2 n=0 n=0 n=0
Exo: donner le développement de In 2 autour de ¢ = 1.
Solutions : .posons X = — lalorsx = X + letlnz =1In (1 + X)avec X

/
voisin de 0. En remarquant que (111 (1+ X)) — 1

obtient pour | X | =

co X?H—l

mz=In(1+X)=>) (-1)"

n=>0

|z — 1] < lie x €]0,2]:

= Z.Zio(*

- l)n—l—l

Liste des sommes des séries entieres usuelles

)" X™ on

Formule Rayon de Ensemble de
convergence validité de la
formule
+oo !
X" [o's) E
x _ i
€ n!
n=0
Y= 2n o] R
Chx =
Y
— (2n)
5y n+l oo R
Shx = Z -
T (2n+ 1)!
n=0
fo ( l)nr2n oo I
cosx =
(2n)!
n=0
to {_1')?112?&1 oo R
SINnx = W
=0
+oo - . .
L ale—1D(a—2).(a—n+1) _ 1 A
1+x) =1+ 0 X (o sia € N) (Rsia € N)
n=1 )
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L 242 2 8 "1 1
1
“T 73
1 - 1.3...2n - 1) 1 3, 5., 35,
:1+ 1?! f!_l _+____.J+_ +
Visx Z( ) 34.an T8 716 T 128
+'E£E 1)y 20+l 1 [-1,1]
Aretg x = = n+1
. 2n+l 1 1-1,1]
Argth x ——]Il( ) (2n+ 5
+
, (2}1}‘ Zn+1 1 ['1,1]
Aresin x = Z 2mD2(Zn+ 1)
‘ | (—l) (2,”)!1211+1 1 [-1,1]
Argshx = Zﬁ 2"nD2(2n + 1)

5. SOMMATION DE QUELQUES SERIES ENTIERES

On s’intéresse au probleme inverse ; faire la sommation d’une série entieére. Ceci
est possible dans certains cas.

A suivre...
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