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Programme pour le module MO03 divisé en 2 parties paralleles

Calcul Intégral & annexes

Equation Différentielles & ..

Intégration dans R

Primitives ; intégrations
(changement de variable)

Intégration par partie ; Intégrales

indéfinies (convergence, Fonctions

Gamma et Beta)

Equation diffeérentielles linéaire du
1vordre

Eq. linéaire a variables séparables ;
€q. linéaire type homogene

Eq linéaire a coefficients variables
(facteur d’intégration)

Séries numériques

Séries (fonctions en escaliers dans
les intégrales) ; convergence,
divergence grossiere.

 Séries usuelles (critére intégral) ;
criteres de conv. ( de D’Alembert ;

de comparaison)

Séries entieres et séries de Laurent

Définition ; convergence ;
approximations.

Séries de Laurent ; résidu

Eq diff. Lin. 2™ ordre a coéf.
constants

| Equation caractéristique et
résolution d’éq. sans second

membre ; (exples d’ordre supérieur)

Séries entieres et solutions
approchées

Calcul de résidus ; calcul d’intégrale
par les résidus.

Série et transformé de Fourier

Définitions (coefficients) ;
convergence ;...(suite).

Application au calcul intégrale

Eq diff. par la Transformée de
Laplace

Impulsions ; Eq. diff. avec
impulsions

Intégration multiple

Intégrale double ; coordonnées
polaires
Intégrale triple ; coordonnées
cylindriques ; coordonnées

sphériques.

Transformée de Fourier

Résolution par les séries de

Fourier



http://elearn.univ-sba.dz/cours/index.php

SEANCE 8

flmf(ac) A;ggof F

Si f(x) = a,pourtout x € [n,n+ 1], n = 1,2, ... alors les deux
intégrales précédentes s'écrivent

E a, = lim E a, ‘= llm SN s
N—oo
fl,_

n=1

1. SERIES NUMERIQUES
Rappelons que

on obtient ainsi une série.
1.1.DEFINITIONS ET PROPRIETES:

Définitions et notations : Soit (an)neN une suite de nombres complexes ou reéels.
On pose

n
Sp=ao+ar+ay+ +a, =Y a

k=1
(Sn)-nEN s’appelle suite des sommes partielles (séries finies de terme

général ay,, ou encore associées a la suite (ay,)).
Pour 1 — +00 on obtient la série (somme infinie) notée > ;- | aj.

1. Sila suite (Sn)nEN admet une limite S (dite somme ou valeur de (a
serie) dans C ou dans R, on note

00
E ajp = lim SRZS
n—oo

k=1

On dit que (a série Y - | ay. est convergente (ou converge) vers S |

2 Silasériey ., aj ne converge pas, on dit qu'elle est divergente
(ou dzverye).

2 Si > ;- |ag| est convergente, on dit que (a série Y ;- | aj est

absolument convergente Toute série absolument convergente

converge car
oo o0
2 x| <Dl
k=1 k=1

4 Si Y 2 |ag| converge mais Y.~ | ai diverge alors la série
>0 % -
> 1—1 Qy; est dite semi-convergente.

2



ANB : Bien sir on peut noter la série aussi (différents symboles pour I'indice):

oo o0
SJC%SJC%SJQJ': SJGEn.
k=1 i=1 j>1 neN*
On peut aussi commencer la somme par n'importe quel indice 1

. o0 . ;.
i.e. Z k=ng Q- Dans ce cas la nature (convergence ou divergence) de la série ne
change pas, mais la somme (en cas de convergence) évidemment change.

Notons aussi que si Z U, converge alors on a pour son terme général

neN
la condition nécessaire (de convergence) suivante:

Uy =5, —Sp-1 =95 —-5=0

En fait c'est la contraposée qui plus pratique.

Proposition: lim, o u, #0 = aneN u,, diverge (grossiérement)

Exemples :

1) 27010:1 n? diverge (grossiérement) car lim,, .~ n°> = 400 = ()

2)> < (1+ %) est grossiérement divergente car lim,, (1 + %) =1+#0
3) Z;C:l COS(7T + %) est grossierement divergente car

. . 1y _ . _

limy, o0 COS(T + 3] = cos(m) = =1 # 0

4) 2}20:1 sin(r + %) rona lim, . sin(m + %) = (). On ne peut rien dire sur la
convergence.

1.1.SERIES PARTICULIERES:
A) SERIE GEOMETRIQUE :Soit ¢ € C ou R. La série dite géométrique fo:o q" est
convergente si et seulement si |q| < 1. Le nombre q est appelé la raison. On a
alors

o0
Zq”':1+q+q2+q3+...:—
n=>0 1_q

o
NB : Z ="+ + ¢+ . =" [l+q+ @+ + . ] =q" T4

n=ng

Exemples :

2 22

donc converge. Sa somme est donnée par

=1 1
2_%2_”_1— =7

o0
1 1
1) Z on = 1+ =+ — + ... estune série géométrique de raison q = % <1
n=0

1
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o0

o0
— —1\" ) _
2) E e "= E (6 ) est une série géométrique de raison ¢ = ¢ - = P <1
n=2 n=2
donc converge. Sa somme est donnée par

o(:.
B 1 1 e 1
I e L P B
1 -2 e e—1 e
n=2 e
o.¢]
) S
3) E — =1 — ... est une série alternée.
e—1)n e—1 e—1)2
~(e—1) (e=1)  (e—1)
o0 o o0
Sl =Y e ()
— | = — Y = est une série géomeétrique
I 1 n _ 1 n _ 1
n=0 (6 ) n=0 (6 ) n=0 c
o0
3 (=1)"
. 1 , . .
deraison ¢ = ——7 < 1 donc converge. La série W étant absolument
8 —
n=0
convergente alors elle converge.
=1
B) SERIE DE RIEMANN — .
(8%
n=1
Critére intégrale pour la convergence de séries positives
Soit une série » Uy, OU Uy, est
décroissante a partir d'un certains rang
m € N; alors pour tout £ > ng + 1
on a:
k+1 E ik e Eix)
flk+1) < J(t)dt < f(k)
d'Ofl Fikks1)
k+1 k41 k+1 . kel
Z f(k + 1) < f(t) dt < Z f(k) Fic. 18 — Comparaison de séries et d'intégrales
n=1 1 n=1

Théoréme : si pour un cevtains m € N, f : [m, 00[— [0, 00| est une
fonction décroissante,
alors la série » - f(n) et ('intégrale f?;o f(t) dt sont de méme

n=in

nature.




Application

Pour v > (), f(t) =t~ est décroissante et positive; donc on peut
—a+l +OC
ct—l—l

appliquer le théoreme (de comparaison série-intégrale). ffr tdt =
est convergente pour — + 1 < ( et divergente pour —a+1 > (.

Résultat fondamenta[ :

a) Série de Riemann E i (o € R) converge si et seulement si

rz—l

a > 1.

0. @]

1 o , ,
b) Série harmonique E — est une série divergente (dite pourquoi).
n

n=1

Exo : déterminez la nature des séries suivantes

DI R S RIS D) S
n=1

n—
o0
@22___ﬁ
3n _|_ e—n
n=1
Solutions :

DiiF

oC
. ) ) . . o _1 mn
convergente (série géeométrique de raison (| — % < 1) dons 1a série E (=1)

()

n=1 n=1

n=1

est absolument convergente.
(o @]

1
2) E —— : Cc'est une série convergente (série de Riemann avec (x = \/_ 2> 1).

?'L
$§:

‘Il—

4) Z n + n’ Z Z Z Z : c'est la somme d'une

n=1
série Dosmve convergente (serle de Rlemann avec exposant & = 2 > 1) et une
oo
. . . - n+n?
série divergente (série de harmonique). Donc la série E — diverge.
n

: c'est une série divergente (série de Riemann avec o = In2 < 1).

n=1



1 1 1 * 1
5) —onavn>1:—<—donc .
ZnQJrnJrl n2+n+1 Zn2+n+1 Zn

or celle -ci converge (série de Riemann avec exposant (v = 2 > 1) donc la
prem1ere converge aussi.

1 1 1 I\
G)ZW onavVn >1 : W<§:(§) donc

OO
E < E ( ) or celle-ci converge (série géométrique de raison
‘ 3 + e
n= n=1

q=3 < 1) donc 1a premiére converge aussi.

1.2.  CRITERE DE D'ALEMBERT POUR LA CONVERGENCE DE SERIES:

Théoreme : soit une série anno Uy, de nombres réels ou
complexes tels que
Un+1
>
U, | n—oo
1) si [ <1 alors (a série converge
2) si [ > 1 alors (asérie diverge
3) si [ =1 onne peut rien conclure
Exemples :
ona
Y Z 1.3.5.. 2n — 1)
neN*
Upr  (n+1) y 135.2n=1) n+l e 1 <1
u,  1.35.2n41) n D )

donc la série converge d'apres le critere de D'Alembert.

n +1 n+1 | _|_1
Z)Z%:ona unﬂ—(n ) l—(n

= X = ) ye > 1
— Up, (n+1)! n n n—00
donc la série diverge d'apres le critéere de D'Alembetrt.
! o 1
n! Upa n+ 1) n +
3) —:ona s :(2 ) X = — > 0 < 1
om Uy, AL +2n+1 TL' 22n,+1 N—00
neN

donc la série converge d'apres le critere de D'Alembert.

Upt1 on+l n n o\
4 — = X — =2 ( ) >y 2> 1
)7%\1; rona . (n+ 1)~ 2n n+1 00

donc la série diverge d'apres le critéere de D'Alembetrt.




1.3. CRITERE DE D’EQUIVALENCE POUR LA CONVERGENCE DE SERIES:

Théoréme : soit deux séries réelles ou complexes En>n0 Uy et

> nsng Un - Si
Uy
m — =1 (1#£0etl1+ )

n—00 Uy,
alors les séries sont équivalentes (elles sont de méme nature :
convergent ou divergent ensemble)

_ — 1

Exemples : Z Unp et Zn Un avec ln(l + ) et Un = an,

. In(1+2x)
I1 faut noter que lim —— =1
x—07T X
In(1+ o)
i 2"/ __ - .
d’ou lim -1 = 1 X Zn Un agt équivalentes a Zn Un,
n—00 on

1 1\
Z Up = Zn on — Zn (5) est convergente (série géomeétrique de raison
_ 1 . I
0<qg= 5 < 1) donc la séries En 111(1 + Q—R) converge (critére d’équivalence).

déterminez la nature des séries suivantes

I)Zlnl—i— 3)Zsm n2 in—l—n
n=1

n=1 n=1
Solution :
In(1+ 1) = 1 1
) lim ———2~=1: —) est équivalente a — qui diverge
) lim —— Zln(l+n) a an g
n n=1 n=1
(série harmonique) donc Z ln(l + —) diverge d’apres le critére d’équivalence.
n=1 n
hl(l + o0
. 1
2) lim ——22v% _1: 111 1 + est équivalente a — =
n—o0 - \/_ Z ; T \/_ g n%
1
qui converge (série de Riemann avec coefficient o = 1) donc Z 111 )

converge d’apres le critere d’équivalence.

| sin(x) '
3)R 1 1N — = L ¢’ov
) Rappelons que 0 " ou



. o0
_ Sm(n%) =~ 1 . . | .
lim - =1: E sm(—) est équivalente a E — qui converge (série de
n—oo = n? n?
n n=1 n=1

o0

1 .
Riemann avec coefficient v = 2 > 1) donc E sin(—2) converge d’apres le
n

n=1
critere d’équivalence.
o0
. n+n? .1,\.”;?“ o :
4) lim ——— = lim —dou lim : E est équivalente a
n—od ng n—od 1 n—oo —
n n=1
oC
1 n-+mn
E — qui diverge (série harmonique) donc E dlverge d’apres le critére
n3
n=1 n=1

d’équivalence.

1.4. CRITERE DE LEIBNITZ POUR LA CONVERGENCE DE SERIES ALTERNEES:

Théoréeme : soit une sévie alternée anno(_ 1)“ Uy avec

up > 0 telle que :

7 (a suite (u,,) est décroissante (d partir d'un certains rang no)
Bu, —— 0

n—od

) . n
alors la série alternée Zn>n0(_ 1) Uy, converge.
On a en plus :
.y —1)n ,
a). La somme de la série 2 p,>p, Un (lorsqu'elle converge) a
le signe du premier terme Uy, et on a

Enzno(_ 1)71 Un
b). En prenant pour

o< p

> 1t = 1 Ry Y
n=0 n=0 n=0
On commet une ervreur

S uno

< Upt

;3-1(_1)“ Up

NB :rappelons que si la série (a termes positives)
n — ;. .
Zﬂzno | (_1) Up | = E :nzno Up converge alors la série alternée

n
anno ( — 1) Uy, puisqu'elle converge absolument.




Exemples :

1) E ——: c'est une série alternée. La série (a termes positives) Zn>1 o
n =1l n
neN*
(_1)-n+1
diverge donc la série alternée E ————— ne converge pas absolument.
n
neN*

y - . 1 1

Utilisons le critere de Leibnitz : la suite ( ) >1 est décroissante et — — ()
n N n—oc
n+1 (_1)n+1
donc Z converge. La série alternée Z est semi-convergente.
n
neN* neN*

Ona:
a)..

b). En prenant pour

ot o111 o111 1 1 1 1
S = = =4+ ==+t - —=— = + KRt — ==
Z 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4
nelN*
On commet une erreur |[2,)| < % =0,2
, . ) . 1 1
2) Z : c'est une série alternée. La série annﬂ Nl Zn?ﬂo ng
neN ‘
converge (série de Riemann avec exposant (X — % > 1) donc la série alternée

1 n
g ( converge absolument et par suite elle converge.

vn3

neN

P ) y . w
Théoréme : Si une série alternée Zn ¢(n) est absolument

convergente alors pour toute bijection ¢ N=>Npypg

w
Zn $(1) est absolument convergente et

D0 Won) = Dn Wn,




EXO_11D:

Les sommes sulvantes sont-elles finies ?

Z5n Z e—ln’z(é—;)”

n=>0 nO n=0

Solution :

1 = 1 o . 1
. Z — = Z (g) est une série géomeétrique de raison ¢ = z <1
n=0 n=>0
donc converge
2" - A L e L . _ 2 <1
. Z o =0 Z (g) est une serie géometrique de raison ¢ = 3
n=0 n=0
donc converge
= (=1)" | Lo,
o —_— =1 — — ... est une série alternée.
2
—(e—1)" (e—1) (e—1)
SIE =Y =2 ()
—| = —_— = est une série géométrique
(e —1)n (e —1)" e—1
n=0 n=0 n=

o0

—1)
de raison ¢ = ﬁ < 1 donc converge. La série E ( )

étant absolument

e—1)"
n=0 ( )
convergente alors elle converge.
o E —— esl une série alternée.
(e —2)n
n=0
Z i > ()
| = = est une série géométrique
(e — 2 (e —2)n e— 2
=0 n=0
de raison ¢ = ﬁ > ] donc diverge. On montrera plus tard que La série

o0

3 (—1)"

W est convergente, donc elle est semi-convergente.
e —_—

n=>0

EX0_ 21D
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E>0, aelR

a) étudiez la nature des séries :
00 ! 2+n? cosh 3n
1) Zn=1005(7r+ ) 2) Zn lsm 7r+ : 3) Zn 11I1(1+na) 4) Zn 0 Sinhbn

b) étudiez la série de terme qénérale

()’ Z
U, =
5) n 2n2 6) un n hl ) 5111 nQ

Solution :
1) E;C:l cos(m + %) est grossierement divergente car
lim,, 5 cOS(T + %) =cos(m) = —1#0

o 1. . 1 o
2)) o sin(m+ ) :ona limy, 0 sin(7 + ) = 0. On ne peut rien dire sur la

convergence.
. sin(}) SN N =1 .
lim n. —1- E sm(—) est equlvalenteag — qui qui diverge (série
n—00 1 'e) '9)
n n=1 n=1
o0

1 R R .
harmonique) donc E Sin(—) diverge d’apres le critere d’équivalence.

n=1
1 st =0
: o _ N
3) Zn 1111(1+ Q) Rappelons que T}LH;lO’R =4q too sta>0 d’ou
0 sl < 0
24+ n“ 2+1 3
cas 1:sic =0 lim In =In = — # 0 donc la série diverge
T A ) =) =57 5

grossiérement.

2+ n" 2+0

cas 2:si v < () lim In( ) =In(——
I1+0

n—oc ] 4+ n®

) — 1n(2) = () donc la série diverge

grossiérement.
[8%

2+n
i —) = 0. On ne peut rien dire.

cas 3 :si « > 0 lim In(
n—oo 14 n

2+ n" 1 S 1+r.-“) 0 2+n°
111(1+na)=1n(1+1+nﬂ)doun11_r>r;o - :1.2 1I1(1+na)est
1+n
=1 | 1
équivalente a Z ! qui est équivalente a E — (car lim = lim —).
- 1+ no i ne n—oo | + n® n—oo 1Y
n= n—=

11



o0

sil<a<l,; Z 1 diverge (série de Riemann v < 1) donc Z 1T1(2+n )

(83

n=1
converge ( critere d’équivalence).

o0

1 , . . o0 24n”
si>1,; E — verge (série de Riemann o > 1) donc anl hl(HRQ)

(0%

n=1
converge ( critere d’équivalence).
o0 cosh3n _ cosh3n
3) En:() snhon - POSONS Uy, = e alors
__ cosh3n __ (63n+e—3n)/2 o 6371(1+6—Gn) o (1+€—6n) ul _

Up = sinhb5n — (6571_6—511)/2 - eﬁn(l_e—lﬂn) =€ (1_6—1071) d’ou T}E)l'olo c “on ]. .

00 sh 3 .. R oC - 0 1\ .
ano Z?r?}: 52 est équivalente a ano € n — ano (6—2) qui est convergente

P . 0 cosh3 -
(série géometrique de raison q = 61—2 < 1) donc ano zighl 52 converge ( critere
d’équivalence).

(n!)2 N2 on? D2 (2 on? 12

U, = b Unpn _ ((pFDY® 27 (nt D" (pD)” 2n" _ (nt])

5) mn 2n2 ) Uy, 2(71.+1)2 ’ (’]’]')2 27&2+2n+l ' (T]")2 22n+1 n — 00 > 0 < 1

< (n)?
d’ou Zn:() “onZ converge ( critere de D’Alembert).

'TL2

km In’(n)"

: 5 b} 2
Unil _ (n+1)? K" In’(n) _ In(n) n+1 s L o -
Uy, ket n(n4+1)" n? In(n+1) n " — 00 "k :

cas 1:sik > lalors + < 1etdonc ZQC I converge ( critere de D’Alembert)
cas 1. L n=1 jn 1115(Tl) g .

6) Uy =

2:sik <lalorsL > letdonc ). - g ( critére de D’Alembert)
cas £ .Sl aorsk e onc n=1 ke lllS(Tl) 1verge ( critere de empert).

cas 3 :si k =1 on ne peut rien conclure. Dans ce cas i, =

ln(‘) n— 00
2

la série Zn ! 1 ) diverge grossierement.

oo
. sin( ng I . _
7) lim E est equlvalente a E — qui converge (série de
n—oc 2 — — nQ
n = n=1
o0

1
Riemann avec coefficient &« = 2 > 1) donc E Sin(—g) converge d’apres le
n

n=1
critere d’équivalence.

EX0_supplementaire TD :

12



Etudiez la convergence de la série de terme général .,

=3
— (—1
Loup = (=1)" 0 3. u, =na"l, a€c.
a” . (ni+1
2o Uy =—, a€Cl 4. u, =5111( - i'r).

5. up =(D"(Vn+1-n)

Solution :

1. Onpose v, = |uy,] =:—T
(n+1)3*
Upss  (MF 1) ('n + 1)3 oL 0
v, n® \ n n+1
n'

Daprés la régle de D" Alembert. la série de terme général v,, converge. done la série de terme général u,,
converge absolument. done elle converge.

la™
2. Onpose vy = |Uuy| = —
|a|ﬂ+1
Vnyr _ (n+ 1)1 lal
v, la|™ n+1
n!

D’aprés la régle de D’ Alembert, la série de terme général v, converge. donc la série de terme général u,
converge absolument. done elle converge.

3. Onpose v, = |[u,| =nlal™?!
tnes_ (n+Dlal”
v,  nla™t T n+1

la| = |al

Silal <1

D’aprés la régle de D" Alembert, la série de terme général v, converge. donc la série de terme général u,
converge absolument, donc elle converge.

Si|a| = 1. |u,| = +oo donc la série diverge grossiérement

4.
fm?+1 ] T L (T
U, = sin T | = sin (m[ - —) = (—1)"sin (—)
n n n
Il s’agit d’une série alternée car a,, = sin (%) = 0. il est a peu prés évident que a,, est décroissant et
tend vers 0. d’aprés le TSSA. la série converge.
Remarque : on pourrait montrer qu’elle semi-convergente.
5.
—_— = Lo n+l-—n 1
U, = (D" (Vn+1—vn)=(-1)' ——==(-1)"—=
" ( ) vn+1—+vn Vn+1++Vn

a, = — est positif, décroissant et tend vers 0. d’apres le TSSA la série converge.

n+l+yn
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