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Exercice 1 : Questions de cours (4 points)
1.1. Définition d’une série alternée et énoncé du théoréme des séries alternées (thm8).
Une série Z uy, est alternée si u, = (—1)"a, ou u, = (—1)""'a, avec a, >0,¥n € N.

neN

Soit (an),,~ une suite réelle, décroissante, positive et telle que a,, I 0 et soit u, = (—=1)"an,
= n—-+oo

o0
alors E u, converge et le reste R, = E ug vérifie |Ry| < apy1.
neN k=n+1

n
1
1.2. Démonstration de I’équivalent de H, = Z T quand n — +o00.
k=1

1 1
On pose u, = In (1 + ) et v, = —. On sait que u,, ~ v, quand n — +o0, que v, > 0 pour
n n

tout n > 1 et que ka diverge. Donc d’apres le théoreme d’équivalence des sommes partielles,
E>1

n n
H, = g Vg ~ g U
k=1 k=1

Or Zuk = Zln(k +1)—Ink =In(n+ 1), donc Zuk ~ Inn quand n — +o00. Donc H,, ~ lnn
k=1 k=1 k=1
quand n — +o0.

+o0
Exercice 2 : (4.5 points) On considére I(a) = / e 't*"'dt pour a € R.
0

2.1. Montrer que I(a) converge si et seulement si o > 0.
La fonction f(t) = e ‘t*~! est localement intégrable sur [0, +oo[ pour a > 1 et sur ]0, +o0o[ pour
a < 1. Il y a donc deux problemes a étudier : en 0 et en +oo.
1 1 oo dt
Quand t — 400, e (¥ 1 =0 (2?) quel que soit @ € R. Or 2 >0et / = converge, donc
1

+oo
d’apres le théoreme de comparaison des intégrales, / e 't~ 1dt converge pour tout o € R.
1

1 |
Quand t — 0, e 1t 1 ~ e >0 et / e dt converge ssi 1 — « < 1, c’est-a-dire ssi a > 0.
0

1
Donc, d’apres le théoréme de comparaison des intégrales, / e "t 1dt converge ssi a > 0 et I(a)
0
converge ssi o > 0.
X
2.2. En effectuant une intégration par parties sur l’intégrale / e 't%dt, montrer que
0

I(a+1) = al(«a) pour tout a > 1.



X
Soit / e 't*dt. On pose u(t) = t* et v/(t) = e~ "; alors u/(t) = at®" ! et v(t) = —e~'. Donc
0

X X X
/ e ttdt = [—to‘e*t]g( + a/ et ldt = — X% X +a/ e 't 1dt, car o > 0.
0 0 — 0

—0
converge

On passe a la limite quand X — +o0 et I(a+ 1) = al(a).

3
2.3. En sachant que I <> = g et en utilisant la question précédente 2.2., calculer

2
i (7)
2
D’apres la question 2.2., T (;) = §I (5> _9 X g[ (3> = %ﬁ

Exercice 3 : (5 points)
On cherche les parameétres a et b pour lesquels la série Z aln(n+2)+bln(n+1)+1lnn

n>1
converge et la valeur de cette série dans les cas de convergence. On note

U, = aln(n +2)+bln(n+ 1) + lnn.

3.1. Donner un équivalent, puis calculer la limite de (n + 2)%(n + 1)’n lorsque n — +oo
en fonction de a et b. En déduire la limite de u,, lorsque n — +oc0 en fonction de a et
b. En déduire une condition sur a et b pour que u,, — 0 quand n — +oo.
400 sia+b+1>0
Ona(n+2)%n+1)°n ~ 22" Donc (n+2)*(n+1)n —— < 0 sia+b+1<0
n—-+oo n—-+oo .
1 sia+b+1=0
400 sia+b+1>0
Or u,, =In((n+2)*(n+ 1)bn) et u, —— ¢ —oo sia+b+1<0 etdoncu, — 0 lorsque
n—-+oo .
0 sita+b+1=0
n — +oo si et seulement si a +b+1=0.
3.2. En supposant la condition trouvée a la question précédente 3.1. satisfaite, montrer

2 1
que u, = aln (1 + ) + bln (1 + ) Donner alors un développement limité de u, a
n n

I’ordre 2. En déduire une condition supplémentaire sur a et b pour que la série Z U

n>1
converge.

On sait que In(n +2) =In (n (1+2>> =lnn+1n (1+2> et lIn(n+1)=1In <n (1—1—1)) =
n n n

1 2 1
1nn+ln<1—|— ,donc up, = (a+b+1)Inn+aln {1+ —) +bln 1+>.Or0natr0uvéque
n n n

2 1
a+b—|—1:0,doncun:aln<1+ )+bln<1+n>.

n

2 b 1
On utilise alors que In(1 + z) = z + O(z?) pour x — 0, donc u,, = ot +0 (2>
n n

1 1
Or Z — converge et donc par le théoréme de comparaison des séries Z 0] (2> converge. De
n n

n>1 n>1
1 2a +b
plus, comme — diverge, converge ssi 2a + b = 0. Donc la série u, converge ssi
2a+b=0.
3.3. Déduire des questions 3.1. et 3.2. que ZU" converge si et seulement si a =1 et
n>1
b=-2.



Z Uy, converge si et seulement sia+b+1=0et 2a +b =0, c’est-a-dire ssi a =1 et b = —2.
n>1
N N

3.4. On pose v, =In(n+2) —In(n+ 1) et w, =Inn — In(n + 1). Calculer ka et Zwk
k=1 k=1

N
En déduire Z In(k+2) —2In(k+ 1) + Ink et la valeur de Z In(n+2)—2In(n+1)+Inn.

k=1 n>1
N
On reconnait les sommes de deux séries téléscopiques. On a alors ka =In(N +2)—In2 et
k=1
N N
Zwk =Inl—-In(N+1)=—1In(N +1), donc Zln(kJrQ) —2In(k+1)+Ink = ka +wy =
k=1 k=1 k=1
N +2
In(N+2)—In2—In(N+1)=—In2+1In <N11>
—_———
—0
On fait tendre N vers +oo et donc Z In(n+2)—2ln(n+1)+1Inn=—1In2.

n>1

Exercice 4 : (9 points) On cherche a étudier la nature des deux intégrales I =

+oo +o0o
t t t t
/ sin dt ot J — / | sin \
0 2 + 1

4.1. Dans cette premieére question, on étudie la nature de I de trois maniéres différentes.

a. Etudier la monotonie de f(t) = sur [1,+o0o[. En déduire la nature de I en

t
241
vérifiant trés précisément les hypothéses du résultat utilisé.
tsint
241

On calcule la dérivée f/(t) =

La fonction g(t) = est localement intégrable sur [0, +o00].

1—¢2

(t2+1)2
f est positive et f tend vers 0 en 4oco0.

< 0 sur [1,4+o00[. Donc f décroit sur cet intervalle. De plus,

b
/ sint dt
a

+oo 3
tsint
Donc, d’apres le théoréme d’Abel pour les intégrales généralisées, I'intégrale / o
1

De plus, les primitives de sin sont bornées, car =|cosa — cosb| < 2 pour tout a et b

dans [1, 4o0].

dt converge

et donc I converge.

A . . o L . . X tsint
b. Retrouver le méme résultat en faisant une intégration par parties sur mdt.
0
t 1-2 X tsint
) t) = ——, V/'(t) = sint; d "(t) = —5——, v(t) = —cost et ——dt =
n pose u(t) t2+1,v() sint; donc u'(¢) (t2+1>2,v() cost e /0 o

X cos X N X cost(l—t?)
X2+1 0 (t2 4+ 1)2
—— ————

xogee 0 CVA car |.|<1/(14t2)

dt. Donc a la limite quand X — +o0, I converge.

tsint  sint ]
—— et en déduire d’une

c. Réduire au méme dénominateur 1’expression 2r1 1

troisieme maniére le méme résu}_tat. N
tsint sint —sint > sint °° —sint
Ona——— = ———. Or/ ——dt converge par théoreme d’Abel. Etudions / —_
21t t(2+1) 0 t o L2+ 1)
—sint
La fonction t — m est prolongeable par continuité par —1 en 0, donc elle est localement

—sint

mdt converge abso-

+oo
intégrable sur [0, 400[ et le seul probléme se situe en +oo. Donc /
0



L . L sint 1 Foo
lument par théoreme de comparaison des intégrales car — et que — converge.
1

— <
t(t2 + 1)’ = 3 3

+o0 ;
tsint
Donc l'intégrale I = / ————dt converge.
o 241
4.2. Dans cette deuxiéme question, on étudie la nature de J.

a. Calculer/ sint dt.
0

/ sint dt = [— cost]y = 2.
0

(k+1)m tlsint T k .
b. On note uy = / |2s1n |dt. Montrer que u;, = / w
o 2 +1 o (y+km2+1
(k+1)m tlsint ™ k .
On fait le changement de variables y = t—k, alors ug, = / |2sm | dt = / (y—|—ﬂ'—)\251ny|
. . . . T (y + km)siny
car sin(t) = sin(y+k7) = (—1)¥siny. Or siny > 0 pour y € [0, 7], donc w :/ T
(t) (y+km) = (=1)"siny y > 0 pour y € [0, 7] Ol O ey e s K

2k
(k+1Dm)?+1
On apour 0 <y <, y+kr > ket (y+kr)2+1 < ((k+1)m)° + 1. Puisque siny > 0 sur [0, 7],

k) si ksi
(y+ 7r)251ny > 71'5111324 > 0, que l'on integre entre 0 et 7.
(y+km)2+1 7 (k4+1Dn)*+1

c. Déduire de a. et b. que u; >

on obtient I'inégalité

T k) si k T 2k
Donc g = [ LMYy 5 T [y 2T
o (y+km?2+1 (k+ 1)) +1Jo (k+ 1)) +1
2k
d. On pose v, = T . Montrer que Z v diverge. Qu’en conclure pour

p)
(k+1)m)” +1 Pyt
St
keN

2 1
Onavy, ~ — >0.0r Z — diverge, donc Z v diverge par théoreme de comparaison des
k—+oo Tk 1 k eN

séries. Donc par le théoreme de comparaison des séries et d’apres la question précédente 4.2.c.,
comme ug > v > 0 pour tout k € N, Z uy diverge. De plus, comme u; > 0 pour tout £ € N, on

keN
N
en déduit que Zuk — 400 quand N — +oo.
k=0
N
e. Que vaut Zuk, ou uy est défini a la question 4.2.b. 7 Qu’en conclure pour J?
k=0
N N (B+D7 41 gin ¢ (N+D7 41 gint X 4lsint
On a Zuk = Z/ |251n ‘dt = / LSm ‘dt. On pose F(X) = / |2sm |dt.
Z w11 0 241 o 2+1
N
Comme Zuk — 400 quand N — 400, F((N + 1)7) — 400 et J diverge.
k=0

4.3. Que conclure des questions 4.1. et 4.2. sur la nature de 1?7
D’apres la question 4.1., I converge et d’apres la question 4.2, I ne converge pas absolument. Donc,
I est semi-convergente.



