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Exercice 1 : Séries numériques (6 points)

_1)"
On cherche a étudier la convergence de la série Z In <1 + (2 O)( ), ou a € [0, 400,
n
n>1

en fonction du parameéetre a.

—1)n
1.1. Si a = 0, que peut-on dire de la suite In (1 + (2) ? Qu’en conclure pour la
convergence de la série Zln 1+ (=" ?
2
n>1
: (=" 3 S (="
Lorsque n est pair, In {1+ 5 =In 3 et lorsque n est impair, In | 1+ 5 =

1
In (2> La suite est donc oscillante et ne converge donc pas.

Or, on sait que si la série g uy, converge, alors u, — 0 lorsque n — +o00. On en déduit donc
neN

1)
que la série Zln (1 + ( 2) ) diverge.

n>1

1.2. Si @ > 0, donner un équivalent de

1)
In <1+ (=1 >‘ lorsque n — +oo. Pour
2n®
(="
2no

quelles valeurs de a est-ce que la série Zln (1 +

n>1
(="

07

) converge absolument ?

On sait que pour a > 0,

In <1 + (Q;in>

D’apres le critere de Riemann, E — converge ssi @ > 1. On peut utiliser ici le théoréeme
n
n>1
de comparaison des séries, puisque les termes sont tous positifs et on obtient que la série

— 0 quand n — +o0 et que In(1 + z) ~, & donc, lorsque
€Tr—>
1

[ad .
n—-+oo 2n%

n — 400,

1" 1
E In <1 + ( 2713 ) converge absolument ssi la série E o converge, c’est-a-dire ssi o > 1.
n>1 n>1
_1)"
1.3. Si0 < a < 1, donner la nature de la série g (20)4 A T’aide d’un développement
n
n>1



(="

2n

limité, donner un équivalent simple lorsque n — 400 de v,, ou In | 1+

(=" - (="
o + v, . Pour quelles valeurs de «, est-ce que la série ;ln 1+ o est
n>

semi-convergente ? Pour quelles valeurs de a est ce que la série diverge ?

1 1
On utilise le critere des séries alternées. On a ona > 0; puisque o > 0, o — 0 quand
n
: 1 L o (—1)"
n — +00 et la suite | — est décroissante. On en déduit que Z converge.
2n neN n>1
( 1)n CL‘Q
On effectue un développement limité de In ( 1+ 5 . Comme In(1 4+ z) = = — 5 +
ne
-" -nH" 1 1
o(:v2) quand z — 0, on obtient In (1 + (QnC)Y > = (2n0)‘ ~ gnza + o0 <n20‘>’ c’est-a-dire
(=1)™\ _ (=" . 1
In (1 + e | = opa + v, OU v, W TR
. (-1)" | ey
La suite In | 1 + e est donc la somme de deux suites, la suite et la suite v,.
n

n
Pour 0 < a < 1, la série Z (250)6 converge, comme vu précédemment. Donc la série
n>1
)?’L
Zl (1 + ) converge ssi Zvn converge.
n>1 n>1

Or d’apres le critere de Riemann, Z < 5o converge ssi 2a > 1, c'est-a-dire ssi v > 1 /2.
8

n>1
1 1 L : "
Donc, comme v, ~ ———— et que ——— <0, par le théoreme de comparaison des séries
n—+too  8nlc 8n4e
de termes de signe constant, la série E v, converge ssi a > 1/2.
n>1

_1)n
On peut donc conclure que la série E In <1 + (2 i > est semi-convergente (c’est-a-dire
n
n>1

qu’elle converge mais ne converge pas absolument) pour 1 > « > 1/2 et divergente pour
1/2>a>0.

Exercice 2 : Suites et séries de fonctions (9 points)
x

Soit la suite de fonctions (f,),>1 avec f, : RT — R définie par f,(z) = L
= n’+z

2.1. On cherche tout d’abord a étudier la suite (f,)n>1-

2.1.a. Etudier la convergence simple sur Rt de la suite de fonctions (f,); on

donnera la valeur de la fonction limite f et le domaine de R™ ou1 la convergence

a lieu.

Pour > 0, fn( ) m n—>+oo n27
Pour z = 0, f,(0) = 0 donc f,(0) — 0 quand n — +oc.

En conclusion, la suite de fonctions (f,),~; converge simplement sur R vers la fonction
nulle.

2.1.b. Etudier les variations de la fonction f, sur R™. En déduire la convergence
uniforme sur R* de la suite de fonctions (f,).

i donc f,(x) — 0 quand n — +o0.



n2—x2

La dérivée de la fonction f,, vaut f/ (z) = o donc, sur RT, f/(z) > 0ssi 0 > x < n. De
x

2
n
plus, fn(0) =0 et fu(x) — 0 quand  — +o00. On obtient finalement le tableau de variations
x 0 n +00
fn(@) + 0 -
suivant sur R : fn(n)
fn / N\
0 0
On cherche & calculer le maximum de |f,,| sur R*. Comme la fonction f,, est positive, on a
sup |fn(z)| = sup fun(z) = fu(n) = — — 0 quand n — +oo. Donc, la suite de fonctions
zeR+ zERT 2n
(fn) converge uniformément vers la fonction nulle sur RT.
Sur
2.2. On cherche maintenant a étudier la série Z fne
n>1
x
2.2.a. Etudier la convergence simple de la série Z ——— pour z € RT.
n°+x

n>1
X

Pour z > 0 r) = ———= ~ —.
7fn( ) n2+x2 oo N2

- z N .
Or, la série E — converge par le critere de Rie-
n
n>1

mann donc par le théoreme de comparaison des séries de termes de signe constant, la série
x
E —— converge.
n2 + 2

Pour z =0, f,(0) = 0 donc la série Z fn(0) converge.
n>1

En conclusion, la série de fonctions g converge simplement sur RT.

2 2
ne+w
1 +

T
2.2.b. Etudier la convergence normale de la série Z a2 pour z € RT, puis
n®+x

n>1
pour z € [0,a] avec a > 0. Qu’en déduit-on a propos de la continuité de la fonction

xT
F($):Zm SurR+?

n>1
+ 1 . 1 . L. T
Sur R, || fulloog+ = 75—, mais Z — diverge. Donc la série Z ———5 lie converge pas
’ 2n 2n n‘+x
n>1 n>1
normalement sur R*. 1
. a N
Sur [0,a] avec a > 0, |[fulloo 0,0 = 5= sin < aet || fullx 0,0 = 55 des que n > a. Comme
a )Yy 2n Yy n + a
la série Z s converge, d’apres la question 2.2.a., la série Z || fnlloc,j0,a) cOnVerge et
n>1 n>1

- €z
donc la série E ———5 converge normalement sur [0, a].
n
n>1

. x . , .
Les fonctions ¢ — PR sont continues sur [0, a] et la série g
n X
n>1

lement sur [0,a], donc d’apres le théoreme de continuité des séries de fonctions, la fonction

——— converge norma-
n? + z?

r — Z —— = est continue sur [O,a]. Comme c’est vrai pour tout a > 0, la fonction est
n? + x?
n>1
continue sur U,~o[0,a] = R*.



2.3. On cherche enfin a étudier la série Z(—l)"fn.
n>1

T
2.3.a. Etudier la convergence simple de la série Z(—l)”ﬁ pour x € RT.
et n“+x
x
Soit # € RT, on étudie la convergence absolue de la série Z(—l)”ﬁ.
ne+x
n>1
Or, (=)™ ’ = % et donc d’apres la question 2.2.a., la série Z(—l)”L
’ n? + z? n? + z? ’ — n? + x?
converge absolument, donc converge. -
x
Donc la série 1" converge simplement sur RT.
;( i S ge simp
2.3.b. Rappeler le critére des séries alternées. En déduire une estimation du reste
+oo
_ kT . . gy T I
R, (z) = ];1( 1) 2y g2 Puis la convergence uniforme de ;( 1) i g Sur R*.
Le critere des séries alternées : soit une suite (ay), oy positive, décroissante et qui tend vers
+0o0
zéro quand n — +o0, alors la série Z(—l)"an converge et le reste R,, = Z(—l)kak vérifie
n>1 k=n
|Rn‘ <aps1-
= T x
On en déduit donc, pour x € R, que |R,(z)| = —1)k < . Or,
P que |Ry(z)| ];l( )k2+x2 = (n+1)2+ a2

d’apres la question 2.1.b., pour tout € R'; donc pour tout

x
<
(n+1)2+22 = 2(n+1)
1
c R+, R < - <
v on a |Fu(@)l < 577 =2+ 1)
| Rn||oo g+ — 0 quand n — +oo et donc que la série converge uniformément sur R,

. cest-a-dire [|Ry|oo r+ . On en déduit que

Exercice 3 : Séries entieres (9 points)

(1+22)y + 4y =

On considére I’équation différentielle suivante (&) 1+ 2z
y(0) =0
3.1. On suppose qu’il existe une solution y de (£) développable en série entiére,
+oo
c’est-a-dire telle que y(z) = Zanx" avec un rayon R > 0.
n=0

3.1.a. Calculer qyg.
D’apres la deuxieme équation de (€), on obtient que ag = 0.

3.1.b. Développer le second membre en série entiére et préciser son rayon.

14 2x

-2
On développe Tror (—2) E (—2x)" = E (—2)" 2™ Clest une série entiere de rayon
x
n>0 n>0

R=1/2.
3.1.c. Déterminer a; et montrer que pour n > 1, (n+ 1)ap+1 + (2n +4)a, = (—2)"“.
Montrer par récurrence que pour tout n € N, a, = n(—2)".

+oo +oo
Siy(x) = Zan:c", alors sur | — R, R[, ¥/ (z) = Znanxnfl. L’équation (&) se réécrit alors
n=0 n=1



+00 oo

Znanac” by QZnanx + 42%:1: = Z (—2)" " clest-a-dire Z(n + Dapy1z"™ +

n=0 n=0
+oo
2 E napx” +4 E anx" E (—2)"" 12", Or pour une série entiere qui vérifie E bpx™, on a
n=0 n>0

bn = 0 pour tout n € N. Ici on en déduit que (n + 1)an1 + (2n 4 4)a, = (=2)"!, pour tout
n € N.

En particulier pour n = 0, on trouve a1 + 4ag = —2, ce qui donne avec la question 3.1.a.,
ay = —2.

La récurrence vient d’étre vérifiée au rang 1.

On suppose qu’au rang n, on a bien a, = n(—2)", on trouve alors au rang n + 1 que

(n+ Dane1 = (=2)" — 2n 4 4)a, = (=2)" = 2(n + 2)n(=2)" = (=2)" "' + (n + 2)n(-2)"*!
— (n2 +2n + 1)(_2)n+1 _ (n + 1)2(_2)n+1

et donc any1 = (n+1)(—2)"*1. On conclut par récurrence que a,, = n(—2)" pour tout n € N.

+00
La série y est donc égale a y(z) = Z n(—2)"z".
n=0
3.1.d. Quel est le rayon de la série y(z) ainsi calculée ?
1
On utilise le critere de d’Alembert, on trouve que lim Intl) _ i 22 T 2, le rayon
n—+oo | ap n—-—+o0o n
de convergence vaut donc R = 1/2.
3.2. On cherche une expression de y a I’aide des fonctions usuelles.
+oo
3.2. a. Donner le rayon de convergence et la somme de la série g(z) = Z(—Q)”x".
=0
+oo 1 "
Cest érie entiere d R=1/2 qui t = —2)"x™ = .
est une série entiere de rayon /2 qui vaut g(x) Z:( )'x 22
3.2.b. En citant le théoréme utilisé, calculer la dérivée de g et en déduire que

y(x) = zg'(x).

On utilise le théoréeme de dérivation des séries entiéres : en tout point ¢ €] — R, R], la fonction
somme f de la série entiere Z anz™ de rayon R est dérivable et la dérivée f’ est la somme

n>0
de la série entiere Z na,z" "t = Z(n + 1)an412™ de rayon de convergence R.
n>1 neN
+oo +oo
Donc ici, sur | —1/2,1/2[, ¢'(x) = Zn(—Q)”:p”_l = Zn(—2)”x”_1 et d’apres la question
n=1 n=0

3.1.c., on a y(z) = zg ().
3.2.c. Déduire de la question précédente une expression de y sous la forme d’une
fraction rationnelle. 5

x

O =— —— et =
r9l@) = Ty (15 22)2 LY@ (1-1—21‘)
3.2.d. Donner une expression simple de 3/(0), puis de 3*(0).
On utilise le développement en série enticre : ¢/ (0) = a; = —2 et y™(0) = 4lay = 41x4(—2)* =
3 x 2%,

donc ¢'(r) = —



