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Exercice 1 : (5 points) Séries numériques

Donner la nature des séries suivantes en justifiant votre réponse :

n! . n! Upt1 n+1
1.1. Z o Soit u, = on On calcule o i a—
n>0
|

n!
d’apres le critere de d’Alembert, que la série Z on diverge.

400 > 1. On en conclut donc,

n>0
1 1 1 1 1
1.2. Zgln <1—|— n2> . Soit u, = Eln <1+ nQ> Or In(1 + x)$:0$ et comme 3 0,
n>1
1 1 1 . L.
donc up ~ — quand n — +o00. De plus, — > 0 et Z —; converge, donc d’apres le théoreme
n n n
n>1
. 1 1
de comparaison, Z —In {1+ — ) converge.
Sin n
1.3 Z arctann )" Soit arctann )" On caleule Juy 1" arctann T
.3. ——— | . Soi =(———] .0On = — .
5 oit uy, 5 calcule |uy, 5 i 1
n>0
t n
On en conclut donc, d’apres le critere de Cauchy, que la série Z <ar02ann) converge.
n>0
1.4 Ze L lim e L 1#£0 donclasérieZe L diverge
e X - . X - = X - Vi .
p(— ). lm exp{— ) p{- 8

n>1 n>1

1 1
1.5. Z <1 — exp <—>> . Soit u, = <1 — exp <—>> On utilise un développement li-
n>1 n n

mité de l'exponentielle au voisinage de 0, a savoir expz = 1 + x + o(x). On obtient que

1 1 1 1
<1 — exp <>) =—+4o (), c’est-a-dire u, ~ — > 0. Par le théoréeme de comparaison,
n n n n

1 1
comme Z — diverge, on en déduit que Z (1 — exp (—)) diverge.
n n

n>1 n>1



Exercice 2 : (5 points) Séries numériques

1) 1
2.1. Montrer que ((1)7112 ~ — quand n — +oco. En déduire la nature de
— n n
>
— 2°
= (=) +n
—1)" 2 1 —1)"
On a w =|——+—| — 1 quand n — 400 car( ) — 0. On en déduit que
IR I [V 2
n?2 +
‘(—1)" = d to0. Pour tout n € N, - > 0 et 1 "Zl
— 5| ~ —5 quand n — +oc0. Pour tout n ; — = 0 et la série —5 converge,
(=) +n n n =i
donc d’apres le théoréeme de comparaison, la série Z - (1) :_ converge absolument, donc
n>2
elle converge.
s . (=)™
2.2. On cherche a étudier la nature de Z —_.
(—D" +n

n>2
(="

1
m ~ — quand n — +o0, que peut-on en déduire sur

2.2.a. De I’équivalent

n
la convergence asbolue de Z i ? Sur la convergence de Z & ?
(=) +n (=) +n
n>2 n>2
La série Z 1 diverge, donc d’apres le théoreme de comparaison, la série Z i ne
n>1 7 7 n>2 (=1 +mn

converge pas absolument. En revanche, on ne peut rien en conclure sur la convergence ou la
divergence de la série.
()" (=1 1
2.2.b. Montrer que = + v, avec v, ~ —— quand n — +oo.
-1)"+n n n
On effectue un développement limité :

(_(1—)?: __cr ~ L (=1 (1 e, @) IV (nl) B
(—1)" "

n

2.2.c. Déduire de la question 2.2.b. la nature de Z
n>2

1
+ vp, avec vy, ~ —— quand n — +00 .
n

="
(=D +n’

1 1
On a que <> est une suite décroissante et que liIJ'I_l — =0, donc d’apres le théoreme des
nj, n—+oo n
_1)77,

- . 1 1
séries alternées, E ( converge. De plus, v, ~ —— < 0 pour tout n € N. Comme E —
n n
n>2 n>2
converge, donc d’apres le théoreme de comparaison, la série E v, converge également. La

n>2
(="

somme de deux séries convergentes converge, donc d’apres la question 2.2.b., Z W
— n

n>2
converge.



Exercice 3 : (10 points) Intégrales généralisées

3 T In ¢
3.1. Nous commencons par 1’étude et le calcul de t—th.
1
Inz 1 P
3.1.a. Montrer que —~ = o 7 quand z — +oo. En déduire la nature de
x x
oo Int
' ! | 1 1
On a lim 2% QH—;E — lim 2% = 0 d’apres les puissances comparées. Donc 2T
T—+00 T T—+00 \/E x2
1 Int
0 <3/2> quand z — +oo. La fonction ¢t — ?—2 est localement intégrable sur [1,+oo]. Or
T
1 +oo +oo Int
Y5} >0et /1 B2 converge, d’apres le théoreme de comparaison, /1 t—2dt est une

intégrale convergente.
oo qt
3.1.b. Quelle est la nature de / ) ? La calculer.
1
D’apres le théoreme du cours, c’est une intégrale convergente. Soit X > 1. On calcule

X X 400
dt 1 1 dt
/1 t2:[—t]1zl—X—>1quaLndX—>—&—oo.Donc/1 t—2:1.

X
Int
3.1.c. Soit X > 1. Faire une intégration par parties sur l’intégrale / ?—th. En
1

+oo
déduire la valeur de / ?—th en utilisant la question 3.1.b.
1

1 1 1
On pose u(t) = Int et V/(t) = 2 Donc u/(t) = n et v(t) = —7 L’intégration par parties
X X X X
Int Int 1 InX 1 In X
d d —dt = |—— —dt = ——— —dt. Or lim —— =0 et
OHne OnC/l 12 |: t }1 +/1 12 X +/1 12 g XirJrrloo X ¢
X 1 oo Int
lim —dt = 1, d’apres la question précédente. Donc / —dt =1.
X—+o0 J1 2 1 2

T n(1+t)

3.2. Nous étudions maintenant / 2 dt.

1

T n(1+t)
3.2.a. Montrer que In(14+z) ~ Inz quand * — +00. Donner la nature de ———=dt.

1 t2

1
Inz +In(= +1)
In(1 1 1 1 1
ul +x): L =14+4—In{—+1). De plus, lim —In{—+1) =0,
Inx Inx Inx T z—+oo Inx T
|
donc lim M
rz—+oo Inx
In(1+1¢)
t2

=1, c’est-a~dire In(1 + x) ~ Inx quand =z — 4.

In(1+¢
est localement intégrable sur [1,+oo[. On a donc que M ~

La fonction t —
t2

Int oo
—- > 0 et comme / t—th converge d’apres la question 3.1., d’apres le théoreme de
1

$2
) / o In(1 4 ¢)
comparaison, _—

2 dt converge.
1

dt
t(t+1)

+00
3.2.b. Donner la nature de / . Trouver les coefficients a et § tels que
1



dt
tit+1)

La fonction t — t(tTl) est localement intégrable sur [1,+o00].

1 _a+ J6]
tt+1)  t  t+1

+o0
. En déduire la valeur de /
1

1 1 S
x(x+1) a2~

+oo
r — +oo. Comme /1 2 converge, d’apres le théoreme de comparaison, /1 G+ D)
1 1+t—t 1 1
converge. On a - -t = - — —— donca=1et [ = —1. Soit >
tt+1)  tt+1) ot t+1

/1X t(t‘j’il) = /1X (1—7%11> dt = [Int —In(1 4+ t)] = [m <1t+t>I( = In (1+X> +

oo dt
In2 — In2 quand X — +o00. Donc / =1In2.
1 tt+1)

Xn(1+1)
3.2.c. Soit X > 1. Faire une intégration par parties sur l’intégrale / Tdt.
1
T In(1 4 t)

En utilisant la question 3.2.b., calculer la valeur de / 2 dt.

1

1
et v(t) = -5 L’intégration par

g = no . BA+X)
t(t+ 1) X

1 1
On pose u(t) = In(1 +t) et v'(t) = 2 Donc /(t) = |

X X X
In(1 In(1
parties donne donc / n(t;t)dt = [_n(t—i_tq _|_/
1 1 1

X
1 In(1+ X
/ —— dt. Or lim M = 0 et en utilisant la question 3.2.b.; on trouve que

/+OO Mdt: 21n 2.
1 t2
T n(1+¢)

i ?

3.2.d. Quelle est la nature de /
0

In(1+¢ T In(1+¢
La fonction ¢t — n(t2+) est localement intégrable sur ]0, +00[. On a vu que / n(t;)dt
1
In(1+¢) ¢t 1 Lat
converge. Lorsque x — 0, n(t;—) ~ET > 0; comme / " diverge, on en déduit que
0
1 +o00
In(1+¢ In(1+¢
/ n(t;)dt diverge et donc que / n(t;)dt diverge.
0 0
ero s teo o nt
3.3. Nous étudions finalement sint Tdt'
1
T Int
3.3.a. En utilisant que pour = > ¢, Inx > 1, donner la nature de / —dt.
1
. Int L Int _ 1
La fonction ¢t — - est localement intégrable sur [1,+oo[. Pour ¢ > e, - > n > 0. Or

oo dt o . T Int _ T Int
- diverge, donc par théoreme de comparaison, Tdt diverge. Donc Tdt
e e 1

diverge.
. . too Int
3.3.b. La question 3.3.a. suffit-elle a donner la nature de sint Tdt? Pour-
1
quoi ?

Int
On a -

) Int o0 In . .
sint e < e et Tdt diverge. Cela ne nous permet donc pas de conclure a
1

I’aide des théoremes de comparaison.



. T cost oo Int
3.3.c. Montrer que les intégrales tTdt et cost t—th sont absolument
1 1
convergentes.
cost 1 oo - L .
Ona0< R < o) et comme ) est convergente, d’apres le théoreme de comparaison,
1

_ T cos
I'intégrale ——dt est absolument convergente, donc convergente.
1

2
Int Int Foo R .
On a 0 < |cost e < t—zet comme t—th est convergente d’apres la question 3.1.a.,
1

+oo
. . nt
d’apres le théoreme de comparaison, I'intégrale / cost tTdt est absolument convergente,
1
donc convergente.

X
Int
3.3.d. Soit X > 1. En faisant une intégration par parties sur / sint ant et en
1

—+o00
nt
utilisant la question 3.3.c., montrer que / sint Tdt est une intégrale conver-
1

gente.
Int 1 Int

On pose u(t) = e et v'(t) = sint. Donc u/(t) = 2z et v(t) = — cost. L'intégration

X X X X
Int Int cost Int
par parties donne donc / sint Lalt = |—cost i + / ——dt — / cost Ldt =
. t t ], S 2 L 2
In X X cost X Int In X
—cos X —— ——dt— cost —dt. Or lim —cosX—— = 0 et d’apres la question
X + . t2 /1 t2 X =00 X P d

X cost

X Int
3.3.c., les deux intégrales / tTdt et / cost t—2dt ont une limite lorsque X — 4-00. Donc
1 1

X Int L . L, o Int
/ sint Tdt admet une limite quand X — +oo, c’est-a-dire que I'intégrale / sint Tdt
1 1

est convergente.



