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Exercice 1 : (8 points) Séries de fonctions
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1.1.a. Montrer que lim (1 + ) =exp(l) =e.
n

n—-+o00

1\"" 1 1 1
Ona |1+ — =exp|(n+1)In{1+ Or(n+1)ln(14+—-) ~ nx—=1et
n n n J n—+oo n
1

\"*
donc lim (1 + > =exp(l) =e.
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1.1.b. En déduire la nature de la série Z — X
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donc d’apres le théoreme des équivalents de séries, la série E — X T diverge.
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D’apres la question précédente, — x
n

Soit fn : R+ — R définie pour n < N par fn(x) = ﬁ.
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1.2. Montrer que la série Z fn(z) converge simplement sur R*.
n=0
Siz=0, fn(0) =0et > 5,0 converge.
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Si x > 0, on utilise le théoréeme de d’Alembert. On a lim X =
n—-+oo | (1 + x)n+2 T

i < 1 car x > 0. On en déduit donc d’apres le théoreme de d’Alembert sur les séries que
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la série Z fn(x) converge.
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On peut ainsi définir sur R™ la somme de la série de fonctions F(z) = Z fulz) =
n=0
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1.3.a. Calculer f/ et en déduire sup |f,(z)| pour n > 1.
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On calcule f/(z) = ﬁ, ce qui donne le tableau de variation suivant pour n > 1 :
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1.3.b. En déduire que F ne converge pas normalement sur R".
F converge normalement sur R ssila série sup |f,,(x)| converge. Or d’aprés la question 1.1.b.,
z€RT
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la série sup |fn(x)| = Z X T diverge. Donc F' ne converge pas normalement
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sur RT.

1.3.c. Montrer que F' converge normalement sur [a,+oo[ avec a > 0.
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Soit @ > 0. Pour n > —,  sup |fn(z)] = fn(a). Or on a montré a la question 1.2. que
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Z fn(a) converge, donc Z fn(a) = Z sup | fn(x)| converge et donc Z sup | fn(2)]
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converge, c’est-a-dire que F' converge normalement sur [a, +00].
1.3.d. En déduire que F est continue sur |0, +oo].
Pour tout n > 0, f, est continue sur [a,+oo[. De plus, F' converge normalement donc uni-
formément sur [a, +o00[, donc d’apres le théoreme de continuité des séries de fonctions, F' est

continue sur [a, +oo[. Ceci est vrai pour tout a > 0, donc F' est continue sur U la, +o00[=

a>0
10, 4-o0l.
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1.4. Calculer explicitement la somme de la série F(x) = Z Ao en séparant
n=0
x =0 et z > 0. Est-ce cohérent avec la question 1.3.d.7
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Pour z = 0, on trouve F(0) = Z 0=0.
n=0 1
Pour z > 0, on reconnait une série géométrique et F'(x) = i T X — =1
x
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La fonction F' n’est donc pas continue en 0, ce qui est cohérent avec la question 1.3.d, ou on
a vu que F est continue sur |0, o0/

Exercice 2 : (5 points) Séries entiéres

2.1. Rappeler le développement en série entiére de la fonction f(z) = et son

23
24 x

1+
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sous la forme E anx”
n>0

rayon. Développer en série entiére la fonction f(x) =

et préciser son rayon.
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24 x

= Z )*z™ pour x €] — 1,1]. On a donc que f(x) =
n>0

On sait que =
1 a3 x3 n n x s .

3152/ = ?Z(—l) <§> pour ‘5‘ < 1, c’est-a-dire |z| < 2. Finalement on a donc
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i 2+ oz + 6+ Yo _rtartord oz + fz + ﬁ—i_W, on trouve donc le
T+ 2 T+ 2 T+ 2

24+a=0
systeme 20+ 3 =0 , qui se résout en @ = —2, § = 4 et v = —8. Finalement, on trouve
28+v=0
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2.2.b. En déduire la valeur de /
0

2.2.a. Trouver les coefficients «, 3 et v tels que
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2.3. Intégrer 1’égalité de la question 2.1., en citant soigneusement le théoréme
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utilisé . En déduire la valeur de —_—
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On utilise le théoreme d’intégration des séries entieres. Le rayon de la série ici vaut 2, on peut

donc 1ntegrer la série entiere entre 0 et 1 puisque 0 < 1 < 2 et on obtient alors :
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/ Q—_Hdt = > 2n+1 ; thTedt = ;WW et donc d’apres la question 2.2.b,
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Exercice 3 : (7 points) Séries de Fourier
Soit f:R — R 27-périodique telle que f(t) = |sin(¢)| pour t € [—m,7].
3.1. Dessiner cette fonction sur ’intervalle [—27. 27l.
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3.2.a. Calculer les coefficients de Fourier de f. On pourra utiliser la formule

1 4
sinacosb = 5 (sin(a + b) + sin(a — b)) et on montrera en particulier que ay = —, que
7r
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La fonction f est paire. On sait donc que les coefficients b, = 0.
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Calculons les coefficients a,. On a a,, = — f(t) cos(nt) dt = — / f(t) cos(nt) dt car f est
™ ™ Jo

pour tout p > 1 et que az,+1 =0 pour p > 0.

paire. Comme la fonction sinus est positive sur I'intervalle [0, 7], on a f(t) = sint sur [0, 7] et
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on calcule donc a,, = — / sint cos(nt) dt.
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D’apres la formule sint cos(nt) = = (sin((n + 1)t) + sin((1 — n)t)) et on a donc, pour n # 1,
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Pour n =1, sintcos(t) = 5 (sin(2t)) et donc a; = —— 5 = 0.
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Finalement, on a pour n impair, a, = 0, c’est-a-dire agp4+1 = 0 pour p > 0 et pour n pair,
—4 1 4 4
ap = — X c’est-a-dire ag, = ——— pour tout p > 1 et ag = —.
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3.2.b. En déduire la série de Fourier de f.
On a donc S(f 24 Z a, cos(nx) —|— Z cos(2px).

n>1
3.3.a. Expllquer pourquoi la série de Fourler de f converge et donner la valeur

de sa somme (on rappellera précisément 1’énoncé du théoréme utilisé).

Or on remarque ici que f est intégrable sur [—m, 7|, dérivable par morceaux sur [—m, 7] et
continue sur [—7, 7]. On peut donc appliquer le théoreme de Dirichlet et la série de Fourier
de f, S(f), converge simplement vers la fonction f sur R, c¢’est-a-dire pour tout z € R, on a

Pégalité suivante f(z) = — + Z cos(2px).
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3.3.b. En déduire la somme de la série suivante : Z —.
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En particulier pour = 0, on obtient d’apres la question 3.3.a., f(0) =0 = ——l—z ——,
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3.4. Calculer également Z 71)2 en précisant le résultat utilisé. On rappelle
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la formule sin’z = M
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On applique 1’égalité de Parseval : — f(t) o + a.
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On calcule — [ f()* dt = / sint dt = / 1 — cos(2t)dt = — [t _ sin( q ~ 1.
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