
Exercices avec solutions sur les séries numériques 

A. El Caidi 

Exercices sur les séries numériques 
 
Déterminer la nature des séries numériques suivantes : 
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Commentaire : Cet exercice a pour objectif d’étudier une série numérique alternée. Grâce à une 
expression de sa somme, on retrouve quelques résultats classiques 
 
IV. 
     Séries de Bertrand 
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1. cas leEtudier   d)   
converge. Bertrand de série la quedémontrer  intégrale, une aveccomparant En  .1 supposeOn   c)   
diverge. Bertrand de série la quedémontrer  intégrale, une aveccomparant En  1. supposeOn   b)   
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Commentaire :   Cet exercice classique traite des séries de Bertrand. Il a l’avantage, d’utiliser diverses 
méthodes pour étudier une série numérique (comparaison avec une série numérique, comparaison avec 
une intégrale). 
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...
ln( 3) ln( 5) 2ln( 4)
ln( 2) ln( 4) 2 ln( 3)
ln( 1) ln( 3) 2 ln( 2)
ln( ) ln( 2) 2ln( 1)
ln( 1) ln( 1) 2 ln( )

...

N

N

N

N

N

N

u
u

u N N N
u N N N
u N N N
u N N N
u N N N
S u u u

−

−

−

−

+ −
= + −
= + −

= − + − − −
= − + − − −
= − + − − −

= + − − −
= + + − −

= + + + + 2 1 ln 2 ln( 1) ln( )
1ln 2 ln ln 2; ln 2.

N N N

N n

u u u N N
NS et u

N

− −+ + = − + + −

+⎛ ⎞= − + → − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
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2

2 2 1

2 1 2 3 4 5 2 2 2 1 2 2 1

2

1 1 2 2/ Remarquons que ln(1 ) ln ln
2 2 1 2

1ln 1 .
1 2

, :
( ) ( ) ... ( ) ( ) 0,

p

p p

n

p p p p p

p

p pc u
p p p

u u
p

u est donc une série alternée calculons les sommes partielles
S u u u u u u u u

S

+

+ − − +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+
= + = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= − − = −⎜ ⎟+⎝ ⎠

= + + + + + + + + =
∑

2 3 4 5 2 2 2 1 2
2( ) ( ) ... ( ) ln 0.

1 2

lim 0 .

p p p

n n
n

pu u u u u u u
p

S la série u est CV et sa somme est nulle

− −

→+∞

⎛ ⎞
= + + + + + + + = − →⎜ ⎟+⎝ ⎠
= ⇒ ∑

 

 
1/ sin sin ( 1) sin .

1, 0 sin , ,
2

sin sin sin
1

0,
2

n
n

n

d On a u n n
n n n

pour n est positif u est donc une série altéernée
n n

et on a car la fonction est croissante
n n

sur par suite

π ππ π

π π π

π π

π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞> < ≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞>⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

sin , lim sin 0 .
n

est décroissante comme la série est CV
n n
π π

→+∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
2 2

2

2 2

2

2 2

/ 1 ( 1 )
1

' ( 1) sin , 0
21 1

sin , ,
1

sin sin sin
1 ( 1) 1 1

n
n

n

e Ecrivons n n n n n
n n

d où u comme
n n n n

est positif u est donc une série altéernée
n n

et on a car la fonction est croissa
n n n n

ππ π π π

π π π

π

π π

+ = + + − = +
+ +

= − < ≤
+ + + +

+ +
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟>⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

2 2
0, sin , lim sin 0

2 1 1
.

n

nte

sur par suite est décroissante comme
n n n n

la série est CV

π π π
→+∞

⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦ + + + +

 

 
nN N 1n αn

N 0
n=0 n=0

α N 1N1 1α n
α0 0

n=0
α(N 1)1 1N 1

α α0 0

( 1)f/ On a S ( 1) t dt
αn 1

1 ( t )( t ) dt dt
1 t

1 tdt ( 1) dt
1 t 1 t

+

+
+

−
= = −

+

− −
= − =

+

= − −
+ +

∑ ∑ ∫

∑∫ ∫

∫ ∫
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On a donc 
α(N 1)1 1 1 α(N 1)

N α α0 0 0

1 t 1S dt dt t dt
1 t 1 t α(N+1)+1

+
+− ≤ ≤ =

+ +∫ ∫ ∫  

Par passage à la limite, on obtient 
 

n1 1

N α α0 0
n=0

1 ( 1) 1S dt dt.
1 t αn 1 1 t

+∞ −
→ ⇒ =

+ + +∑∫ ∫  

[ ]
n 1 1

00
n=0

n 1

20
n=0

n 1

30
n=0

3

3 2

( 1) 1α 1 dt ln(1 t) ln 2.
n 1 1 t
( 1) 1 πα 2 dt Arctg 1 Arctg 0 .
2n 1 1 t 4
( 1) 1α 3 dt,
3n 1 1 t

1décomposons  en éléments simples:
1 t

1 1 1 t 2 ;  et on
1 t 3 1 t t t 1

+∞

+∞

+∞

−
• = → = = + =

+ +

−
• = → = = − =

+ +

−
• = → =

+ +

+
−⎛ ⎞= −⎜ ⎟+ + − +⎝ ⎠

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫

2 2 2

22
2

2 2 2

 a 

1 t 2 1 1 2t 1 3 1  puis
3 t t 1 3 2 t t 1 2 t t 1

1 3 3 2 1t t 1 t t 1
2 4 4 23

1 4 1 4 3 2 / 3
t t 1 3 3 22 1 2 1t 1 t 1

2 23 3

d'où
1

1 t

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = − × + ×⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = − + = − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

= × = ×
− + ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+

[ ]

1 1 1

3 20 0 0

1

20

1
11 2

0 0
0

1 1 1 1 2t 1dt dt dt
3 1 t 3 2 t t 1
1 3 4 3 2 / 3             dt
3 2 3 2 2 1t 1

23

1 1 1 2 1                 ln(t+1) ln(t t 1) arctg( (t )
3 6 23 3

−
= + − × +

+ − +

+ × ×
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞− +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤= − − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫

 

 
1

30

n 1

30
n=0

1 1 1 1dt ln 2 0 2Arctg( ),
1 t 3 3 3

d'où
( 1) 1 1 πdt (ln 2 ).
3n 1 1 t 3 3

+∞

= − + ×
+

−
= = +

+ +

∫

∑ ∫

 

 
 



Exercices avec solutions sur les séries numériques 

A. El Caidi 

IV. 

γ
α 1α β

β2

α β γ

γ

α β

1 αSi α 1,  soit γ 1,  on a :
2

1 1n 0
n (ln  n)

n (ln  n)
1 1donc pour n assez grand on a ;

n (ln  n) n
1comme  est CV (série de Riemann avec γ 1),  alors
n

1  est CV (critère de comparaison de
n (ln  n)

−

+
• > = >

× = →

<

>∑

∑ s STP).

 

 

1 α

α β β

α β

α β

 Si α 1,  1 α 0,  on a :
1 nn ,

n (ln  n) (ln  n)
1 1donc pour n assez grand on a :

n (ln  n) n
1comme  est DV (série harmonique) alors
n

1  est DV (critère de comparaison).
n (ln  n)

−

• < − >

× = → +∞

>

∑

∑

 

] [

β

β ββ

β 1
'

2 2β

β

β

 Si α 1, considérons la fonction
1f (x) ;  f  est dérivable sur 1,  et 

x(ln  x)
(ln  x)pour tout x 1: f (x) (ln x β);

x (ln  x)
pour x e , ln x β ln x β 0,  d'où 
f  est décroissante, donc pour N max

−

−

• =

= +∞

> = − +

> > − ⇒ + >

>

[ ]

β

β βN
n=N

X

N x N

x

(2, e )

1f (x)dx et  sont de même nature
n(ln  n)

(critère de comparaison d'une série et d'une intégrale).

1 si β 1,  dx lim ln(ln x)
x ln  x

                lim (ln(ln X) ln(ln N))

−

+∞+∞

+∞

→+∞

→+∞

= =

= −

∑∫

∫D

;

1donc l'intégrale est DV et par suite la série  est DV.
n(ln  n)

= +∞

∑  
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( )
( )

( ) ( )
( )

X1 β

βN x
N

1 β 1 β
1 β

x

β

β

ln  x1 si β 1,  dx lim 
1 βx ln  x

               si β 1 
ln  X ln  N

   lim ( ) ln  N1 β 1 β   si β 1 
1 β

1  est CV si  β 1 
n(ln  n)

donc  
1  est DV si  β 1

n(ln  n)

−
+∞

→+∞

− −
−

→+∞

⎡ ⎤
≠ = ⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
+∞ <⎧
⎪= − = ⎨− − − >⎪ −⎩

⎧ >⎪⎪
⎨

<
⎩

∫

∑

∑

D

.
⎪
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