Exercices avec solutions sur les séries numériques

Exercices sur les séries numeériques

Déterminer la nature des séries numériques suivantes :

L

1 (n!) (n) 1
/ / d/ / -
: 1é\/n(n+l)(n+2 gon +1 ¢ IZZ)QH)' E() 2n ° nz>:2(ln(n)) nz>:zln(n2+n+1)

9/ Y o<y XS Y s j/ 2

2 2
n>0( n>01 +27+.. +n n>1 n=>0

k/Z(en en+a) a>0 I/Z(

n>1 n>1

-1

IL
Etudier la nature des séries numériques suivantes
dont les termes génraux sont :

2 2

1/u, = 2n +1 ; 2/u, = . a>0; 3/u, = 1+2 areel;
3n+4 n+1 n

n

u, = 2 2 n
(I+a)1+a)"...A+a)

5/u,=an 1n(1+l)—b cos(l)+c sin(l) a,b,c réels;
n n n

6/u, =(=D)"(/n*+1-n); 7/u, =

[(—1)“n +k)] k réel;

8/U _ SlIlX | 9/U _J‘ SlIlX
0 1+ch X 0 14+x?2

10/u, (\/\_/11]; 11/u, =(-1)" (tan\/_ s1n\/_' 12/%0%%;

\/ﬁsin—
.
14/u, =(-1) ;
Jn (="
15/un=sin[7z\/n2+l}; l6/un=cos[7z\/n2+n+1}

16/u, =In(n)+aln(n +2)+b In(n +3).

13/u, zln{l+@} a>0;
n

I1I.

- (n+hz o, e
a/ ZUH, un:J' e “sinxdx (indication : posert =x —nrx).

nxz
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Exercices avec solutions sur les séries numériques

b/ D u,, U, =1n(1—i2 :

nx2

o/ Du,, u, :ln(1+(_1)n j

nx2

& Du,, u, =sin(%+n}z.
e/ Zun, u, =sin(zvn*+1).

D"
an+1
1. Montrer que la série numérique de terme général u, est convergente et que:

Su, = [

f/ Sotent & > 0 et la suite numérique u, définie paru, =

o L1+t
En déduire : Z(l) n2, Y7 CD" L+ 2,
n>0 n+ n>0 2n+1 n203n+1 3 \/g

Commentaire : Cet exercice a pour objectif d’étudier une série numérique alternée. Grace a une
expression de sa somme, on retrouve quelques résultats classiques

V.
Séries de Bertrand
Soient « et S deux réels
. . . . 1
Le but de cet exercice est d'étudier les séries numériques Z u avecu, =———.
n2 n” (In(n))”

1) Etudeducasa >1.0n pose y = 1+_a'

, 1
Démontrer : u, = O(—y)
En déduire la nature de la série de Bertrand dans ce cas.

2) Etudeducasa <1.

En déduire la nature de série de Bertrand dans ce cas.

3)Etudeducasa =1.

a) On considére le fonction f; 1t b sur ] 1, + oo[

t(In(t))”

Démontrer : Jdn, € N, f, décroissante sur | n,,+ oo
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Exercices avec solutions sur les séries numériques

b) On suppose f = 1. En comparant avec une intégrale, démontrer que la série de Bertrand diverge.
¢) On suppose £ > 1. En comparant avec une intégrale, démontrer que la série de Bertrand converge.

d) Etudierlecas g <1.

Commentaire : Cet exercice classique traite des séries de Bertrand. Il a I’avantage, d’utiliser diverses
méthodes pour étudier une série numeérique (comparaison avec une série numerique, comparaison avec
une intégrale).
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Exercices avec solutions sur les séries numériques

Solutions

I
M+ +2)

avec o = 5 >1),0onen déduit que lasérie ZUn est convergente (critere d 'équivalence)

a/Onaup, =

1 L 1 L .
372 ,lasérie zmest convergente (série de Riemann

b /Critére de D 'Alembert : Un+l _ ((n+1)!)2 (2n)! {(nﬂ)!f (2n)!
Cup @+ (nn? n! (2n +2)!

lim S0+l — jim (n+1)2 ! ~ lim "t
N+ Uy  noto 2n+2)2n+1) n—o+w0d4n+2

:1<L
4

la série est donc convergente.

¢ /Critére de D 'Alembert : 20+l _(

(+HH2 2" {(n +1)!}2 on’

Up H(n D> (n1)? n! H(n +1)?
2
lim (n+ 1)2 ———= lim _(n+h” =0<1, lasérie est donc convergente.
N —> 400 22n+1 n—)+ooe(2n+l)1n2

d /Lasérieest atermes positifs,on peut donc appliquer le critere d 'équivalence :

2
onaup =

1 L . 1 . L. .
~ —,lasérie harmonique Z—est divergente,donc lasérie ZUn est divergente.
n+1 n n

n n
e /Critére de D 'Alembert : "0+l — (In(n)) 1 :{ In(n) } ) !
Uy (In(n+1)"*" [In(h+D) | In(n+1)

u 1 . u -
ona: 0<-n+l < = lim -2+l =0<1,lasérieest donc convergente.
Up In(n+1) n—o+eo Uy

f /ln(n2+n +1)=In n2(1+l+L) :21n(n)+1n(1+l+L)
n n2 n n2

11

In(l+—+ )
2 2

Vo _ImnEnth) 0oty Ly

considérons v, =———,ona
21In(n) Up 21In(n) 21In(n)

comme Inx <x pour X >0=

1 L. 1 . . .
>— lasérie Z— est divergente, il enest de méme
2In(n) 2n 2n

pour lasérie Zv n (critére de comparaison)et donc la série Zu n est divergente (critere d 'equivalence).
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Exercices avec solutions sur les séries numériques

g Unel (n+1)2 (1+5)“:(n+1j2 1 Uy _ |

= T 5 . ,d'ou lim )
Up 1+5)"* n n 1+0 no+o Uy 140

* Si —l<5<0:>l<5+1<1:>L>1:>Zun est divergente.
2 2 1+0

* Si 0<§<%:>5+1>1:>%<1:>Zun est convergente.
+

* Sl 0=0=u, = n? netend pasvers Oet lasérie est donc divergente.

h/Ona: 1+2+3+..+n= n(n+1) et 12422432 4+..n%= n(n+1)6(2n+1),
N= I+2+3+..4n _ 3 ~i,commeZizézlestdivergentealors
12+22+3%24+..n2 2n+1 2n 2n 2%n

Zu n est divergente (critére d 'équivalence).

. 1 x 2 ST 1 1 1 1
I /up, =1-cos—, onaauV:cosXx =1-—+0(x“)d 'ouu, =l-cos—=1-|l-——+0(—) |~ —,
n 2 n 2n?  n?’) 2n?

1 1 . . N . P
lasérie 52—2 est con vergente (série de Riemann)d 'ou Zun est convergente (critére d 'equivalence).
n

N —+co

N - 1
d 'ou Up =2 Jn < —5 pour nassez grand.
n

1 — A 1 1 uy>u \Y 1 .
Laserie 2 est con vergente (série de Riemann)d 'o n €st convergente (critere de comparaison
n

On a ! :l. ! :l(l—i+o(l)j:l—i+o(L)
n+a n ;. a n n n n n2 n2
n
L 1 1(1 S 1 1 1
d'ou en+a =1+(——%)+—(——%) +o(—2)=1+——%+—2 +o(—2)
n n 2\n n n N n- 2n n
1 - | 1 1 .
n , . . a a
en =1+—+——=+0(—=),onafinalement u, =enN+a8 —eN =—+0(—) ~—.
n 2n? n2 n n2 02’ 12

Comme 2—2 est convergente (série de Riemann) = ) uy, est convergente (critére d 'équivalence).
n
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Exercices avec solutions sur les séries numériques

Remarquons queu, <0 Vn,
1 1
n —lln(1+i) —i(i+o(i)) ——5+0(—) 1 1
ona n =e N N =e NN N =Zgn n"“ =l-—+o0(—),
n+1 n2 n2
1

n2

1 1
d'oll Uy =——+0(—=)~—
" n2 n2

Comme Z -— est convergente (série de Riemann) = ZU n st convergente (critere d 'équivalence).
n

1.
1/ Lasérie est atermes positifs, en appliquant

le critere de Cauchy
1
W =) =[N L2
3n+4 3

donc lasérie > u, estCV .
2 /Lasérie est atermes positifs, en appliquant
le critere de Cauchy

om 2] (o] o
g " n+1 1+1/n

donc /u, tend vers :

0 sia<l lasérie u estCV

L sia=1 lasérie D u,estCV
e

+oo  sia>1 lasérie > u estDV .

3/ Laserie est atermes positifs, en appliquant
le critere de Cauchy

1 -n
ﬁz(un)”=£1+£) :;—w‘x
n

lasérie > u,estCV  si x >0
lasérie > u,estDV  si x <0

si x =0 u, =1 et leterme général ne tend pas vers 0
lasérie Y u, est DV .
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Exercices avec solutions sur les séries numériques

4/ Lasérie est atermes positifs, en appliquant
le critereded 'Alembert :

oo 8 — — 0 quand n — +o
u, ((I+a
lasérie Y u, estCV .

5/ La série est de signe constant

quand n — +o, l—>0,d 'ou
n

ln(1+lj:l—%+o(%j
n n 2n n
(7)-3)
cos| — [=14+0]| —
n n
o)-(5)l5)
sin| — |=| — [+0| —
n n n
u,=@-b)+(c —E)l+o(lj
2'n n

si a=b,u, netend pasvers Oet la série Zunest DV

sia=betc ¢%, u, ~( —%)l, lasérie harmonique est DV et donc Zunest DV
n

sia=b=2c alors u, ~0(L2j, lasérie Ziz est CV etdonc ) u,est CV
n n

6/ Série alternée, u, =(-1)"v

n

[ S}
—

+l-N=——— 0

Vo= < =v, = (v, ) est décroissante, donc > u, est CV .

1 1

— )
Vn?+l+n 20

Remarquons que Zun n'est pas absolument CV (|ur1 | =

(-D"n k
7/u, = +
" n*+1 n’+1
(-D"n . .
= , Y v série altemée avec
n n2+1 Z n n2+1

W, = 2k 1 ~i2, la série Ziz est CV (série de Riemann), donc ) 'w, est CV,
n“+1 n n

la série ZUn est CV car somme de deux séries CV .

=V, +W,

— 0 en décroissant donc Z‘yn est CV,
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Exercices avec solutions sur les séries numériques

8/ La série est a termes positifs

1 . 1 1
— sinX = . -

O<u,=|" dx SJ.”smxdx SJ-”xdx:
0 1+ch’x 0 0

2n?

1 - . .
ZF est une série CV :Zun est CV (critere de comparaison)

1
< <1
1+7° 1+x°
1 I z. r g
0< 2J‘”smxdx Sungjns1nxdx:1—cos—~
I+7° 70 0 n 2n
2
Zzﬁ ~est CV = > u, est CV (critére d 'équivalence).
n

9/ neN" alors pour x e[o, f}c[o, 7] et
n

2

1

_ 1 Y O R SR S 1
10/ u —e nln(1+ﬁ} e n(\/ﬁ 2n+0<n)] :e—ﬁ+5+o(1) N \/E

o
. e e . . . \e 1
lim nzi:O:nziga partir d 'un certain rang = — < —
n—-+o0 e\/H e\/n_ e n2

Ziz est CV = Ziﬁ est CV (critére de comparaison)
n evn

d 'ou Zun est CV (critéred 'équivalence).

5

1 1 1

11/ sin =2 32 +0( 1/2}
Jn n"” n n

1 1 1 1
tan\/ﬁznl/2+2n3/2 +0 372

13/2, > 13/2 est CV = >'u, est absolument CV donc CV .

Jusf -
2n 2n
12/ ) cosl= =D +0( 1/2j
Jnooon o dn n
Z =D est CV (série alternée avec L—) 0 en decroissant
Jn Jn

donc D u, est CV .

nZa

13/u, ZIH(H(_? j:(_la) +V, avec v, ~
n n

> (_la) série altémée CV (%—)O en décroissant )
n n

donc la série Y u, est CV si a>%.
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.1 .1
14/u, =(-1" —\/ﬁsm\/ﬁ =(-1)" \/ﬁsmﬁ
“ V(-1 \/H(H (—l)”J
Jn
oot ool ke [ S o 1]
n n n n

L1

1
ol

la série Zun est somme d 'une série CV et une série DV elle est donc DV .

. 1 ) 1 1 ) T 1
u =sin| nz,/1+— |=sin| nz(1+ +0(—) |=sin| N7t +—+0(—
" [ \ nz} [ ( 2n? (n“)} [ 2n (n3)}

D"z

" sin| - +0(—) = (<1 | Zro(L) | =
u, =D Sm[2n +0(n3)} =D [2n +0(n3)} o

la série Zun est somme de deux séries CV est CV .

v, :cos{nﬂ(l+l+%)”2}:cos[nﬂ+£+3—”+o(%)}
n n 2 n

&n

. | 37 1 D" 7 1

v =(=D""sin| =+0(—) |=—2L—"+0(—
» =1 [Sn (nz)} an (n3)

la série Zvn est somme de deux séries CV est CV .

16/onau, =Inn+alnn +aln(1+gj+b Inn +aln(1+i

n

d'ouu, ~(I+a+b)lnn +(2a+3b)l+0(iz) Si N — +o0,
n n

la série sera donc convergente si :
l+a+b =0
2a+3b =0

+0(

1

n

< a=-3 et b=2; sinon la série est divergente.

3

)
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Exercices avec solutions sur les séries numériques

a/ Enposantt =x —nz on a:
u, = [T M sin(t +nx)dt =e "7 (~1)" [ "e " sintdt =K (& )";

lasérie Z(—e )" est une série géométrique CV (‘—e"’

n=0

<1

sasomme est donc —, onen déduit que lasérie Zun est CV et sasomme est

1+e n>0

el Ilnousreste acalculer K, par une double intégration par parties on obtient
+e

1 1
K=-Hl+e™),d'ou » u, =—.
pltve)drou u, =
b / Lasérie est termes négatifs,ona:
u, :ln(l—%)~—%; —Z% estCV (sériede Riemann o =2 <1)

donc lasérie ZUn est CV (critére de comparaison).

2

2_
Onaun=1n(1—i2j=1n(” ljzln(n+1)+ln(n—l)—21nn;
n n

U,=In3+In1-2In2
U;=In4+In2-2In3
U,=In5+Imn3-2In4
U;=In6+In4-2In5

Uy 4 =In(N =3)+In(N —5)-2In(N —4)
Uy 5 =In(N =2)+In(N —4)-2In(N -3)
Uy, =In(N =1)+In(N -3)-2In(N -2)
Uy, =In(N)+In(N —2)-2In(N -1)
Uy, =In(N +1)+In(N -1)-2In(N)
Sy =u,+u;+U, +..+Uy , +Uy  +Uy =—In2+In(N +1)—In(N )

Sy :—1n2+ln(N +l
N

j—)—ln2; ety u, =—In2.

A. El Caidi



Exercices avec solutions sur les séries numériques

¢ / Remarquons que U, =ln(l+%)=ln(1;2pjz—ln(%j
p p +2p

1
U, =_ln(1_1+2pj=_u2p+1-

Z u, est doncune série alternée, calculons les sommes partielles :
S

2t = Uy U+ U, +U )+ Uy, Uy )+ (U, +U,,,,) =0,

S

2
p Z(Uz+U3)+(U4+U5)+...+(U2p2+u2p1)+u2p:_ln[ p J_>O

1+2p
limS , =0 = lasérie Z u, estCV et sasommeest nulle.

n—-+owo

d/Ona u, =sin(l+n)ﬂ=sin(£+nﬁ)=(—l)” sin(ﬁj.
n n n

pour n>1, 0<£s% sm( jest positif , Zu est donc une série altéemée,
n n

. T . T . . .
et on a sin (—j > Sm(—lj car la fonction sin est croissante
n n+

n—+oo

sur [0, %} par suite sm( jest décroissante, comme lim sin(szo la série est CV .
n n

. VA
e/ Ecrivons z+n’*+1=nz+x(\n’+ —n):nﬂ+\/2_—
n°+1+n

N . T T T
d'ol u, =(-1)"sin———, comme 0<——<—
Vn?+14n Jn?+l+n 2

sin est positif ,Zun est donc une série altéermnée,

T
vn?+1+4n

. T . T . . .
et on a sin| ————— |>sin car la fonction sin est croissante
Vn?+14n Jn+1)* +14+n+1
sur [O 7[} par suite sin ad est décroissante, comme lim sin i =0
2 \/n2+1+n N—>-+o0 Jn?+1+n

la série est CV .

f/Ona S, = iﬂ - EN:(—l)“jol g0t

n=0 on + 1 n=0

_jZ(t)d Il (t)N+l

1+t"
11 lta(N+1)
= dt— (=DM | ——dt
01+t" b -[01+t“
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| (AN

11
SN_IOIH“ =, 1+t

Par passage a la limite, on obtient

On a donc

o &) ol
Sy > | —dt= =
N dopgge nzz;‘omﬂ -[01+t°‘
ea=153 L g o] =2
~n+l oL+t 0
=)t o1 1
ea=2—> = dt = Arctg 1 —Arctg 0 =
HZ:(:‘an J.01+t2 8 8
eq=3—> = dt,
;‘3n+1 J-01+t3

décomposons " en éléments simples:

+t°

1+ 3

1 1( 1 t—2
I+t t*—t+1

j; etona

1 t—2 1] 1 2t—1 3 1 )
o e =—| —=x— +=X— puis
3] tT—t+1 3] 2 tt—t+1 2 t"—t+1

oot 0

= —X =

dt < j; N gt —

Exercices avec solutions sur les séries numériques

1

a(N+1)+1

1 4 1 4 3
—X
3

RHEEERNE

d'ou

jl 13dt=l ILdt+lf—l>< 22t_1 dt +
01+t 3901+t 3790 2 to—t+1

1 304 3 2/3

R P

1

dt

_ %[ln(tﬂ)]lo —%[ln(tz _t+1)]; +${arctg(% (t—%)}

[/ L gt=Lin2—0+ L woArcta-L),

1+t 3 NE) NE)

P -[ Logt=Lan2+ ™,
“~3n+1 Jol+t 3 NE)

0
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V.

eSia>l, soity:HTa>l, ona:

"% (xll B: oc—l1 _>0
n*(In n) n 2 (In n)’

1

donc pour n assez grand ona ——— < —;
a p ¥
n“(In n)” n

1 - :
comme Z—y est CV (série de Riemann avec y > 1), alors
n

2

est CV (critere de comparaison des STP).
n“(In n)’

eSia<l, I-a>0, ona:

I-a

VI . —> o0,
n“(In n)* (In n)’

1

donc pour n assez grand on a >
n“(In n)” n

1 . .
comme Z— est DV (série harmonique) alors
n

1 ) )
Z— est DV (critére de comparaison).
n“(In n)°
e Si a =1, considérons la fonction
1

f.(x)=———; f, est dérivable sur |l, +oo| et
p() x(In x) P v . ] [

, (In x)*"
our tout x >1:f =—————(Inx+p);
pour tout x > 16, = =5 5 (lnx +)

pourx>e?, Inx>-B=Inx+f >0, dou
f; est décroissante, donc pour N > max(2, e?)

400

+00 1
x)dx et ¥ ———— sont de méme nature
IN () ;n(ln n)”

(critére de comparaison d'une série et d'une intégrale).

) +o ]
°sip=l, IN xIn x

= lim (In(In X) —In(In N)) = +o0;

X
dx =lim [In(In x)]
X—>+00 N

est DV.

donc l'intégrale est DV et par suite la série z (0 1)
n(ln n
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n(ln n)

n(ln n)®

estCVsi B>1

estDVsi B<1

Exercices avec solutions sur les séries numériques
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