Exercices - Séries numériques - étude pratique : corrigé

CONVERGENCE DE SERIES A TERMES POSITIFS

Exercice 1 - Quelques convergences - L2/Math Spé - *

1. On a lim,_,nsin(l/n) =1, et la série est grossierement divergente.

2. Par croissance comparée, on a lim,,_,. u, = +00, et la série est grossierement divergente.
On pouvait aussi appliquer le critére de d’Alembert.

3. On a:

1
n*u, = exp (2Inn — /nIn2) = exp <—\/ﬁ <ln2 - 23;)) )

Il résulte de limy, 1“73 =0 que

lim n?u, =0,
n—oo

et par comparaison a une série de Riemann, la série est convergente.

4. Puisque In(1 + z) ~o x, on obtient
Unp ~+oo T
n

et la série est donc divergente.

5. En utilisant le développement limité du cosinus, ou 1’équivalent 1 — cosx ~q %, on voit

que :

2

Un ~+oo o2’
et la série est convergente.
6. Ona (—1)" +n ~yoo n et n? + 1 ~; o n?, et donc
()" +n 1
ng + 1 +o0o
Par comparaison a une série de Riemann, la série >, u, est divergente.

7. Par croissance comparée des suites géométriques et la suite factorielle, le terme général
ne tend pas vers 0, sauf si a = 0. La série >, u,, est donc convergente si et seulement si
a=0.

8. On écrit tout sous forme exponentielle :
ne V" = exp(Inn — v/n).
On a alors

lnn —
exp(lnn = v/n) =exp(3lnn —+/n) — 0
exp(—21Inn)

et donc

La série est convergente.
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9. On écrit simplement

n2+n+1 2
In| ——— = n{l- ———
n2+n-—1 n2+n+1

N+OO _—

La série est donc convergente.

10. On vérifie aisément que

2Inn
un N+OO T =~

(4/v2m

1
Up =+oc0 O on

Puisque 4/v/2 > 2, on obtient

et donc la série est convergente.

Exercice 2 - Des critéres! - L2/Math Spé -

1. Une série dont le terme général est constitué de puissances et de factorielles est tres bien
adaptée a 'utilisation du critere de D’Alembert. Dans le cas particulier ce cette question,

on a
Upyr  (n+1)! " n ( n >‘m " 1
u,  (n+ 1)) 7ol T \n+1 (n+ 1)1

Or, on peut écrire

n an
< > =exp (—anln(l+1/n)) = exp(—a + o(1))
n+1
et donc ce terme converge vers e~ . On distingue alors trois cas :
— Sia>1, upt1/uy, tend vers 0, la série ), u, converge.
~ Sia=1, uy1/u, tend vers et € [0, 1], et donc la série 3, u,, converge.
— Sia <1, upy1/uy, tend vers 400, et donc la série Y, u, diverge.
. Les séries dont le terme général porte une puissance n—ieme sont bien adaptées a 1'utili-
sation du critere de Cauchy. On a ici :

La série converge.
. C’est un peu plus dur. On sépare les termes pairs et impairs. On a :

1
QW = 57
et par application du critere de Cauchy, la série de terme général ug, converge. D’autre
part,

2y Ugpt1 = 2,
et par application du critere de Cauchy, la série de terme général uop41 diverge. Ecrivant

la STG u,, comme somme d’une série convergente et d’une série divergente, on obtient
que la série de terme général u,, diverge.
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4. On va utiliser la régle de d’Alembert. Pour cela, on écrit :

Yot _ (n+1)* x exp (n(In(In(n + 1)) —Inlnn)) x

na

In(n+1)
n+1

Unp,

Or, la fonction z — In(Inz) est dérivable sur son domaine de définition, de dérivée = +—

1 1. ve s e s . .
—ins- On en déduit, par I'inégalité des accroissements finis, que

1

In(In(n + 1)) —Inln(n)| < T

Il en découle :

o
OgunJrl < (n+1) xexp< n )Xln(n—l—l)
ne nilnn n+1

On en déduit facilement, par les théorémes de composition des limites et par le fait que
In(n+1)/(n+1) tend vers 0, que la limite de w41 /u, est nulle. Par la régle de d’Alembert,
la série de terme général u,, est convergente.

Exercice 3 - Développements limités - L2/Math Spé - *

1. Le terme général u, est positif, et de ch(1/n) = 1 + 1/2n? + o(1/n?), on déduit que

Uy ~ Ton Par conséquent, la série est divergente.
n

2. On a:
Uy = €Xp (—n2 In (1 + :L)) = exp(—n)exp(1/2 +o(n)) ~ e ".

2

On en déduit que n“u, — 0 et la série de terme général u,, converge.

3. On passe bien siir a ’écriture en fonction du logarithme et de I’exponentielle, puis on écrit
le développement limité du sinus et du logarithme. On obtient :

B 1 1
Up = exXp T en2—a +o0 a .

Trois cas sont a distinguer :

- Sia <2 ona lim = 0, donc limu, = 1 : la série de terme général u,, est

n—oo Gn2—o
grosierement divergente (son terme général ne tend pas vers 0).

- Sia=2,ona limu, = e~ 1/6 qui est un réel non nul, ce qui prouve que la série de
n—oo

terme général u,, est grosierement divergente.
-~ Sia>2,ona:

<1 —12 lgfg + 0(1)>) 0,

n*u, =exp ( —
n

6n2—a

et par conséquent la série > u, converge.
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4. On effectue un développement du terme général u,, :

a\1/3 3\ 1/2
Up = n(1+2> n<1+2)
n n
a 1 3 1
= 14+ — V) =n(14+ =2 il
n(1455+0(o) =0 (1+ 5 +0 (7))
1
O(mJ'
. 1(a 3 /s . . . 1 "
Sia#9/2, up ~ (g — 5) et la série diverge. Si a = 9/2, u, = O (ﬁ), et la série > uy,

converge.

5. On réalise un développement limité du terme général :

erll—a—b:(l—a)+1_b+0<1).

n n n?

Sia # 1, alors en —a—20 — (1 —a) # 0 et la série diverge. Si a = 1 et b # 1, alors

n
1 _ P . 1
en —a—%fwroo 171’ et la série diverge. Sia =1et b =1, alors en —a—%zO(#) et
la série converge.

6. Il faut faire un développement limité du terme général. On a :

1+1
(n+ 1)1 = et/ (1 + 1) T e ().
n

(i) = Lo(d)

(n+ )Y =n 4 Inn + o(lnn).

On en déduit :

De méme,
(n—1"Y" = n—Inn+ o(lnn).

Finalement, on obtient que :
2lnn

Up ~ na

D’apres I’étude des séries de Bertrand, cette série converge si, et seulement si, a > 1.
Exercice 4 - Séries de Bertrand - L2/Math Spé - %
On sépare trois cas suivant les valeurs de « :

— 1 < « : on fixe v un réel tel que 1 < v < a. La comparaison du comportement du
logarithme et des polyndémes en +0co montre que :

) - B
711520” n®(lnn)f 0-

Par comparaison a une série de Riemann, la série est convergente.

http://www.bibmath.net 4



Exercices - Séries numériques - étude pratique : corrigé

—a < 1 : on fixe v un réel tel que @ < v < 1. La comparaison du comportement du
logarithme et des polynémes en +oo montrer que :

lim Tt =
iy

Par comparaison a une série de Riemann, la série est divergente.

— a = 1. Remarquons d’abord que si 8 < 0, la série est divergente car son terme général
est supérieur a 1/n. Si § > 0, la décroissance de la fonction x +— (1 Zma)? SUr [2, +00] nous
autorise a comparer a une intégrale. On a, par les encadrements classiques pour k > 3 :

/kH dv _ 1 </k dx
g x(lnz)? — k(Ink)? = Jp—1 z(Inz)?

On somme ces inégalités pour k allant de 3 a n :

n+1 n dx
/3 lnx Z k( lnk: /2 x(lnz)8’

Il faut maintenant intégrer la fonction. Si 3 # 0, on trouve :

1 1 o1 <i 1 < 1 1 _ 1
1=\’ tn+1) W’ 13) = Zk(nk)? ~ 1-\In1n) wl2)

k=3

Pour # < 1, le terme de droite tend vers +oo, et la série est divergente. Pour g > 1,
le terme de gauche tend vers une limite finie, et la série est convergente (une série a
terme positif est convergente si, et seulement si, elle est majorée). Pour 5 = 1, la fonction
s’integre en In(lnx), et le terme a droite de 'inégalité tend 1a encore vers +o0o. La série
est divergente.

Exercice 5 - Inclassables - L2/Math Spé - xx

1. Pour tout entier naturel N, on a :

La suite (Sy) est donc croissante, et majorée par la somme de la série convergente
S 1/k%. On en déduit que la série 3" u,, est convergente.

2. D’apres l'inégalité des accroissements finis, on a :

a
0<u, <

== 2
La série a terme général positif > u,, est convergente.

Exercice 6 - Cas limite de la régle de d’Alembert - L2/Math Spé - *
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1. Cette série est bien adaptée a l'utilisation du critere de d’Alembert. On calcule donc

Uny1 " (n+ 1) "

X
Un, (n+1)7th — annl
1 —n
= a (1 + >
n
1
= aexp (—nln <1 + ))
n
(o (G (3))
aexp|—mX|—+o|— .
n n
On obtient donc que uy,4+1/u, converge vers a/e. Par application de la regle de d’Alembert,

si a > e, la série est divergente. Si a < e, la série est convergente. Le cas a = e est un cas
limite ou le théoréeme de d’Alembert ne permet pas de conclure directement.

2. On pousse un peu plus loin le développement précédent. On obtient

Un+1 1 1 1
. eexp(‘”(n‘znz“(m)))
(eme(i))
= eexp|—1+-—+o|—

2n n
i (o)
= 14+—+4o0(—).
2n n

En particulier, pour n assez grand, uzﬂ > 1, et donc la suite (uy,) est croissante. Elle ne
n
converge donc pas vers zéro, et la série ), u, est divergente.

Exercice 7 - Cas limite de la régle de d’Alembert - L2/Math Spé - xx

1. On a:

u,  2n+2 0 242

Un+1 2n+1 _ 1

La suite wuy41/u, converge donc vers 1. En outre, on a :

(n+Duppr  2n+1 51

niuy, 2n

Par conséquent, la suite nu,, est croissante, et comme u,, est positive, on a :
Ul
Ny > U] = Up > —.
n

La série de terme général (u,) est divergente (minorée par une série divergente).

2. On a de méme :

Upnt1 2n—1
= — 1.
Un, 2n

D’autre part, un calcul immédiat montre que :

(n+ %o _ (1 n 1>a (1 _ 3 ) .
n%uv, n 2n+ 2
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Effectuons un développement limité de cette quantité au voisinage de 400 afin d’obtenir
la position par rapport a 1. On a :

(n+ 1)%vp41 200 — 3
— =1 o(1/n).
n®uv, + 2n + 2 +o(1/n)
(n+D)%vpt1 . 20—3 : fomts e .
Pour n assez grand, o 1 a le signe de 5775, qui est négatif puisqu’on a supposé

a < 3/2. Soit ng un rang a partir duquel I'inégalité est vraie. On a, pour n > ng :

Un+41 _ Un+1 Un—1 Ung+1
Ung Un Un—2 Ung
< n® (n—1)° N ng
- (n+1)> no (np + 1)«
(e}
< "
T (n+ 1)
On a donc obtenu : N
0< vpsg < vp—0
> Un+1 > no(n+1)a.

Prenons maintenant « €]1,3/2[. Par comparaison a une série de Riemann, la série de
terme général (v,) converge. On vient donc de voir deux phénomenes tres différents de ce
qui peut se passer dans le cas limite de la régle de d’Alembert. Le second résultat est un
cas particulier de ce que I'on appelle regle de Raabe-Duhamel.

Exercice 8 - Un cran au dessus! - L2/Math Spé - %

1. Il faut savoir que la suite des sommes partielles de la série harmonique est équivalente a
Inn. On utilise ici seulement la minoration, qui se démontre tres facilement par compa-
raison a une intégrale :

1 1 n+1 d
1+,+m+f2/ X ln(n+1)
2 n 1 z

On peut obtenir une estimation précise du dénominateur également en faisant une compa-
raison a une intégrale. Le plus facile est toutefois d’utiliser la majoration brutale suivante :

In(n!) =In(1) +--- +In(n) < nlnn.

Il en résulte que u,, > %, et la série > u, est divergente.

2. On majore sous l'intégrale. En utilisant sin z < x, on obtient (on suppose n > 2) :

T/n 3 w/n a4
0<u, < dx < Sde < —.
—u”—/o 1—|—xx_/0 PO = s

La série > u,, est convergente.

Exercice 9 - Série des inverses des nombres premiers - L2/Math Spé - +x
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1. Si la suite (V},) est convergente, notons v sa limite. Il est clair que v > 1 puisque, pour

chaque k, 1_% > 1. Alors, par composition des limites, (In(V},)) converge vers In(v) (le
PK
point clé est ici de remarquer que v est strictement positif, pour que (In(V;,)) admette

bien une limite finie). La réciproque se prouve en composant avec ’exponentielle.
2. Etudions donc la suite (In(V},)). On a

al 1 al 1
In(Vy) =) In <1> => —In (1 - ) :
PN Ty k=1 Pk
Dire que la suite (In(V},)) est convergente équivaut donc a dire que la série de terme général

—In (1 — i) est convergente. Mais on a

1 1
—1In (1-) ~Nioco T
Pk Pk

Puisque pik est positif, alors la convergence de la série de terme général — In (1 — i) est

équivalente a la convergence de la série ) ;< i. Ainsi, utilisant le résultat de la premiere

question, la suite (V) converge si et seulement si la série 5~ i converge.

3. Il suffit de remarquer que 0 < i < 1 pour tout entier k et donc que, d’apres la formule
pour une somme géométrique, on a

1 1
1_L:Z7'

e §>0Pk

4. Si on développe le produit [];_; (ijl pl]->, on fait apparaitre la somme des inverses des

entiers dont la décomposition en produitkde facteurs premiers ne fait apparaitre que des
nombres premiers inférieurs ou égaux a p,. En particulier, si j < n, sa décomposition
en produit de facteurs premiers ne fait apparaitre que des nombres inférieurs ou égaux
a n donc a p, (le n—iéme nombre premier est évidemment supérieur ou égal a n). En
particulier, on obtient

5. D’apres la question précédente, puisque la série Zj % est divergente, il en est de méme de
la suite (V},). Ceci entraine la divergence de la série )~ i.
6. Si a <1, alors p% > /p%. On en déduit que la série ), z% est divergente. Si o > 1, alors
k k

L < k% La série >, L est alors convergente.
Py Py,

Exercice 10 - Valeur absolue et sinus - L2/Math Spé - **
Du fait que |sinn| <1, on a :

| sin(n)] S sin?n 1 — cos(2n)
n -~ n 2n '
Maintenant, par une transformation d’Abel, il est bien connu que la série de terme général
cos(2n) snéral de 1 brie étudié ‘éerit d d
o) est convergente. Le terme général de la série étudiée s’écrit donc comme somme du
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terme général d’une série convergente et du terme général d’une série divergente. On en déduit

que la série de terme général |Slnﬂ est divergente.

CONVERGENCE DE SERIES A TERMES QUELCONQUES

Exercice 11 - Pour commencer! - L2/Math Spé - %

1. Ona:
1
’un| S ﬁv
et la série converge absolument.
2. La série est alternée, et le module du terme général décroit vers 0 a partir d’un certain
rang : la série converge par application du critére des séries alternées.

3. 1l s’agit d’une série alternée bien cachée. En effet, n? a la parité de n, et cos(kr) = (—1)*.
(=n"

nlnn

Le terme général vaut donc u,, = . La série converge par application immédiate du

critéere spécial des séries alternées.

Exercice 12 - Convergence absolue - L2/Math Spé - *
On va montrer que cette série est absolument convergente. Puisque f est continue sur le
segment [0, 1], elle y est bornée par M, et on a :

M !
un| < —/ rdt < ———.
n Jo n(n+1)

La série de terme général (uy,,) est absolument convergente.

Exercice 13 - Une erreur classique... - L2/Math Spé - x

1. Ceci est une conséquence directe du critere des séries alternées. La série est alternée, et
la valeur absolue du terme général décroit vers zéro.

2. On écrit que

(=n"

(-1
N S A S

3. Notons u,, = %, Uy = (?/1%“, w, = —+ et t, = (;\1/); + O(n—\l/ﬁ). Notons U,

n
Vi, Wy et T,, leurs sommes partielles respectives. Alors (V) est convergente, (W) est
divergente, et (T;,) est convergente. En effet, |t,,] ~400 ﬁ et la série >, t,, est absolument
convergente. Donc (U,,) est somme de deux suites convergentes et d’une suite divergente.

Elle est donc divergente. Autrement dit, la série de terme général u,, est divergente.
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4. Bien que % ~ oo ﬂ, I'une des deux séries converge et ’autre diverge.

v+ vn
Exercice 14 - Décomposition - L2/Math Spé - *x

1. Le développement limité de u,, donne :

(-1 ey (1",
Up = — ol —= | = v
" 241 2(2n+1)2 n? 2n+1 "

ou vy, ~ converge par application du critére

n

1 (=1
2 .

8n n + 1

spécial des séries alternées, et la série > v,, a terme général de signe constant, converge

elle aussi (série de Riemann). La série > u,, est convergente comme somme de deux séries

convergentes.

Maintenant, la série alternée E

2. Faisons un développement limité du terme général u,, au voisinage de +o0 :

(=" 1
ne/2  9p3a/2

Up = +Un7

N _ - —1)n R R . - .
ottv, = o (n=3%/ 2). La série > (n"‘ /)2 converge d’apres le critere spécial des séries alternées.

La série u,, a donc le méme comportement que la série de terme général :

Wy =

72n3a/2 + Un.

% 5 3a/2 qui ne change pas de signe. Autrement dit, le comportement

Maintenant, w,, ~

de la série de terme général u,, est le méme que celui de la série de terme général 5273
n

/2’
On en déduit que la série diverge pour 0 < o < % et converge pour a > 2/3.

3. Remarquons d’abord que si o = 3, u, n’est pas défini pour n impair. Supposons donc
a# 0.

1
— Sia < g3, écrivons u,, =

A1+ (~1)ne7)
en outre, u, ~ n%. La série converge dans ce cas si et seulement si 3 > 1.
— Si a > f, le terme dominant n’est plus le méme, et on écrit désormais :

B
" e (Cee)

. Ainsi, u,, est définie pour n > 2, et positif;

On voit ainsi que u, est bien définie pour n > 2, et c’est une série alternée. On a
[up| ~ -k, en conséquence :

— Pour a > 1, Y u, est absolument convergente.

— Pour a0 <0, Y u, est grossiérement divergente.

Il reste ainsi a étudier le cas o 0 < a < 1. On effectue un développement limité du
terme général :

http://www.bibmath.net 10



Exercices - Séries numériques - étude pratique : corrigé

(="

Un ~oo nﬁl,ﬁ. D’apres la regle de comparaison a une série a terme constant, elle converge
si, et seulement si, 2 — 6 > 1. Finalement, pour 0 < a < 1,
— 8l 2a — B > 1, Y uy, converge (somme d’une série convergente et d’une série conver-

La série converge d’apres le critere spécial des séries alternées. D’autre part,

gente).
— si2a—p <1, > u, diverge (somme d’une série divergente et d’une série convergente).

Exercice 15 - En deux étapes - L2/Math Spé - xx

Pour |b| < 1, la suite (b™), qui est bornée, est négligeable devant 2V™. Par conséquent,
(2‘/H +b") ~ oo 2V et 1, ~ a™. On en déduit alors que, pour |a| > 1, le terme général u,, ne
tend pas vers 0 : la série >, uy, est donc divergente ; Pour |a| < 1, la série Y, u,, est absolument
convergente car |u,| ~, |a"|, le terme de droite étant le terme général d’une série convergente.

Si maintenant |[b| > 1, alors la suite (2V") est négligeable devant (b™) (faire le quotient en

: : , . Vn,n VT gl
passant par la notation exponentielle). On en déduit que u, ~40 2Tﬂ. Posons v,, = Tlfl,

et étudions la suite (vy,) en appliquant le critere de d’Alembert. On a

Unt1 _ ol /mgi-vm
Un ]

Puisque v/n +1 — y/n tend vers 0 (multiplier par la quantité conjuguée), on en déduit que
limy,— oo 55 = %. Si |a| < |b|, alors la série Y-, vy, converge, et la série >, u,, est absolument
convergente. Si |a| > |b|, alors (|uy,|) tend vers +o0, et la série >, u, est divergente.

Exercice 16 - Transformation d’Abel - L2/Math Spé - %

1. On écrit successivement :

q

q
Suwpvp = > (sk — sk-1)vk
k=p

k=p

q q
= Z SkUk — Z Sk—1Vk
k=p k=p
q q—1
= D SkUk— > SkUks1
k=p

k=p—1
q—1
= Y sk(vk — Vks1) + SqUq — Sp—1Vp1.
k=p

2. On va appliquer le critere de Cauchy pour démontrer la convergence de la série. Pour cela,
fixons € > 0 et soit N un entier tel que, pour n > N, on a |v,| < e. Soient p,q > N.
Fixons aussi M > 0 tel que |s,| < M pour tout n € N. D’apres I’écriture que nous avons
obtenue a la premiere question et 'inégalité triangulaire, on a

q q—1
Zukvk < Me+ Me + Z |sk(vE — Vg+1)]-
k=p k=p
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Puisque [si| < M et que v, — vg41 > 0, on trouve

q qg—1
Zukvk < M6+M6+MZ(vk—vk+1)
k=p k=p
Me + Me + M (v, — vg)

<
< 3Mes.

D’apres le critére de Cauchy, la série est convergente.

3. En utilisant la question précédente, il suffit de prouver que la suite (.5,,) définie par
n
Sn =Y sin(kf)
k=0

est bornée. Pour cela, on écrit sin(kf) = Im(e™?) et on utilise la somme d’une série
trigonométrique :

n n
Z sin(kf) = Sm <Z ei’w) .
k=0 k=0
Mais on a, pour 6 ¢ 27Z,
n 1o 1— ei(n+1)9
D
G0 —in41)0/2 _ Hi(n+1)6)2
Gz < o—i0/2 _ if/2
. (n+1)0
emmM

sin (4)

Revenant a Sy, on trouve, pour 6 ¢ 277,

g - sin (”79) sin (W) |
sin (g)

Ceci est bien bornée indépendamment de n par ‘Sin(le 3 Si 0 € 2nwZ, alors bien siir S, = 0.

Exercice 17 - Décomposition - avec Abel - L2/Math Spé - %

1. On a, au voisinage de +oo,

. (sinn sinn  sin®n
sin = — Un,
In nl/3 6n ’

sinn
ou v, = O (#) D’apres la regle d’Abel, Zm converge. D’autre part, on peut
écrire :
3

sin®n = —sinn — — sin 3n.
4 4
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sinn sin 3n
Mais, toujours d’apres la regle d’Abel, les séries Z et Z convergent, et
n n

sin®n - Iy
donc E converge. Enfin, la série de terme générale v,, est absolument convergente,
n

puisque |v,| < n~%? pour une constante M. Finalement, on a prouvé que la série est
convergente.

2. On fait le développement du terme général au voisinage de +oo :
—1)"cosn cosnsinn 1 —1)"cosn
CR R o () = I 4,
vn n n vn
ot v, = O(1/n?). La série de terme général v,, est donc absolument convergente. D’autre

part, la série de terme général (_l)n% est convergente (faire une transformation d’Abel).

Up =

On en déduit que la série Y u,, est convergente comme somme de deux séries convergentes.

Exercice 18 - Terme général donné par un produit - L2/Math Spé/Oral Centrale - xx
On va commencer par étudier la suite In(uy). On a, en effectuant un développement limité
du logarithme,

N AL
In(u,) _;21 <1+ \/?1>

n

(-7 1 3/2

= —— 4001/ ).
q:2< \/EI q

(=1)¢

Va

alternées et par convergence absolue et comparaison a une série de Riemann. D’autre part, il

est bien connu (par comparaison a une intégrale) que

Or, les séries >0 5 et >0 o o1/ ¢/ 2) convergent par, respectivement, le critére des séries

"1
Zlenn—k)\—ko(l)
q=2

ou A € R. On en déduit que
In(up,) = —Inn+a+o(1)

soit, en prenant ’exponentielle,
«
un, = —exp(o(1)).
On a donc u, ~1 o 5, et la série de terme général u, est donc divergente.

Exercice 19 - Reste d’une série alternée - L2/Math Spé - »x

1. 11 suffit de prouver que
1 1 S 1 1
Vo oVr+1l TV +l e+ 2

Mais on a

1 ViT1- T
Vave+1
1

Vv + 1(yz +Vx + 1)

-
B
-
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Le méme calcul donne
1 1 B 1
V+l Vr+2 Ve+lvor+2Wz+1+Vr+2

Chaque terme apparaissant au dénominateur de la deuxiéme égalité étant supérieur au
terme correspondant de la premiere égalité, on obtient bien le résultat voulu.

2. On va prouver que la série ), <, R, vérifie le critere des séries alternées. D’apres le critere
des séries alternées lui-méme, on sait que R, est du signe de son premier terme, ¢’est-a-
dire que R, est du signe de (—1)". On a bien affaire & une série alternée. De plus, toujours
d’apres le criteére des séries alternées, on sait que |R,| < ﬁ Ainsi, (|R,|) tend vers 0.
Reste a prouver que (|R,|) décroit vers 0. Pour cela, on remarque que

R = 1 1 n 1
" om Vn+1l o Vn+2 T
B io( 1 1 >
o \Wntk Vntk+1/)
De méme, on a
1 1 1
|Rn+1’

— + — ...
vn+1l Vn+2 Vn+3

B f( 1 B 1 )
A \Vntk+1 Vntk+2)

On trouve donc

400
1 2 1
Bl = [Rp41] = - - )
o] = 1Bt ,§)<\/n+k: Vitk+1l Vantkt2

D’apres le résultat de la premiére question, on a |R,+1| < |Ry|. On peut donc appliquer
le critere des séries alternées. La série >, R,, est convergente.

Exercice 20 - Critére de Cauchy - Math Spé - xxx
Pour chaque entier k£ > 1, on va considérer les entiers n tels que :

QkW—ESIHHSQkﬂ'—FE.
3 3

Pour de tels entiers, on a cos(lnn) > 1/2. Posons donc :

mi l
”k:E(eXP<2kﬂ—§>),meE(exp(ka—i—g)),Sk: Z Cosnnn.

n=nj+1

Si la série convergeait, on aurait Sy — 0 pour kK — oo. Montrons que ceci est faux. En effet, on
a: .
k 1 mpg — Nk

Sk> > >
k=npt1 ka ka
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D’autre part, on sait que
ng < exp(2km —7/3) et exp(2km + 7/3) — 1 < my, < exp(2kmw + 7/3).

On en déduit que
m — n €2k7r—|—7r/3 _ e2k7r—7r/3 -1

omp e2km+m/3 _

Par passage a la limite, on trouverait :

1— 67271'/3
0> — 5
ce qui est faux!

Exercice 21 - Un cran au-dessus! - Math Spé - x*x

(=D*

1. On écrit e =3 % et % = > k>1 g On décompose alors nle en a, + by, ou :

S G eth =Y
an = — et b, = .
= = (nt1)...(n+p)

Observons que a, est un entier. En outre, si k < n — 2, n!/k! est un entier pair (car
il est divisible par n(n — 1) qui est pair). On en déduit que a, est de parité opposée a
n, et cos(ra,) = (—1)"F!. Utilisant la formule de trigonométrie habituelle, on obtient
sin(ern!) = (=1)"*!sin(7b, ). Remarquons ensuite que la suite (b,) est positive, décrois-
sante, et qu’elle tend vers 0 grace a la majoration :

1 1
b, < — < —.
n_;(n—l-l)p_n

Il en est de méme de la suite sin(7by, ), et donc la série de terme général sin(nler) converge
par application du criete des séries alternées.
Un raisonnement similaire montre qu’au voisinage de 400, on a :

sin(nlm/e) ~ T
n

Cette série diverge.

. Observons d’abord que la série converge absolument si o > 1, et diverge grossierement
—1)p
si a < 0. Posons I, = {n € N; E(y/n) = p}. Posons v, = Yoner, Un = 272«1;0 (Isgiz)a. De
I’encadrement :

2p+1
p2a

)

2p+1

o < | <
(p? +2p)*

on tire que |vp| ~ }%. Lorsque v < 1/2, la suite (v,) ne tend pas vers 0, et le critere de

Cauchy ne peut pas étre respecté pour la série > u, qui est donc divergente. Si maintenant

a > 1/2, on a au voisinage de 400 :

Up = 21 +0 <1> .

p2a—1 p2a
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Ceci prouve que la série de terme général v, est (semi-)convergente. Posons enfin, pour n
et p des entiers, U, = Y0 upn et V, = >°0_, vp. Si p, = E(y/n), Vinégalité triangulaire
donne :

‘Un - Vn| S Upn'

On passe a la limite quand n tend vers +oo pour prouver que la série converge !

Exercice 22 - Convergence d’une série dont le terme général est un produit -
L2/Math Spé - Hkk
On a

In(u,) = z”:m (1 + (_1)q>

q=2

to(-17 1 ( 1 )
= ——+0

q; Vi 2 ¢/

On reconnait ici deux séries convergentes et une série divergente dont ’estimation des sommes

. . L —1)7 . o
partielles est bien connue. Précisément, on 23:2 (= qui admet une limite lorsque n tend vers

Va
+00, 34— O (ﬁ) aussi et ZZL:?% = In(n) + Dy, ou (D)) admet une limite lorsque n tend
vers +o0. On peut donc écrire que :

1
Uy = —§1nn+C'n

avec (Cy,) qui admet une limite lorsque n tend vers +o00, que I’on note C'. Prenons ’exponentielle,
on trouve que

C C
w, — PCn) e

vnooo/n

La série de terme général (uy,) est donc divergente.

CALCULS DE SOMME

Exercice 23 - Avec des racines - L2/Math Spé - x
On a affaire a une série télescopique un peu compliquée. Les simplifications se font sur

I’écriture de 3 termes consécutifs. On prouve donc que la série converge, et que sa somme fait :
_ 1

1 7

Exercice 24 - Exponentielle! - L2/Math Spé -

On va se ramener au fait que :

=om

Pour cela, on va décomposer le polynéme X? dans la base 1, X, X (X —1), X(X —1)(X —2). En
raisonnant d’abord avec le terme de plus haut degré, puis celui juste apres, etc..., on trouve :

XP=XX-1)(X-2)+3X(X -1)+X.
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On en déduit :

P z”<”‘1>(”‘2>+32 n_lnwz

I 1
n>1 v n>1 n: n>1 n>1
= > it o Z
n>3 (n —=3)! n>2 ! (n— 1)
= Be.

Exercice 25 - Elimination imprévue - L2/Math Spé - %%
Il faut utiliser la formule suivante :

1 1 1
arctan (14:2—|—l<:+1> = arctan (k) — arctan (lc—l—l) ,

qu’on peut prouver par exemple en appliquant la fonction tangente des deux cotés de ’égalité
et utiliser la formule tan(a — b) = .... On en déduit, par procédé standard d’élimination :

1 T

- 1
;arctan (k2+k+1) = arctan(1) — arctan (n—l—l) — 5

Exercice 26 - Série harmonique alternée - L2/Math Spé - x

1. Remarquons d’abord par récurrence sur n que la dérivée n-ieme de f(t) = In(1 +¢) est :

)y DM 1)
Fo0 =0y

On va appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a cette fonction entre 0 et 1. Remarquons
quesit e [0,1], on a:

[F@]< (-1
On a donc :
”’i M) _ 1
_ ' =,
= n
ce qui en remplacant les dérivées successives en zéro donne :
n—1 k—1

(1) 1

In(2) — ~ <=

n(2) kz::l k ~n

Faire tendre n vers +o0o donne le résultat.

2. Avec l'indication, il vient :

no q\k+1 n _ (_$\n
U= (1,2 = /01 (Z(—t)k‘1> dt = /01 wdt.

Or, fol d —1n2, et
/1 (t)ndt‘</1tndt: !
0o 14+t —Jo n+1

T+t
T ce qui est bien le résultat attendu.

1
Il vient |U,, — In2| <
n+
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Exercice 27 - Par regroupement ! - Math Spé - +x%

Contrairement a ce qu’on pourrait penser a premiere vue, la série n’est pas alternée. On
peut prouver sa convergence a ’aide d’un développement limité du terme général. Toutefois,
ceci ne permet pas de calculer la somme. Pour ce dernier probléme, il faut regrouper deux par
deux (astuce!). En effet, on a :

1 1 -1
U = e L = G T T 5 T dn(en 1)
On ne change pas la nature d’une série DONT LE TERME GENERAL TEND VERS 0 en
regroupant un nombre BORNE de termes. Ainsi, les séries de terme général u, et v, sont de
méme nature, et en plus elles ont méme somme. Or, il est clair que la série de terme général v,
est convergente (comparaison a une série de Riemann). En outre, on peut calculer la somme de
cette série. Or,

1 1 1 N 1 1
Uy = - — = —— .
" on+1 2n 2n4+1 2n n
On a donc :
n 2n+11 n 1
T D DR 3
k=1 p— P TP

Utilisant >_7 % =Inn+vy+o(1), (7 est la constante d’'Euler), on a :
Vo=In2n+1) —1—1In(n) +o(1).

Ainsi,
V, — In(2) — 1.

ESTIMATION DES SOMMES PARTIELLES ET DU RESTE

Exercice 28 - Tres vite! - L2/Math Spé - %

1. On appliquer par exemple la régle de d’Alembert (ce qui est légitime puisqu’on a affaire
a une série a termes positifs). Observant que

w1 2—1 1

X — —
w25 2k+1 25

on en déduit que la série de terme général u,, est convergente.

2. L’équation précédente montre qu’en réalité

Uk41 < 1

U 25

Par récurrence, on obtient que
< 2!)k
Un+k+1 Un+1-

Ainsi,
= 25
R, <upq X 1627:[)254C = ﬂun—i—l‘

http://www.bibmath.net 18



Exercices - Séries numériques - étude pratique : corrigé

3. Desn = 2, on a R, < 0,001. Une valeur approchée & 1073 prés est donc donnée par
w1 + ug ~ 0,202.

Exercice 29 - Développement asymptotique de la série harmonique - L2/Math Spé
- kk

1. Puisque la fonction ¢ — % est décroissante, on a, pour tout k > 2,

Elgr 1 ko dt
i . 1
/k: t_k_/k_lt ()

Sommant cette relation pour k allant de 2 a n, puis ajoutant 1, on obtient :
n+l dt ndt
1+ / —<H, <1+ / —.
2 t 1t

Calculant I'intégrale, on trouve :
1+In(n+1)—1n(2) < H, <In(n)+ 1.

On en déduit que H,/Inn — 1, et donc H,, ~ Inn.

2. Nous avons

vy = Hpy1 —In(n+1)— Hy, +1n(n)
1
= n+1fln(n+1)+ln(n)

1 1 1 ( 1 >
= — — + o
n+l n+1 (n+1)2 (n+1)2
ce qui démontre que v, ~ 400 —m. On en déduit que la série ), v, est convergente.
De plus, revenant a la définition v, = un4+1 — un, on voit que les sommes partielles se

télescopent et que
n
Z Vg = Up — UL.
k=1

3. On reprend la méme méthode que pour prouver la divergence de la série harmonique, a
savoir que 'on compare a une intégrale. En effet, pour tout k, on a :

/k+1 dt _ 1 _ /k dt
& t2_l€2_ k71t2.
Sommant cette inégalité pour k allant de n & 400, on trouve

1 +o0 (dt </+°° t 1
- n_1 2t2 - (n— 1)2'

On trouve finalement R, ~ %
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4. Soit donc w,, tel que H,, =Inn + v + w,. On sait que (w,) — 0. D’autre part, on a :

1 1
tn:wnﬂ—wn:—w—ko(?ﬁ)

d’apres la question 2., soit t, ~ % On applique le critere de comparaison des séries a
termes positifs : la série de terme général t,, est convergente, et on a

+oo “+o0o -1
Z Wg4+1 — Wk ~+c0 Z 579"
2k
k=n k=n
Or, puisque (wy,) tend vers 0, on a
Z Wgy1 — W = WN41 — Wy — —Wy pour N — +00.

Ainsi, utilisant le résultat de la question précédente, on trouve
1 L Sberit . 1 n <1>
— Wy, ~ ——, ce qui s’écrit aussi w, = — +o|—|.
mTre o d " o n

Ceci est bien le résultat demandé.

Exercice 30 - Somme et développement asymptotique de la série des inverses des
carrés - L2/Math Spé - »x

1. (a) On sait que & < & pour t € [k, k+ 1]. On intégre cette inégalité entre k et k + 1 et

on trouve la partle gauche de l'inégalité demandée. De méme, on sait que ; L < 7e
pour t € [k — 1, k], et on inteégre cette inégalité.

(b) On somme ces inégalités pour k allant de n & +o00, et on trouve :

+oo ¢ +oo ¢
n tOl n—1 tOé

soit encore

1 <g < 1
(a—1ne=t =" = (a—1)(n —1)
Puisque
(n _ 1)04 1
na—l - 17
on en déduit le résultat demandé.
2. Une intégration par parties donne
i 2
t)sin ((2n 4 1)t/2)dt = (—1)" ((2n +1)t/2).
[ rt@rsin (20 + /2t = (12 g+ 2 [T cos (204 1t/

Or,

™

/OW F(t) cos ((2n + 1)t/2)dt‘ /0 (1) dt,

et donc on a

/07r F(t)sin (20 + 1)t/2)dt — 0.
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3. C’est un calcul classique. On écrit cos(kt) = Re(e?) et on utilise la somme d’une série
géométrique de raison différente de 1 (puisque ¢ €]0,7]). On obtient

it _ Li(n+1)t ' .
Aut) = S+ Re () P (ez<n+1)t/25m(“t/2)>

2 1 — et 2 Sin(t/Q)
_ 1 . sin(nt/2) cos((n + 1)t/2)
2 sin(t/2)

Une petite formule de trigo donne

1 1

Anlt) = 2t 2sin(t/2)

X (sin((2n + 1)t/2) + sin(—t/2))

ce qui finalement donne le résultat.

4. On calcule 'intégrale en faisant deux intégrations par parties :

/Oﬁ(a,t2 + bt) cos(nt)dt = {(at2 + bt)sin(nnt)lr /W(Q t+0) Sin?gnt) dt

— 0—|(2at+b COS”t % ("f
(20t +5) =] [0

—(2am +b)(—-1)" + b
n? '

Ceci vaudra 1/n? pour b = —1 et a = 1/27. On déduit alors

2 w?
/O(at + bt)A 2/ ——t dt + Sp = S — -

5. On a donc prouvé que
2

Su- "5 = [ FOAubd,
6 0
avec f(t) = s?ﬁ;gt). Pour conclure, il s’agit de prouver que f est de classe C' en 0.

Clairement, f est de classe C! sur |0, 7]. Pour prouver que f est dérivable en 0 et que sa
dérivée y est continue, on peut appliquer le théoreme de prolongement d’une dérivée. On
remarque ainsi que, pour t €0, 7],

(2at + b) sin(t/2) — 1 (at® + bt) cos(t/2)

fie) = Lsin2(t/2)
~ (2at +b)(t/2 + o(t?)) — fracl2(at? 4 bt)(1 — t2/2 + o(t?))
N 2 4 o(t2)

22+ 0(t?)  a

2+o(t2) 2

Par le théoréme de prolongement d’une dérivée, f est de classe C' en 0. On peut alors
appliquer le résultat des questions précédentes.
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6. On a
2 1 1

O

d’apres la premiere question.

Exercice 31 - Somme de logarithmes - L2/Math Spé - %
Pour k > 1, puisque la fonction In? est croissante sur [1,4o0c[, on a
k+1

n2(k) < / 2 ()dt < In?(k + 1).
k

En sommant ces inégalités de k = 1 jusque k = n, on trouve
n+1
Up < / In?(t)dt < upy1 — In?(1),
1

ce qui s’écrit encore
n n+1
/ In?(t)dt < u, < / In?(t)dt.
1 1

On calcule ensuite [} In?(t)dt par une intégration par parties

x x x
/ wX()dt = [tm*(e)] -2 / In(t)dt
1 1 1
= zln?(z) - 2tlnt —¢]}
= zln’(z) —2zlnz + 2z — 2.

Ainsi, on trouve

nin®(n) —2nnn+2n -2 <u, < (n+DIn*(n+1) = 2(n+1)In(n +1) +2(n +1) — 2.

1 1 . ;. 1
w Y Ty Mais la série w2 (n) est conver
ente (c’est une série de Bertrand convergente, pour prouver la convergence, on compare a une
) )

intégrale, et on utilise que [ “Cnlg . = —ﬁ + ﬁ admet une limite quand z tend vers +oo.

Exercice 32 - Décroissance trés rapide a linfini - L2/Math Spé -

L’idée est qu’une fonction vérifiant une telle propriété décroit tres vite vers 0 en +o00, plus
vite que n’importe quelle fonction e~M*. Concrétement, avec des quantificateurs, cela se traduit
comme suit. Soit M > 0. Alors il existe A > 0 tel que, pour tout z > A, on a ]},((;)) < —M. Pour
A <z <y, on a en intégrant puis en passant a 'exponentielle, que f(y) < f(a:)e_M(y_x). Si on
fixe = A et si y = n est un entier, on obtient que 0 < f(n) < Ce™™M" ou C est une constante.
Ceci prouve que la série est convergente.

Cherchons désormais un équivalent du reste. Pour n > A et p > 0, on a

fln+p) < f(n)e Mp.

Si on somme ceci pour p de 0 & +00, on trouve

Ceci prouve que u, ~4oo nIn%(n). Ainsi,

+o0o n
f0) < B < f 3 e = (L0
p=0
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Fixons désormais € > 0. Si M est choisi de sorte que H%M < g, alors on peut trouver A tel
que, pour tout n > A, on a

f(n) < Rp < (14¢)f(n).

Ceci prouve que f(n) ~yoo Ry.

ProDUIT DE CAUCHY ET PERMUTATION DES TERMES

Exercice 33 - Somme d’une série par produit de Cauchy - L2/Math Spé - x
L’exercice repose sur la définition de ’exponentielle par une série : pour tout = € R, on a

n

exp(z) = Y %

n>0

1. Pour chaque n > 0, w, est positif et satisfait
wy, < 27" exp(4).

Puisque la série de terme général 27" exp(4) est convergente, il en est de méme de la série
de terme général w,,.

2. Ecrivons le produit de Cauchy de ;- % par 34~ a¥, olt a et b sont des réels. Ces deux
séries sont absolument convergentes, et on a :

1 bk . 400
exp(b) x T (Zkz') X (Za ) :;Oun

k>0 k>0

ou u, est défini par
- bk n—k n = (b/a’)k
tn =D e =at )

k=0 k=0

Pour a = 1/2 et b =2, on trouve w,, = u,. Ainsi, on a

1
1—-1/2

Z wy, = exp(2) x

n>0

= 2exp(2).

Exercice 34 - Somme d’une série et produit de Cauchy - L2/Math Spé -
D’apres la formule classique pour les séries géométriques, on a

1 n 1 o n
EZZQ etm—Zb

n>0 n>0

Ces deux séries sont absolument convergentes puisque |a| < 1 et |b| < 1. On peut faire le produit
de Cauchy et donc on obtient que

1 1 n _
1_a>< 1—b:an avecwn:Zakb” k.
n>0 k=0
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Si a = b, on trouve directement que w, = > j_ga"™ = (n+ 1)a™. Si a # b, alors il faut utiliser
la factorisation

an+1 _ bn+1 — (CL _ b) % Z ak‘bn—k

qui donne le résultat.

Exercice 35 - Séries semi-convergentes et produit de Cauchy - Math Spé/Agreg interne
- kK

1. La convergence de Y u, se démontre par une simple application du critere des séries
alternées. La série ne converge pas absolument, par application du critere de Riemann.

2. Le terme général de la série produit de Cauchy est donné par :

& (—1)nk 1
U“_,;)uku”*k Z\/k+1\/n—k+1 Z\/kz—l—l Yn+1-—k)

Soit u(xz) = (z + 1)(n + 1 — x). Sa dérivée est u'(x) = n — 2z. Une étude rapide montre
donc que sur [0,n], u atteint son minimum en n/2. On obtient donc

1
|un| > n % >C > 0.

V(n/2+1)(n/2+1)

Ainsi, v, ne tend pas vers 0 et le produit de Cauchy de ces deux séries ne converge pas.

3. Il est d’abord clair que o est une bijection de N. En effet, tout nombre est ou bien pair,
et donc de la forme 2p, ou bien impair, et ce sous cas se divise en congru a 1 modulo 4
ou congru & 3 modulo 4. Posons

1 1 1
V2n+1 \/4n+2_\/4n+4’

Wn = Ug(3n) T Uo(3n+1) T Uo(3n+2) =

de sorte que

Wy, ~ —=
n \/ﬁ
avec C' < 0. Ainsi, la série de terme général w,, diverge. Or,
N 3N
D Wn =D Ua(n).
n=1 n=1

La série de terme général uq () est donc aussi divergente.

APPLICATIONS

Exercice 36 - Formule de Stirling - L2/Math Spé - %
Un petit calcul prouve que :

1 1
vn:<n—|—>ln<l—|—>—1.
2 n
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Exercices - Séries numériques - étude pratique : corrigé

On effectue un développement limité de v, -il faut pousser le développement du logarithme

jusqu’a l'ordre 3 - et on a :
1 1
= Tgpr O (n2> ‘

La série de terme général v, est donc convergente. Maintenant, écrivant In(uy4+1/u,) = In(up41)—
In(u,) et donc

N-1 N-1
Z Uy = Z In(upy1) — In(uy,)
n=1 n=1

= ln(uN) — ln(ul).

Ainsi, la suite In(u,) converge vers un réel [, et en passant a ’exponentielle, on trouve que la
suite (uy) converge vers un réel C' strictement positif. Revenant a la définition de (u,), ceci
donne le résultat.

Exercice 37 - Etude d’une suite récurrente - L2/Math Spé -

1. La fonction x +— sinz envoie |0, 7] dans ]0,1] C]0,7]. On en déduit que u, €]0,n] pour
tout n. En outre, la fonction sin est croissante sur |0, 7], ce qui prouve que la suite (u,)
est monotone, et on a sinx < z, ce qui entraine que la suite est décroissante. Comme elle
est minorée (par 0), elle converge vers une solution de sinz = x dans [0, 7] : il n’y qu’une
seule solution a cette équation, 0, et donc la suite (uy) converge vers 0.

2. Puisque u,, — 0, sinu,, ~ u, et donc u,41/u, ~ 1. Ceci donne encore :

. Up, + Un+1
hm _—

n—00 Uy,

= 2.

3. Puisque u,, tend vers 0, il est 1égitime de calculer le développement limité de sin u,, quand
n tend vers 400 :

Upt1 = SiNUp = Up — — + o(u3).

On en déduit que
Up — Upt1 1

ud 6
ce qui est le bon résultat.

4. On met tout au méme dénominateur, et on factorise :

1 I (tn — Unt1) (Un + Unt1)
WH N 17% B UZ Ut 1 Un+1
- (un — un+1) (Uun + Unt1)
ul Un,
1
~ o3
5. Posons v, = u% — u% La question précédente dit que v, ~ 1/3. Par la regle de compa-

n+1 n

raison des sommes partielles des séries divergentes a terme positif, on a :

i 1 1 %1 N
5 — 5 ~N— =7
n:lu%+1 u? o —3 3
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Maintenant, la série qui apparait a gauche est télescopique, et on obtient :

1 1 N
U%H U% 3

Prenant la racine carrée, et par théoreme de composition des limites, on obtient bien le
résultat demandé!

Exercice 38 - Irrationalité - Math Spé/L2/Agreg interne - xx

Nk
Notons S,, la somme partielle S, = >"}_ % Par le critere des séries alternées,

1
Son—1 < cos(1) < Sop, = Sop—1 + ——.

(4n)!
On multiplie ces deux inégalités par (4n — 2)! pour trouver

1

— 9! — NI — 2! - -
(4n — 2)1S9,_1 < (4n — 2)1cos(1) < (4n — 2)1S9,—1 + (i = 1)’

Posons N = (4n — 2)!S5,_1 qui est un entier. On a donc
N < (4n —2)!cos(1) < N + 1.

Or, si cos(1) était irrationnel et s’écrivait donc p/q, pour n assez grand, (4n — 2)!cos(1) serait
entier (car (4n — 2)! est un multiple de ¢ si 4n — 2 > ¢). (4n — 2)!cos(1) serait donc un entier
strictement compris entre deux entiers consécutifs. C’est absurde!

REVISIONS

Exercice 39 - Vrai/Faux - L2/Math Spé - »x

1. Faux! Prendre u, = 1/n.

2. Faux! Prendre ug, = 1/n2 et ugpy1 = 2/n2. On a toujours ugy,+1 > Ugy, et pourtant la
série converge.

3. Vrai! Pour n > ng, on a 0 < u, <1 et donc 0 < ui < uy < 1. On a convergence par
majoration (le terme général est positif).

4. Faux! Prendre u,, = (7:0)” + n&m'

5. Vrai! On a convergence absolue, car & partir d’un certain rang, |u,| < 2/n?.

Si vous trouvez une erreur, une faute de frappe, etc... dans ces exercices, merci de la signaler a
geolabo@bibmath.net Venez poursuivre le dialogue sur notre forum :

http://www.bibmath.net/forums
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