Ecole Nationale Préparatoire aux Etudes d’Ingéniorat
3éme Année Préparatoire Année Scolaire 2001/2002
Partiel n°l
Module : Analyse Numérique  Semestre : 2 Date : 09/04/2002 Durée : 02h
Baréme : Ex1 : 08pts, Ex 2 - 0dpts, Ex 3 : 04 pts, Ex4 : 04 pis

Exercice 1 :

Soit I’équation flx) = x* - 9x? + 18~ 1 = 0, x € [0,7].
1) Montrer que flx) = 0 admet trois racines réelles 0 < a1 < a3 < a2 < 7.
2} Utilisant la méthode de la bissection, trouver une approximation de a avec la précision 107
Calculer le nombre d’itérations N pour réaliser une approximation de a» avec une précision de 10-*
Comparer N avec le nombre d'itérations effectif.
3) A Iaide de la méthode du point fixe, déterminer une fonction g telle que g(x) = x ofAx) = 0 pour
taquelle Iitération converge plus rapidement vers la pius grande racine a3 avec une précision de 1073,
4) Par la méthode de Newton, trouver une approximation de la plus petite racine o) avec la méme
précision.

Exercice 2 : ,
Soit le sytéme Ax = b et Ax' = b oud, beth' sont définis comme suit:
A‘/ 121393 196418\ [ 317811 ) oy \
\ 196418 317811 )\ 514229 \ -1 )
1} Caleuler det4 et Uinverse B = A1,

2} Résoudre par Cramer Ax = bet Ax' = b,
3) Comparer b’ abetx' ax.

Exercice 3':

SRR By )
ol 2202 b |
Smtztz’ ) L b= l
L1233 | b

\ 1234 ) \\mJ

1) Résoudre par la méthode de Gauss le systéme Ax = b en fonction de b1, by, by, ba ot les b sont des
paramétres réels quelconques.

2) En déduire 4.

3) Que se passe-t-il lorsque b est remplacé par ['un des vecteurs de la basc canonique de R :
C1,€2.01.¢84.

Exercice 4 :

Soit le systeme électrique ci-dessous. Le probléme consiste 3 calculer les courants des branches. Si
Fon considére que le montage ¢st composé de trois mailles, les courants peuvent étre calculés par la
résolution d’uin systiéme a trois équations. Les trois équations découlent directement de la deuxidme |
de Kirchhoff. Résoudre le sysiéme par ia méthode de Cramer.

ol
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Exercice 1:
Soientfix) =x*+3x~-1=0,g(x) =x*+3x-3=0,x e R.
1) Montrer que les équations f{x) = 0 et g(x) = 0 admet chacune une racine réelle a (respectivement ) dans tout R
et que a, 8 €]0, 1[.

2) Montrer que les suites x,4) = L

3 .
— ¢t = convergent respectivement vers a € r
i3 Yl Vi3 g p t  pour tous

x0,y0 € [0,1]. Calculer xs.

3) Pour xg = yg = 0.5, déterminer les nombres d’itérations suffisantes g et ny pour avoir fx, — a < 107, Vn > nq
et |y, — Bl < 107, Vn 2 ny.

4) Expliquer la différence entre ng et n; et comparer avec le nombre n; d’itérations suffisantes par Dichotomie pour
avoir la méme précision.

5) Caculer une approximation de a & 107° prés par ’algorithme de Newton z,,; = z,, — Ln) commengant en

f'(zn)
zo = 0.5 et comparer avec xg.
Exercice 2:
I ~-a 1 1
Soienta € Ret4 € M3(R), b € R® définispard = | -o 202 —a — a2 b= —a
I —a-a® l+a?+a* 1 +a?

1) Pour a # 0, résoudre Ax = b par Gauss.

2) Déduire det(A) et les factorisations 4 = LU, L;; = tetd = LU, L; = 1, i = 1,2,3.
3)Si b = (b1,b2,b3)T € R3, résouder Ax’ = b' par la factorisation.d = LU, L; = 1.
4) En déduire 4.

Exercice 3:
Soient f{x) = xe* - 2x, x € R.
1) Montrer que la fonction fadmet un minimum unique a dans intervalle [0, 1].

2) Montrer que I’algorithme de Newton permet de déterminer ce minimum a. Ecrire la suite de Newton x,,.
3) Calculer x5 sachant que xp = 1.



Corrigeé

Exercice 1: 10 pts
Soient flx) = x* +3x -1 =0, glx) = x*+3x-3=0,x€eR
1) fet g sont continues strictement croissantes sur R car f(x) = g'(x) = 3(x* + 1) > 0, Vx € R. De plus
A0 = g(0)g(l) = -3 <0, doncilexistea.ff € R uniques tels que fla) = 0 ct g(B) = 0, de plus «. B €]0. 1.
2) Les fonction ¢(x) = o 1 3 ety(x) = -

T3 vérifient
X+

flx) =0 o x = @x), Vx € [0,1], g(x) = 0 @ x = y(x). vx e [0, 1] ety = 3¢ sur {0.1]
@ et y sont continues et décroissantes sur [0, t]. donc

o011 = [o(D.p(0)] = (1] € 01T erw((0.1]) = (WO =311 0.1)
D’autre part »

i 2x " 6(1 - x*) > ] ) ]
= e - "7 7 >0, Vxe [0,1], doncs = D= <
o' (x) 1 3) lo'|'(x) Giia) {0, 1] [:ﬁ lo'l= o' (Di= 3
, 6x . 18(1 - x2) S . ) 3
= e = =2 >0,V 0,1], donc s = D= 2
y (x) ENEIE ly'|'(x) e x € [0,1], donc ?Oulr; =y (D= 3
D’aprés le théoréme du point fixe, les suites X1 = @(Xn) €LYt = w(y,) convergent respectivement vers a ¢t 8

pour tous xo,yo € [0,1]. Pourle calcul des x,, voir la table 1.
3) e — < L [x1 — xol< eexigen 2 Log( l(l L )/l,ogL

| - L x| — Xo|
Poure = 107, L = l, x0=0.5x = 75—1—%—5_’% trouve ng = 6.
Poure = 1079, L = g Y0 = 0.5, y1 = 3 55 on trouve n; = 4.
Par Dichotomie |x, — a[< bz—,,“ < ¢ exige n > Log( 254 )/Log2, done
a=0 b=1,t= 10", ontrouve my = 20.
4) Pour xp = yy = 0.5ete = 10"% onal, = % <L = % < —%— doncmy =6 <n =14 <m= 20 méme si,

dans ce cas, (x,) et (¥n) ne convergent pas vers la méme racine.

3
fn) _ 2za*l zo = 0.5 donne les z, de la table 2 a comparer avec ceux de la table 1.

Tz 3+

53)zps1 = Zn

Exercice 2: 06 pts

1 - | | I —a | |
NA=1 -a 2a? —q-a’ ~at AV =1 0 ot - 0
| —a—a? l+al+a® 1+a 0 —a? al+at o
I —a 1 1 | —a |1 ] al+a-—1
A® = 0 o —a? O et 0 @ —a? |x= 0 donne x = ‘alT |
0 0 a* o 0o 0 o a’ |
2) det(A) — det(4®) = Lo at = abetd = LU Ly = L et
1 0 0 1 ~a | | 0 0 I —a |
A=| ~a 1 0 0 a? o’ = —a a* 0 0o 1 -l
=11 0 0 o | —a? af 0 0 |
1 00 by by
Niy=h=| -« 1 0 p=| h |ZV= aby + b2
1 -1 b3 (a-1)by +h2+bs
1 ~a 1 b
Uc=y=1| 0 a? —a? |x=]| abi+h =
6 0 af (@ — 1)y + by + b3
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(2a* +a? = 2a + )by + (a* +a— )bz + (a = 1)bs
x=-;1]—; (@3 +a—1)by +(a? + )b+ b3
(a— 1)b1 +b2 +b3
20 +a2-2a+1 ad+a-1 a-1
HAx' = b o x' =470, donc A™! —% ad+a—| al + 1 1
a
a-—1 1 1

Exercice 3:
D) = (x+ De*~2, Vx e R, f(0) = -1 < 0,/(1)=2¢-2>0,f'(x)=(x+2)e* >0, Vx € [0,1], donc,
d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires et la stricte monotonie, f(x) = 0 admet une racine et une seule
a €]0, 1[. De plus f' est croissante sur [0, 1}, donc f'(x) < f(a) =0, Vx € [0,a] etf(x) > f(a) = 0, Vx €la, 1],
donc f'(a) = 0, fest décroissante sur r0,af et croissante sur Ja, 1]. 11 s’ensuit que x = « est un minimum de f sur
[0,1] et il est unique. ’

f(xn) .

2) Comme /"(x) = (x +2)e* = 0, Vx € [0.1], I"algorithme Xy = Xn ~ 5 xo € [0,1] est bien défini, donc il

permet de déterminer a pour xo bien choisi (convergence locale). Ici, il converge vers @ pour tout xo € [0,1} car
f e C¥([0,11), £(0) (1) < 0, /' > Osur [0, 1], /" (x) = (x+3)e* >0, Vx € [0,1]etc = O esttel que

If (&)}= min{Jf (0),f (1)} vérifie —V—”—((%))_Ii- <b-a<o —;— < L
3)Xn = Xn — ;,’,(();';)) = X +X’;n_+l 2+ 2e"""'; xo = 1, donne les x, de la table 3.
n Xn ; n Zn X
o 05 0 05 0
1 0.30769230 l\ 1.0.33333333 1 0.57858629
2 0.32313575 ‘ 2 0.32222222 2 0.40127775
3 0.32212170 '3 0.32218535 3 0.37531258
4 0.32218961 4 0.32218535 4 0.37482269
5 0.32218506 5 0.32218535 5 0.37482252
6 . 0.32218537 ' 6 0.32218535 6 0.37482252
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ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES

D’INGENIORAT
3éme Année Préparatoire Année Scolaire :
2002/2003
SYNTHESE
Module : Analyse Numérique Semestre : 2 Date : 26/05/2003
Durée : 02h

i N h - T T o B o
| . . ¢ . |
Exercice 1 ' Exercice 2 Exercice 3|

‘ Baréme } 07 pts 05 pts | 08 pts
Exercice 1:
p —q 0 0
- -g 0
Soit4 = 1T F ,oup,g € Ritelsque:p>1,9g> 1, p > 2.
0 - p —
0 0 —g p
1) Montrer que les algorithmes de Jacobi et Gauss-Seidel appliqués a Ax = b € R*
convergent

2) Caleuler J, Ly, |J]l2, L1 ]-
3)Danslecasp =3, g = 1, x* = (0,0,0,0)" et & = 1076, calculer le nombre d’itérations
par Jacobi et Gauss-Seidel pour avoir respectivement ||x* — x|, < get [|x* - x| < «.

Exercice 2:
11 1 1
1 2 3 4
Soit4 = et b € R* quelconque.
1 3 6
1 4 10 20

1) Montrer que I’algorithme de Gauss-Seidel appliqué a Ax = b converge.
2) Calculer f{A) = det(J — AI) ou J est la matrice de Jacobi associée a 4.
3) Calculer f{-2) et f{—1), en déduire que I’algorithme de Jacobi appliqué & Ax = b diverge.

Exercice 3:

Soit f{x) = cos(nmx), x € [-1,+1] et P le polyndme d’interpolation de Lagrange de faux
points —1,—1/3,1/3, 1 sur [-1,1].

1) Justifier sans calcul le degré exact de P.

2) Appliquer I’algorithme de Newton pour le calcul de P (différences divisées). En déduire
’expression de P.

3) Donner I’estimation de I’erreur d’interpolation f{x) — P(x), x € [~1,+1].

4) Estimer I’erreur d’interpolation en x = 0 et comparer avec I’erreur exacte.



Corrigé Synthése Analyse Numérique
Exercice 1: 07pts
1) Comme p > 2¢q, A est a diagonale strictement dominante, donc les méthodes de Jacobi et
Gauss-Seidel appliquées a Ax = b € R* convergent.

[0 4 0 0\
0100 (:10)2_4_
1010 0 7 0
B e ULy @y g
0010 4 )
Lo (8) (8) (%))

0
J est symétrique, donc {|J||2 = p(J) = %( L+J5 ) (en effet, J = —g—J’ et

2
det(J' = AD) = A* =342 + 1, donc p(J') = 1+2‘/§,etalorsp(J)=%p(J’)). 2
3
1-(4 9
- (4Y e (ay 12_1(12 q )~£I_ (F) _ 4 (L
Ible = (£) +(5) +(F) - F((F) +F+1) -3 -4 "~ P4q P
P
(= 27 sip=3,q9=1).
3) Pour
0 0 0 0
0 0 0 0
b= L x0 = ,xt = = et =x =L, p=3,g=1,
0 0 0 0 I == p q
1 0 qlp 1/3
gt (B
k> X X = = 21.853, donc ko = 22.
In T2 l(l+[5‘) "
"\ Te
-]k €
U n((-43) < 109)
k> = = 18.298, donc kp = 19.
InfiLsfle [n(ﬂ_)
2
Exercice 2 : 05 pts
t 11
DA =1>0,A;, = =1>0,A3=1123|=1>0As=detd=1>0,

1 36
donc A est définie positive, la méthode de Gauss-Seidel appliquée & Ax = b € R* converge.
0 -1 -1 -10

12 0 -32 -2

2)J = , det(J - A = A4 - 2712 28,13

) 16 ~1/2 0 =53 V=4h 10 157780
~1/20 ~1/5 =172 0

HA-2) = %:% = 1.3042... > 0, fi-1) = — % = —3.7292... < 0, comme fest

continue sur [-2,—1], il existe Ag €] —2,~1[ tel que AAo) = 0, Ao est une valeur propre de J,
donc p(J) > |Ao] > 1 et la méthode de Jacobi appliquée a Ax = b € R* diverge.
Exercice 1: 08 pts




1) Comme fest paire et les points d’interpolation —1,~1/3,1/3, 1 sont symétriques par rapport
a I’origine, alors P(x) est pair (P(—x) = P(x), Vx € R), puisque dUP < 3, alorsdU P = O ou
dUP =2, doncdU P =2 car P change de signe sur [-1,+17 (P(~=1)P(-1/3) < O et
P(1/3)P(1) < 0).
o) ] Al ] AL18,1,1))
EEE
Di-13 2| 94 | |
13120 2276 ‘
-l o4l 2t 0

D 14 2t 2y Da by - L 21,
Plx) = 1+4(,\—!1) 16(x+l)(x+3 T X

3 Vx e [L+1], 3 € [1,+1] 1 flx) - P(x) = (x+ )(x + %_)(xm _;_)(x_ ])j(“;('éx).

Comme f®(x) = n* cos(nx), alors [fAx) — P(x)| < 74r—4:|(x2 ~ (2 - —é.)j, Vx e [-1,+1].
4 M

4) If0) - P(0)] < mﬂi—g = 0.45097...
RO)=PO) = 1-4L = 03125...

T3
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ttrapage
06 Juillet 2003. Durée 02h
Baréme : Ex1 (07 pts), Ex2 (08 pts), Ex3 (05 pts)

Exercice 1:
Soit f € C3[a,b] et H(z) le polynome de degré < 2 vérifiant :
H(a) = f(a), H'(a) = (), H()=F()
1) Montrer, 4 P’aide d’un systéme linéaire, que H(z) existe et est unique.
Soit € > 0 et L.(x) le polyndme d’interpolation de Lagrange de f en a,a +€,b sur [a, b}.
2) Déterminer par la formule de Newton I’expression de L.(z).
3) Montrer que li—I»I(I)LE(:E) = H(z).

Exercice 2: 9

Soit f € C8[—1, +1] telle que |f©®] < 1sur [-1,+1] et T(z) = xﬁ—gm4+ﬁx2—;—2, z € [-1,+1].

1 —
1) En posant t = z? puis t = s + 3 dans T(z) = 0, déterminer les racines =, k = 1,6 de T(z)
telles que —1 < 21 < s < T3 < 24 < Ts < Tg < +1.
2) Montrer que si z = cos 6, alors cos(66) = 32.T(z).
Soit ps(z) le polynome d’interpolation de Lagrange de f en zx, k = 1,6 sur [~1,+1]
3) Exprimer P'erreur d’interpolation f(z) — ps(z), = € [—1,+1], en fonction de cos(66).

4) En dédui - < e —1L+1}.
} En déduire |f(z) — ps(z)] < 53 040 Vz € [-1, +1]
Exercice 3:
1+¢e 1 1 1
. . 1 14e 11
Soit € >0 et A € M,y (R) définie par A = 1 1 1+4e 1
1 1 1 1+

1) Calculer ||A||co-

2) Calculer A™! (on pourra résoudre Az =y € R*).

3) Calculer Condo(A).

4) Pour quelles valeurs de € > 0, A est-elle mal conditionnée 7 bien conditionnée ?

Exercice 4:

W DN =
W N =

Soit A =

b
NN

2 3 4

1) Montrer que A est symétrique définie positive.

2) Ecrire lalgorithme de factorisation de Cholesky.

3) Déterminer la matrice L triangulaire inférieure telle que A= LLT.

Bonne Chance !




Corrigé Rattrapage Analyse Numérique 2002/2003

Exercice 1:
1) H(z) = o+ a1z + 2%, ¢p,c1,02 ER, H'(z) = ¢1 + 207
{ H(a) = f(a) {Co+cla+62a2=f(a)
H'(a) = f'(a) & a+2ca=f{(a) =3
H(b) = f(b) co+ cib+ b = f(b)

1 a a co f(a)
01 2 = 7(c) | & Mc=F,det M =(b—a)’ #0.
10

b? C2 f(®)
2) Le(z) = f(a) + fla,a +€|(z — a) + fla,a +-€,b(x —a)(z —a— €)

- )+ (a+52 f(a)( 2+ fla+¢€,b — fla, a+e]( —a)(z—a—¢)
fb) - f(a+€)_f(a+e) f@o
=f(a)+w(z—a)+ b-a-¢ - £ (zh:a)(:zz—a——e).
fb) - f(a) (@) — (o) ‘
" b—a 2
Quand € — 0, L.(z) — f(a) + f'(a)(z —a) + . (z—a)
= J(@) + J'@)@ - a) + (f0) ~ £(&) = b= ) (@) (= “)2
= (1-C=%7) s+ & ra)boa =m0y,
3) Le polynéme H(z) = (1 - :;:a ) fla)+ (z - a)( )f’( )+ f(b) est de degré

2 et vérifie bien les conditions H(a) = f(a), H'(a) = f’(a) H(b) f(b), d’apres 1) on a : donc
lin(l)LE(a:) = H(z).

Exercice 2:

3 9 1 3 9 1
1) T(z) = 25 — Szt 2_ 1 0, t=a 24— =Oett=s5+; ! donne
YT(z) ==z 52+ 6% T 3 0, t = z* donne * SR T 32 e
3 /9
$f——s5=0, doncs___? 0, \/3, zl_‘_{i__ % %4—— r==% \/ i——‘ :t +/3

9) z = cos 0, cos(66) = 2cos?(39) — 1 = 2(3cos* 8 — 4cos)® - 1, donc
9 1
cos(66) = 32 cos? §—48 cos* §+18 cos® §—1 = 32 (cos2 9— g 410+ — i cos® 6 — 5) = 32.T(cos §).

6)
3 Ve € [-1,+1], %, € [-1,41): 1) - pelo) = 11 (e - sila) ‘f“)—m ).

Donc si z = cos8, f(z) — ps(z) = ﬁ(x :ck) (E’”) 1 (60) (gr) et |f®] < 1 sur
(=1,41], il vient =
9 If(@) - po@)| < 5 = 5055 V2 € L+

Exercice 3:

14 1 1 1

. . B 1 14e 1 1

Soit £ > 0 et A € My(R) définie par A= 1 1 1+¢ 1
1 1 1 1+4¢

1) Al =4+e€.



3+e -1 —1 -1

1 -1 3+ -1 -1 6te
2) A1 = A e =
A =g | 1 o1 see o | M=oy
-1 -1 -1 3+¢
6+e 6
_ -1 = = =
3) Condeo(A) = Al A oo = (4 €) g =1+

4) Pour ¢ —» 0%, A est-elle mal conditionnée, pour ¢ loin de 0 (par exemple € > 1) A est bien

conditionnée.

Exercice 4:
1) A=Ay =A3=A7A4;=1>0,donc Aest définie positive.

Lu=yan=1
I _ Gy L22:(a22—L%1)1/2=1 Lass = (a3 — L3 — L2 W2 =1
2T Ly L __a32——L31L21_1 a —LBIL —32L L
2) ¢ @l g9 = ——————— = T R ) 42032 _ 4
L31 = — =1 Lfl? 43 L
Ly L, = 2~ 41L21_1 Lis = 12 33L2 I2.31/2 —
L _ oa 2=~ b aa = (aaa — L3y — Lip — L33)" /" =1
a=7-=14 22
\ 11
1000
1100
3 L= 1110
1111
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3éme Année Préparatoire Année Scolaire : 2003/2004

Partiel 1
Module : Analyse Numérique Semestre : 2 Date : 06v/04/2004 Durée : 02h

Baréme : 02 points par question

Soit f(x) = 2z% ~ 322 -1, z € R. _
1) Montrer que I'équation f(z) = 0 admet une racine réelle o et une seule dans tout R et que cette
racine est localisée dans I'intervalle [3/2,2].
2) Quel est le nombre ny d’itérations suffisantes a effectuer par la méthode de Dichotomie pour obtenir
une approximation de o & 107% pres.

9 1 1/3
Soit p(z) = (3:17 2+ ) , T €[3/2,2].

3) Montrer que la fonction ¢ et l'intervalle [3/2,2] vérifient les conditions
a) f(z) =0 z = y(z), Vz € [3/2,2], b) v([3/2,2]) C [3/2,2], c) sup l¢'(z)]=L<L
z€(3/2,2]
En déduire que Pitération z,41 = @(z,) converge vers a pour tout o € [3/2,2].
4) Quel est le nombre n, d’itérations suffisantes & effectuer par I'itération z,.1 = p(z,) commengant
en 7o = 1.75 pour obtenir une approximation de o & 1076 prés.

5) Calculer y,, n = 1,5, olt Yny1 = Yn — fl(yn) 5 Yo = 1.75
, f'(yn) .
On pose z =t + 3 dans f(z) = 0, ensuite £ = a + b dans ’équation obtenue, avec ab = T
1
6) Montrer que a® et b° sont les solutions de I'’équation s® — T ES 0.

1
7) En déduire a, b, t et la valeur exacte de a = 5(1 +V/3+2v2+ V3 - 2v/2) = 1.677650699. . .

2 1 1/3
Soient g(z) = 623 ~ 322 — 1, r € Ret ¥(z) = (331: 6+ ) , ¢ €[0,1].

8) Montrer que l'itération z,41 = ¥(2,) converge vers I'unique racine § de ’équation g(z) = 0 dans
[0, 1] pour tout 2 € [0, 1].

9) Déterminer le nombre nj; d’itérations suffisantes par la méthode de Dichotomie pour avoir une
approximation de 8 &4 1079 prés ainsi que le nombre ng d’itérations z,,; = ¥ (z,) commencant en
2y = 0.5 suffisantes pour atteindre la méme précision:-

10) Comparer n; avec ny et ng avec ng et expliquer dans quel cas la méthode de Dichotomie converge
vers la racine plus vite que celle du point fixe et pourquoi ?

Bonne Chance !
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1) f(z) = 223 — 32? ~ 1, f(z) = 6z(z — 1), Vz € R, f(0) = —1, f1) = =2, f(-o0) = —o0,
f(+00) = 400, f(3/2) = 1, f(2) = 3. Donc f(z) <0, Yz < 1et 3 a €)1, +oof: fla) =0 et
o €]3/2,2] suite au tableau des variations de f.

2) |zn —a] < Tjﬂ <esn>mi=%/In2 a=23/2, b=2, =10 doncn > 18.931 ... et
n1=19 / ¢ »

322 +1\"°
)z = ple) = (5

b) ¢ est strictement croissante sur [3/2,2], donc
0(13/2,2)) = [ (3/2),¢ (2)] = [1.570 ...,1.866 ...] C [3/2,2).

32 +1\ 7Y 3
c)cp’(a:):a:(aC + ) >0,z€[§,2],

23 -322—1=f(z) =0, Vz € [3/2,2],

322+ 1
2

—2/3
¢"(x) = —(z+1)(z-1) (3% + NI ( ) <0,z € [-g—, 2]

2/3 :
Par conséquent L = sup |¢'| = ¢’ (§) = 3 (§—> =0.6080091585... < 1. La fonction ¢ est donc
(3/22) 27 2\31
contractante sur [3/2, 2] de constante de contraction L. D’aprés le théoréme du point fixe, I'itération
Tns1 = @(zn) converge vers Punique point fixe a de ¢ dans [3/2, 2], qui est I'unique racine de f(z)=0
dans [3/2,2], pour tout zq € [3/2,2].

1-L
4) On a |z, —a] < (-L)e

/InL, L = 0.608009158..., ¢ =
1-L o1 — o]

1076, 2o = 1.75, 21 = @(zo) = 1.720597188... ., donc n > 22.560 ... et np = 23.
flyn) _ 495 —3ya+1
fl(yn) B 6Yn (yn - 1) ’
yp = 1.682539683, y, = 1.677675278, y; = 1. 67765070,
ys = 1.677650699, ys = 1.677 650699

3. 3

6) x =t+';: dans f(z) =0donnet3—%t—% =0ett=a+bdonne a3+b3+(a+b)(3ab—z)——z =0,
3 . 3 1 3+2v2

1 et a3 et b3 sont les solutions de s® — 7° + yiha 0, donc s = s

1
7) D’aprés 6), on a @® = % (3+2v2) et b® = —}8— (3 —2v2) (ou le contraire), donc a = 5\3/3 +2v2
1
etb=§\3/3—2\/§, donct=a-+bet

a=%+a+b=1(l+€/§>+2\/§+€/§—2\/§) — 1.677650699. ..

|z — 29| < e =>n > In

5) Ynt1 = Yn — yo = 1.75, donc

1
doncab=2:>a3+b3=

2
dont le développement décimal coincide avec 4 de la question 5).
2 1 1/3
8) Comme ¢(z), la fonction ¥(z) = 32 6+ vérifie :

a) ¢ =Y(z) & 62 -322 ~1=g(z) =0, Vz € [0, 1],
b) % est strictement croissante sur [0,1], donc

$([0,1]) = [$(0),%(1)] = [0.550...,0.873...] C [0,1].

~2/3
c) ¢¥(z) = g— <3x26+ 1) >0, vz €[0,1],

32+ 1

~2/3
Y (z) = —% (z+1)(z—1)(3z* + 1™ < ) >0, Vz € (0,1},

1(3\*?
donc L = suply/| =¢'(1) = < (—) =0.4367902324... < 1.
[0,1} 3 2



Le théoreme du point fixe implique que 'itération Tn41 = ¥(x,) converge vers I'unique point fixe B

de v dans [0,1], qui est I'unique racine de g(z) = 0 dans [0, 1], pour tout zo € [0,1].
9) Par la Dichotomie, on a
b—a b—a
|z, —B| < ——<e=>n=>h .
donc n > 19.93156857... et nz = 20. -

D’autre part,
i (1—L)e

lxn—ﬂl S
1-L |z — o}
z1 = P(xo) = 0.6631762013...,donc n > 15.183 ... et ng = 16.

/In2, a=0,b=1, e=1075

|zy —zo] <e=>n>In

10) En résumsé, on any = 19, np = 23, n3 = 20, ng = 16. Dans le casde npona L = 0.608 .
ce qui explique 1y < ny pour le méme zg = (a+b)/2 = 1.75. Dans lecasdensona L = 0.436.

ce qui justifie ng > ny pour le méme zo = (a + b)/2=10.5

/InL, L=04367902324..., ¢ =107, 2

=0.5,

..>05
..< 0.5



ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’INGENIORAT
3éme Année Préparatoire Année Scolaire : 2003/2004
Synthése |
Module : Analyse Numérique Semestre: 2  Date : 26/05/2004 Durée : 02h
Baréme : Ex.1 (04 points), Ex.2 (06 points), Ex.3 (06 points), Ex.4 (04 points)

Exercice 1 :

Soit A € My(R) définie par A = et be RL

o e
—_— O N
B W O
GO DD

1) Résoudre le systéme linéaire Az = b par la méthode de Gauss. En déduire A1,
2) Montrer que les factorisations Doolittle, Crout et Cholesky de A sont identiques.
3) Montrer que 27 Az = }:f:l (1:(z))?, Vo € RY, o les yi(z), i = 1,4 sont & déterminer.

Exercice 2 :

1 a -8 1
Soit A = 0 1 0 ,b=111], a,f€eR.
-3 a 1 1

1) Pour quelles valeurs de «, € R a-t-on p(J) < 1?7 (J est la matrice de Jacobi associée & A)
2) On suppose a = § = 2 et 2V = (2,2,2)7.

2.1) La méthode de Jacobi est-elle convergente ?

2.2) Montrer que z* = (1,1,1)7, Vk > 1. Conclusion !
3) Soit a =0¢et g =1/2.

3.1) Déterminer le nombre d'itérations kg & effectuer par la methode de Jacobi commencant en
2% = (2,2,2)7 pour avoir [|zF — z|]y < 1073, Yk > k.

3.2) Peut-on assimiler 2 & la meilleure solution approchée de x & 10~ pres 7 Justifier.
4) Soit £ la matrice de Gauss-Seidel associée & A.

4.1) Ecrire Palgorithme de Gauss-Seidel appliqué a Az = b. En déduire £;.

4.2) Pour quelles valeurs de o, 8 € R a-t-on p(£;) < 17

Exercice 3 :
Soient A € M, (R) une matrice & diagonale strictement dominante, i.e. |a;| > Y i laig], Vi=T1n.
1) Montrer que A est inversible.
2) En déduire que pour toute valeur propre A de A, il existe 1 € {1,2,...,n} tel que Ja; —\| < Z#i lai;).
3) Montrer que si A est symétrique & diagonale strictement dominante et & éléments diagonaux stricte-
ment positifs, alors A est définie positive.
4) En déduire que A = (ayj)1<ij<n; 0y =asij=1, ay=—Fsij=itleta;=0sij#ii+]lest
définie positive Va, 5 € R tels que o > 2|8, a > 0.

Exercice 4 :
Soit f € O®(R) telle qu'il existe M > 0 vérifiant : |f*)(z)] < M*, Yk € N, Vz € R et pon_1(z)
le polynéme d’interpolation de Lagrange de f aux points —n,...,~1,1,...,n sur R. Montrer que si
M < 2, alors ngﬂnwpgn_l(O) = f(0).

Viel Gliick !



Corrigé Synthése Analyse Numérique 2003/2004

11 1 1b 11 1 14
o 01 -1 0 bh-» ~ 01 =10 k-b
1) = 1 2 =
1.1) 4 0 -1 2 1 b-—b , A 00 1 1 by+b—2b0 )
00 1 2b-0n8 00 1 20b-bh
' 11114 T1+ T+ 24+ T3 = b
7 01 -10 b-b0 Ty—T3 = by—Db
3) — 2 1 ® ., — B3 2 3 2 1
A 00 1 1 bytby—2b et AVz =5 & T3+z1 = bs+by— 2D
00 0 1 by—b3—by+b 14 = bg—byg—by+b

Tby — 4by — 3bs + by 7 -4 -3 1
| —ab 434205 —bs | _ 4 a_| 43 2 -1
Donc z = _3b, + 2by + 2b5 — by =ATb, 0 AT =] 3 9 o 3
b—by—bs+by ) 1 -1-11
i 2 gg\ (1) i 11 (1) A=LU, Ly=1,1=123/4
1.2)A=1LU, L= , U= P ,{ A=LU, Us=1,1=1,234
1 -110 00 1 1 A= LIT L.>0 i=1,234
10 11 00 0 1 T e

Les 3 factorisations sont identiques suite 3 leurs unicité.
1.3) 2T Az = 2T LLTz = (LT2)T(LTz) = |L7 2|} = i (w(x))?, Vz € R?, donc
y1(z) = T3 + T2+ T3 + T4, Y2(T) = T2 — T3, y3(z) = T3 + T4, Ya(T) = 4.

0 —a B8
21)J=| 0 0 0 |,det(J - M) =XN-p"), A=0,48, p(J) = |B], donc
B —a 0

p(J)<1le|fl<letacR

2.2.1) Pour a =f=2, p(J) =2> 1 et Jacobi diverge.

2.2.2) 2! = JO+ D b= (1,1,1) et 22 = Jo' + D710 = (1,1,1)7, donc z* = (L, 1, 17, Vk > 1.
Ici 1a méthode converge car z° est choisi comme étant la solution exacte = de Az=bez=Jz+c

2.3.1) Sia=0e 8 =1/2, pJ) = 1/2, 2° = (2,227, 2" = (21,2)%, flzt — 2% = 1,

[ll2 = p(J) =1/2,e=10"% k> In ((—ILMME) /1n (|| J]lz) = 10.96578428, ko = 11.

fle* — 2°ll2
2.3.2) Oui. 22=(2,1,2)7 est la solution exacte.
k+1 k k

3 = —azg + Pz +1

x}zcﬂ = P 0 = b
2.4.1 ~ . = 0 0

) zEl =i —aaft 1= —afzf+ P+ f—atl’ L g —of B
0=(22,2)"

2.4.2) det(L, — M) = M\ =B), A=0,8, p(L1) = 18l, p(L)<1e |8l <letacR

3.1) Soit z e R*tel que Az =06 Y °_, a;52; =0, Vi = T,n. Siz # 0, il existe k tel que Ty # 0,
donc z; = max; |z;| # 0 et alors

AuTi = — ) TG = lassllzid = 1254 a;T5| < Y ji las;)- |5,
donc

las| < I_xi_lzf#laij"!zjl <35 ules) car |z < mil, Vi
ce qui contredit la dominance stricte de la diagonale, donc = = 0 et A est inversible.

3.2) Si A est une valeur propre de A, alors A— Al n’est pas inversible, donc la diagonale de A — Al
n’est pas strictement dominante d’aprés 1). Donc

Ji, 1<i<n:leg— A < Z#Ja,-jl.

3.3) A est symétrique, ses valeurs propres A sont réelles. D’autre part 3i, 1 <i < n tel que

ai — A< |aa =N <Y la;j| et ai; > 0,
il vient

A= ag+ A= ag > |ag| = ;4 les51 > 0.



Donc A > 0, VA v.p. de A qui est alors définie positive.

3.4) o > 2|] implique |a;| > 3., layl, Vi = T, et a; > 0, Vi = T,n. D'apres 3.3) A est S.D.P.

) Vz eR, I €R: f(z) — panafz) = ﬁ (z? — k?) 1o7() donc
k=1

(2n)! ’
(2n)
) el
lf(o) p2n—1(0)l (n) (2n), .
Comme |f?™| < M?" sur R, alors
M2n
— < = (n!)?
1£(0) — p2n-1(0)] < &n, O &, := (n!) o)) e 0 car
N2 pr2n+2 1 2 2
Enp1 _ ((n+ )M (2n)!  (n+1)M ., M <1 pour M <2,

en (n+2)0 (WM 22n+1) noie 4



ENPEI - 3¢me Année Préparatoire - 2003/2004
Rattrapage
Analyse Numérique - 12/06/2004 - Durée : 02h
Baréme : 07 4+ 07 4 06 pts

Exercice 1 :

Soit f la fonction définie pour z > 0 par f(z) =Inz + 2+ 2z - 5.

1) Montrer que I'équation f(z) = 0 admet une racine « et une seule que 1’on localisera entre deux
entiers consécutifs a et a + 1.

2) Montrer que Vitération Zn4; = 2, — f(zn); o € [a,a + 1] ne converge pas vers Q.

3) Pour quelles valeurs de X, l'itération 4y = Tn — Af (z,); 7o € [a,a+1] converge-t-elle vers o 7
Déterminer la valeur Ay de A pour laquelle Iexflaai l]|1 — Af'(z)] est minimal.

5—-Inz,

T,+2 .
5) Ecrire algorithme de Newton appliqué & f(z) = 0. Pour quelles valeurs de z converge-t-il vers

a?

4) L’itération T, = ; o € [a, a + 1] converge-t-elle vers a ?

Exercice 2 :

Soit (z,,) la suite définie par o = 1, 1 =0, Tn42 = Tn + Tnn et Ap = ZTpTny2 — 37%+17 n 2 0.
1) Montrer que A, = (-1)*, Vo > 0.
2) Calculer z,, pour n = 13,14, 15, 16.
3) Déduire la solution des systémes
144 233 z \ (377 144 233 o\ ( 378 )

(233 377)(x2)—<610)et(233 377)(7:2 T\ 609 /°
4) La matrice A de ces systémes est-elle bien conditionnée ?
5) Calculer Conde(A) = | AllollA™ | co-

Exercice 3 :
2 al
a1 B |,odaqpBe¢eR vérifient af =1et be R

1 8 2
1) Calculer p()) = det(J — AI), ot J est la matrice de Jacobi associée a A .
2) Montrer que p(—1) < 0, et étudier la convergence de la méthode de Jacobi appliquée & Az =b.
3) Calculer la matrice £; de Gauss-Seidel associée & A, en déduire les valeurs de a, 8 pour lesquelles
la méthode de Gauss-Seidel appliquée & Az = b converge.

Soit A =

Bonne chance !



Corrigé Rattrapage Analyse Numérique 2003/2004

11) f est continue pour z > O et f(1) = -2 < 0, f(2) =1n2+3 > 0, donc Ja €]1,2[: f(a) =0.

D’autre part, f'(z) =1/z+2z+2 >0, Vz € [1,2], donc « est unique.

12) o(z) = z—f(z) = 5—z—2*-Inz, ¢(z) = —1-22—1/z, |¢'|(z) = 2-1/2% > 0, Vz € [1,2],
donc 1[111121]1 l¢'} = |¢"(1)] = 4 car |¢/| est croissante, donc

|Zn11 — a] = |p(zn) — p()] = ¢/ (€,)llen — o] = 4|z, — af.

Alors ’
[z, — a] > 4™z — a] — +00 si zp # @, donc z, » a, n — oo.
13) fllz)=1/z+2z+2>0, f">0sur[1,2] et
M = max f' = f'(2) = 13/2, m = I[Tlli,;]lf' = f'(1) =5,

(1.2
donc
r[rllaz.ic|1~/\f'|=ma.x{|1—)\ml,|1—)\M|} siA>0
(pour A <0, 1 - Xf">1etz, » acomme en 2).
En effet,
MIf<M=a2dm <A <AM A>0=21-AM<1- )2 <1-2m,
de plus

1-AM] <1 -1<(13/2)X-1<1&0<A<4/13et
N-dm|<1le-1<1-5A<1a0<A<2/5
donc r{la?<I1 —Af] <1810 < X < 4/13 et pour ces valeurs de ), Iﬁaﬁ(ll ~ Mf'] est minimal en
1,2 ,

Ao €]0,4/13[ lorsque
1 — XM = Agm — 1 (examiner le graphe de A — |1 — AM] et X — |1 — Am}),
ce qui donne Ao = 2/(M + m) = 26/69.
14) p(z) = 5;:1;7 '(x) = m%f—%g_—? <0, Yz € [1,2], car le numérateur
N(z) = Inz — 2/x — 6 est croissant et N(1) = -8 < 0 et N(2) = In2 — 7 < 0, donc N(z) < 0,
Vz € [1,2], et alors

Nz _6+2/z—Inz _
1) = S e,
o) (z) = _(z+2)*/2* +2(6+ 2/ —Inx) <0, vz e[1,2),

(z+2)°
donc sup |¢'| = |¢'(1)] = 8/9 < 1. D’autre part,
{1,2]

©((1,2]) = [¢(2),¢(1)] = [(6 -~ In2) /4,5/3] = [1.076...,1.666...] C [L,2].
Par le théoréme du point fixe, la suite 7,41 = ¢(z,); To € [1,2] converge vers la racine a de f(z) =0
car z = p(z) & f(z) =0, Vz € [1,2].

L.5) fll@)=1/z+2z+2> 0, Vz € [1,2],
f(zn) 6422 —Inz,
f(zn)  2+2z,+1/z,’
Cet algorithme converge pour tout zo € [1,2] car

. feC?L,2],

. fl(x) #0, Vz € [1,2],

fM(x)=2-1/2 >0, Vz € [1,2],

- f(D)f(2) <0,

. f/(1) =5, f'(2) =13/2, donc c =1, o0

If'(e)] = min{|f'(V),|f(2)[} et |f(c)/f ()| <b-ae2/5<1

Le théoréme de convergence globale de 1’algorithme de Newton implique que JLIEO (z,) = @, V2o €
[1,2].

Tpyy = Tp, — n>0; zo € [1,2].



2]‘) Ap = Tn(Tn + Tas1) — fﬂfm = x?l + Tny1 (Tn — Tpy1) = zi ~ Tp1Zng1 = —Dpoy et
Ao = Toy — 22 = 1, donc A, = (-1)*Ap = (-1)*, Vn € N.

2.2) Partons de zo = 1 et z; = 0, on obtient : z13 = 144, 714 =233, Z15 = 377, T16 = 610.

T13+ T14 = T15 144 233 1 377 1 .
. = = tion d

23) { Trg+ Tis = Tyg = (233 377) (1) (610) = (1) est la solution du
ler systéme car det A = A3 = —1 # 0. La solution du 2éme systéme est 7’ = A7V = A'b+ A6b
car b = b+ &b, ot 8b= (1,—1)7, donc

L[ -377 233 e (1 610\ _ ( —609

AT = ( o33 _1aq4 )T =oFATOO=L S arr )T 3 )

24) 8z = ' — z = (~610,377)T est trés grand devant 6b =¥ - b= (1,-1)T, donc A est mal
conditionnée.

2.5) [|Alloo = 377, J|A" oo = 610, donc Condeo(A) = | Alleell A lo = 229970 >> 1.

0 -a/2 —1/2 p(\) = det(J — AI) = X* = § (20 + 287+ 1) A+ 3
31)&32)s=| -« 0 -8 |, p(-)<0&a’+p >1/2
-1/2 —-B/2 0 o+ B2 >2p=2>1/2
Donc 3)g €] — 00, —1[: p(ho) = 0 et alors p(J) > {do| > 1 et Jacobi diverge.
0 —a/2 ~1/2 0 —o/2 -1/2
33) L;=10 a?/2 af2-B =10 /2 a/2-0
0 —alef—1)/4 —aB/4+p2/2+1/4 0 0 B%/2
det(Cy; — M) =X — (P + )N /2+ M4=>A=0V A= (a2+ﬂ2:i: a4+54—2> /4, donc

pler) = (a2 + 82+ a4+ﬁ4—-2)/4<1©2§a2+52<5/2.



ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’INGENIORAT
3éme Année Préparatoire Année Scolaire : 2004/2005

Partiel

Module : Analyse Numérique Semestre: 1  Date : 07/12/2004 Durée : 02h
Baréme : Ex.1 (10 points), Ex.2 (05 points), Ex.3 (05 points)

Exercice 1 :

Soit f la fonction définie pour z > 0 par f(z) = Inz + 22 + 2z — 5. :

1) Montrer que I’équation f(z) = 0 admet une racine o et une seule que I'on localisera entre deux
entiers consécutifs a et a + 1.

2) Montrer que l'itération z,41 = Zn, — f(Zs); Zo € [a,a + 1] ne converge pas vers a.

3) Pour quelles valeurs de A > 0, la fonction ¢(z) = z — Af(z) est-elle contractante sur [a,a + 1} ?

4) Déterminer la valeur g de A pour laquelle max |1 — Af'(z)| est minimal.

z€la,a+1}
5—-Inz,
Ty + 2
6) Ecrire 'algorithme de Newton appliqué & f(z) = 0 et montrer qu’il converge vers « pour tout
To € [a,a + 1].

5) L'itération zp4q = ; To € [a,a + 1] converge-t-elle vers o 7

Exercice 2 :
Soit ¢ la fonction définie sur R, par :

p(z) = '1—_13‘1;1";, Vz > 0; p(0)=0et a= e(1-V5)/2,

1) Le Théoréme du point fixe est-il applicable & la fonction ¢ sur [0,a] 7
2) Montrer que l'itération z,41 = ¢(z,) converge vers ¢ = 0 pour tout zo € [0, a.

Exercice 3 :
Soit (xz,) la suite définie par
20=1 71 =0, Tpig =Tp+ Tny1, VR =2 0cet AN, = TnTnig — 3:%“, n > 0.

1) Montrer que A, = (=1)", Vn > 0.
2) Les valeurs de z,, pour n = 44,45, 46, 47 sont données par

T44 = 433494437, 245 = 701408733, z46 = 1134903170, z47; = 1836311903

Déduire la solution du systéme

(1134903170 + ¢

- ( 1836311903 — ¢ )

433494437 701408733 T
701408733 1134903170 Tq

pour € = 0 et ¢ # 0. Conclusion ?

Bonne chance !




Corrigé Partiel Analyse Numérique 2004/2005

11) f est continue pour £ > 0 et f(1) = -2 < 0, f(2) =1n2+3 >0, donc Ja €)1,2[: f(a) =0.
D’autre part, f'(z) = i-&- 2z +2 >0, Vz > 0, donc « est unique.

1 1
1. 2) o(x) =z~ f(z) =5—z—2*-Inz, ¢(z) = —1—21:—;, ¢ () =2—;2- >0, Vz € [1,2],
donc I[DII]l |©'] = 1¢”(1)] =4 car |¢/] est croissante, il vient
|$n+’1 — a] = [p(za) — p(a)] = | (€)|Zn — @] > 4lzs — @, donc |z, — af > 47|z0 — al — +oo
si 2o # a, 1.e. T, » a, n— 00.

13
13) f(x) = -—+2a:+2>0 f">0sur [L,2] et M = maxf’ f'(2) = - ™ I[rln;]lf'
f'(1) =5, doncrfla.xll Af'} = max{|1 — dm], |1 - AM]}, /\>0
Eneffet, m < f'<M=dm < \f <)\M=>1—)\]\44<1 Aff <1-2dm, deplus
1
|1—/\M|<1@—1<—§,\—1<1®0<)\<ﬁet
2
|1-/\m|<1<:>—1<1—5/\<14=>0</\<5,

4
doncmaxll M l<1si0< A< —

13
4 .. 4
1. 4) Pour ces valeursde A : 0 < A < B le max |1 — Af'(x)] est minimal en Xo €]0, —?;[ lorsque
1- /\oM Xom — 1 (examiner le graphe de A > |1 — AM| et A = |1 — Am]), ce qui donne
2 2
Ao =
T Mt+m 69
2
Inz—-—--6
L 5) p(z) = ¢(z) = —E5— < 0, Vz € [1,2], car le numérateur N(z) =
(z+2)
Inz — 2 — 6 est croissant et N(1) = —8 < 0 et N(2) =In2—7 <0, donc N(z) <0, Vz € [1,2], et
T
alors . . )
6+——Inzx (9;—;2) +2(6+—£—1n:n) 1.2], d
|(z) = ——F—g, (z) = — <0, Vz € {1,2], donc
1(6) =~ 1) 5

8
sup |¢'| = |¢'(1)] = - < 1. D’autre part,
1,2 9
—In2 5

o(11,2) = [p(2), o ()] = P22, % = [L076...., 1666... ] € [1,2).
Par le théoréme du point fixe, la suite Z,41 = ¢(T,); Zo € [1,2] converge vers la racine a de f(z) =0
car z = p(z) & f(z) =0, Vz € [1,2].

f(z.) _ 642)—Inz,
fl(z,) ~ 242z, + 1/’

16) flx)= -1-+21:+2 >0, Vz € [1,2], Tas41 = Tn— n>0; 7o € (1,2

Cet algorithme converge Vzo € [1,2] car
. f€C*1,2],
- () #0, vz € [1,2),

 f(z) =2~ % >0,Vz € [1,2],
- f(Df(2) <0,
Q) =5 11@2) =+



2
donc ¢ = 1, ot | f/(¢)| = min{| f'(1)},|f'(2)]} et | f(( ))| <b-a&e R < 1. Le Théoréme de convergence
globale de Palgorithme de Newton implique que hnc}0 (zn) = @, Yz € [1,2].

2. 1) P(z) = _(_2#1111:)_ > 0, Vz < €2, ¢ est strictement croissante pour z < €, z #eet a <1
nz ,
donc

([0, a]) = [(0), ple)] = [0, §

en effet, 2 cacara=e-VA2 ¢ 1, done [0, a] est stable par ¢. D’autre part

a
—a) € 10,9,

l1-ha
L—?(;II;|<P|—?UP‘P' ¢(a) =1,
en effet ¢"(z) = % >0, Vr € [0,a], ¢ est strictement croissante sur [0, a], donc
z(l-Inz

L= ()= 2—Ina  2- (1-+5)/2
? (1-Ina)’ (1—1—f)/2)

La fonction n’étant pas contractante, le théoréme du point fixe n’est pas applicable & ¢ sur [0, al.

= 1.

22) On distingue deux cas : o € [0, o et 7o = a. Pour tout zo € [0, af, il existe 0 < a” < a tel

que zo € [0, a*] et on applique le théoréme du point fixe & ¢ sur [0, a*]. Comme [0,a*] C [0,a], on a

a* *

([0, a7]) = [p(0), ()] = [0, 7 —
pour les mémes raisons qu’en 1). D’autre part,

2 —lnao*

a
* < *
] € [0,a*], car e <©

L* = sup |¢'| = sup ¢’ = (@) = ——
[0,0°] [0,a*] 1- lna)

car ¢’ est strictement croissante sur [0, a*], donc
a* <a=L*=¢(a') < ¢'(a) =1 et ¢ est L*-contractante sur [0, a*},
donc z,41 = ¢(z,) converge pour le zy choisi dans [0, af.

< a, donc z; < zy. Comme ¢ est croissante,

Maintenant, pour zo = a, z; = p(zy) = T
~lna
on a Inyy < T,, Vn, donc z, est décroissante et minorée par 0 car zo € [0, ] et [0, o] est stable par

¢, donc z,41 = ¢(z,) converge pour tout zy € [0, a].
La limite ¢ de (z,) vérifie : £ = ¢(£), donc £ =0o0uf =1 mais £ =1 ¢ [0,a] car a < 1, donc
£=0. ‘

31) Ap = To(Zp + Tuy1) — 224y = T2 + Tni1 (Tn — Tng1) = 12— Tp1ZTpp1 = —Dpog et
A = Tz — 22 =1, donc A, = (- )"Ao—( 1)*, yneN.

3'2) {.’L‘44+$45i1§46 & Ar=b ot A= <m44 :645)7 b— (246)%30: <i> ost la

Tg5 + Ta6 = Ta7 Tys T4 47
solution du systéme pour € = 0 car det A = Ay = 1 # 0 d’apreés la question 1).
La solution z. pour ¢ # 0 du systéme est z. = A~'b, = A71b + A716b car b, = b+ db, o0
b= (z46,247)7, 6b = (e,—¢)", donc (puisque det A = 1)

[ T —Tss _ e (1 zy7 \ _ [ 1+1836311903¢
A _<—$45 T4 )etz_a:—}-A 5b—(1)+€<—x46)_(1—11349031706 ’
On voit que 6z = 7, — = = (1836311903, —1134903170¢)7, alors que b = b, — b = (¢, —¢€)7,

i.e. donc la solution z du systéme Az = b est trés sensible aux perturbations sur les données. Par
exemple si € = 1073, z, = (1836312.903, —1134902.170)7.



ENPEI 3eéme Annee Préparatoire. 2004/2005
Epreuve de Synthese d’Analyse Numérique
10/01/2005. Durée 02h

2 -1 0 1
Solent A=| -1 3 -1 |,b=| 2
0 -1 2 1

Partie 1 : (05 = 01 4+ 02 + 02 pts)

L1. Calculer A, A®. En déduire la factorisation A = LU, L; = 1.

1.2. Résoudre Az =y = (y1,y2,y3)T € R® par cette factorisation. En déduire A=,

1.3. Déterminer la factorisation A = LDLT, L; = 1. En déduire la factorisation de Cholesky
A=RRY R; >0, ol R est une matrice triangulaire inférireure.

Partie 2 : (06 = 01 + 01 + 02 + 02 pts)

2.1. Ecrire les algorithmes de Jacobi et Gauss-Seidel appliqués 4 Az = b.
2.2. Montrer que ces algorithmes convergent.

2.3. Calculer J, M leos p(J) et ﬁl, 1£1]loo, p(L1):
2.4. Pour 2° = (0,0,0)7 et £ = 10°, calculer les nombres d’itérations ki et kg & effectuer par ces

deux algorithmes pour avoir respectlvement
llz* ~ z|loo < €, Vk > ky par Jacobi et |z — 2|0 < €, Vk > ko par Gauss-Seidel.

Partie 3 : (05 =02 + 02 + 01 pts)
-
3.1. Calculer A? et déterminer sa factorisation de Cholesky A? = RTR, ot R est une matrice

triangulaire supérieure.
3.2. Montrer que si A = QR ol R est la matrice de 3.1, alors QTQ = I.
3.3. Calculer Q.

Partie 4 : (04 = 02 + 01 + 01 pts)
4.1. Calculer det(A—ATI). En déduire A;, Mg, As ainsi que V1, V2 V3 tels que AV* = \, VF, k=1,2,3.

4.2. Déterminer une matrice U telle que U TAU = A = dzag )\1, Ao, A3} et U™t =0T,
4.3. En déduire les formes yy : R? — R telles que z7Az = >, | My2(z), Yz € R3.

Bonne chance !



Corrigé Synthése Analyse Numérique 2004/2005

2 -1 0 2 -1 0 2 -1 0
Ll.a=| -1 3 <1 ], 40=| 052 -1 |,40=] ¢ 52 -1 |.
0 -1 2 0 -1 2 0 0 8/5

1 00 2 -1 0
A=LU; L={ -1/2 10},0U=40=|0 5/2 -1].
51

0 —2/ 0 0 85
(! 1 [ P +2p+ys
1.2. Lr=y=z={ y/2+y etUx=z=>x=§ 2y +4ya+2ys | = A7y
Y1/5+2y2/5+y; Y + 2y2 + Sys
1 00 2 0 0
1.3. A=LDIT; L= -1/2 10|,D={03572 o],
0 -2/5 1 0 0 8/5
0

1 00 V2 0 V27T 0 0
R:LD1/2=(—1/2 1 0)( 0 /5/2 o):(-ﬁm 5/2 0 )
0 -2/5 1 0 0 /38/5 0 —V2/5 2¢/2/5

it = (zh + 1) /2 oyt = (zh+ 1) /2
2.1. { 1= (27 +25+2) /3, o+l = (o p gk g 2) /3 , 2° € R? donné.
zyt = (25 + 1) /2 o5t = (5t + 1) /2
2.2, Aest a diagonale strictement dominante (2 >1+40, 3>1+1, 2>0+ 1).
0 1/2 0 0 1/2 0 B _
23 =13 o3|, =0 1/6 13|, Hi"i’r “_2{?’2 p(‘(]g_i/l‘g
0 1/2 0 0 1/12 1/6 oo = 3/2, pIA1) =
En effet, det(J — M) = X* — A/3 et det(L; — M) = A® — X?/3 (ou bien p(L,) = p2(J)).
2.4. Jacobi : 2° = (0,0,0)7, 2! = (1/2,2/3,1/2)", ||2! — 2% = 2/3, £ = 10,
1 -Vl
k> (LJ—”—)E) /1n || J]|eo = 35.782, ky = 36.

llz! — 2%
Gauss-Seidel : z° = (0,0,0)", ! = (1/2,5/6,11/12), ||z* — 2 = 11/12, £ = 1078,

kE>In ((il”ﬁ—l”ﬁ)ﬁ> /|| L1l = 20.806 , ky = 21.

2! — 2o
5 —5 1 V5 —V5  1/V/5
3.1. A2:<—5 11 —5)=RTR;R=< 0 6 —2\/6/3).
1 -5 5 0 0 44/2/15

3.2. A=QR=AT = RTQT, donc RTR = A? = ATA = RTQTQR qui donne QTQ = I.
2/vs  1/V6  1/v30
3.3. Q=AR' = ( -1/v5 V6/3 /30/15 ) .
0 -1/v6 +/30/6
4.1, det(A- M) =X -0+ 1A~ 8\ =1, My =2, A3 =4,
Vi=(1,1,)7, V2= (-1,0,1)7, V3=(1,-2,1)".
172! V2 V3 1/\/§ _1/\/§ 1/\/6 ”V1”2 = \/g
42. U= [ Vi Tz T3 ] =1 1/V3 0 ~2/v6 | car ||V2), =2
IVl I1V2l” V3], V3 V3 1V6 V3, = V6
U est la matrice de passage de {e¥}a {V*/|[V¥|,}, elle vérifie U"1AU = A & A = UAUT et
U™ =UT car A est symétrique et les vecteurs colonnes de U sont orthonormaux deux a deux.
4.3. T Az = sTUNU ¢ = (UT2)TA(UTz) = yTAy = 3o_, Myt avec y = UTz, donc
yl(l') = (.’L’l + x9 + IL‘3)/\/§, yz(.’L‘) = (—.’171 + .’133) /\/i, y3($) = (.’L'] — 21?2 + 213'3) /\/—6




ENPEL 32me Année Préparatoire. 2004/2005
Epreuve de Rattrapage d’Analyse Numérique
13/06/2005. Durée 02h

Exercice 1 :
Soit f la fonction polynomiale définie par
f(z) = 120 — 600z + 600z — 200z° + 252" — z°, T €R.
1) Montrer que I'équation f(z) = 0 admet cinq racines réelles strictement positives a, 02, a3, 04, @5-

2) Localiser ces racines dans des intervalles [a, b] du type [p,p+ 1], 0t peN.
3) Calculer des approximations de ces racines & 10~6 prés par la méthode de Newton

flz,) a+b )
Tntt =Tn — () commengant en Iy = pour chaque racine.
Exercice 2 :
A 1 -1 0 1
Solemt A= -1 2 -11}],b=|1],e>0
0 -1 1+e¢ 1

1) Ecrire les algorithmes de Jacobi, Gauss-Seidel appliqués & Az = b.
2) Calculer les matrices de Jacobi J et Gauss-Seidel L, associées 3 A.
3) Calculer p(J) et déduire p(£;) poure #lete=1.
4) Montrer que ces algorithmes convergent.
5) Dans le cas ot € = 1, 2° = (0,0,0)7, € = 1075, calculer les nombres Jd’itérations ki,
pour avoir respectivement '
l|lz* — z||2 < &, Vk > k; par Palgorithme de Jacobi,
llz* — z|l2 < &, Yk > k; par P’algorithme de Gauss-Seidel,

ko & effectuer

Lk
(Choisir resp. L = p(J), p(£;) dans la majoration flz* —zlj2 < - Lllxl —2s <& VE2 1)

Bonne chance !
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1.1 T 0 1 1241 3 4 7 8 12 13
T f(z) | 120 | 56 | 88 | 102 { —104 | —62 | 952 | 3288 | —2948

1.2, oy €00,1), az€1,2], as € [3,4], a4 €[7,8] ,a5 € [12,13].

n T n T n Ty n Ty n Ty

0 0.5 0 | 1.500000 || 0 | 3.500000 || 0 | 7.500000 || 0 | 12.500000

1]0.1120181 |[ 1 | 1.413873 |[ 1 | 3.600294 || 1 | 7.140092 || 1 | 12.650750
1.3. [2770.2380630 || 2 | 1.413403 |[ 2 | 3.596431 || 2 | 7.087021 || 2 | 12.640850

31 0.2627551 || 3 | 1.413403 || 3 | 3.596426 || 3 | 7.085811 || 3 | 12.640800

4 [0.2635504 || 4 | 1.413403 || 4 | 3.596426 || 4 | 7.085810 || 4 | 12.640800

5 [ 0.2635603 |[ 5 | 1.413403 || 5 | 3.596426 || 5 | 7.085810 || 5 | 12.640800

a; =0.2635603. ..
as = 12.640800. ..

, ap=1.413403..., a3 =3.596426..., ay = 7.085810.. .,

k+1 k+1
=3 +1 =z5+1
2.1. { Z+i (171 +x3+1) 12 :+1 ( :+1+$3+1) /2, 0 € R3 donné.

$3+ ($2+1)/ 1+5) +1 _ ($+1+1)/(1+6)

1 0 0 1 0
2.2. J= (1 2 0 1/2 |, 0 1/2 1/2 :
1/(1+¢) 0 0 1/2(e+1) 1/2(e+1)
2.3. det(J—/\I):X’—%)\, p(J) = %%

2 3
2 (851 1)’ Sie=1, p(£1) =+ 7 ar A est tridiagonale.

24. p(L)) = p*(J) = CrD

=Ny =ANA3=1>0, Ay =¢ > 0, Jacobi et Gauss-Seidel sont de méme nature, donc ces deux

Sie=1, p(J)=§.

p(L1) = p*(J) =

< 1 ou bien A est tridiagonale symétrique définie positive, car

algorithmes convergent.

2.5. Jacobi: 22 = (0,0,0)T, z' = (1,1/2,1/2)7, |lz* — 2°)|2 = \/3/2, p(J) = }V/3, £ =1075,
(1—p(J))e
R kLl ) _ _
> In (”xl Lol ) /mel) = 1114309839, by = 112
Gauss-Seidel : 20 = (0,0,0)7, z! = (1,1,1)7, |jz' — 2%z = V3, p(L1) =3/4, e =1075,

1—p(L
k>1n ((—Iﬁl—[%;l)lr> /Inp(Ly) = 54.75179920, ky = 55.
- 2



ENPEIL 3éme Année Préparatoire. 2005/2006
Partiel d’Analyse Numérique
27/03/2006. Durée 02h
Baréme : 4 + 6 + 6 + 4

Exercice 1 :

2
Soient =g -z -1 — =1 _ 1,2
oient f(z)=x3 -2 —z — 1, p(x) +\/$+1, z € [1,2]

1) Montrer que P’itération z,,; = p(z,) converge vers 'unique racine réelle a de f(z) = 0 pour tout
To € [1, 2} .

2) Quel est le nombre d'itérations suffisantes a effectuer pour atteindre la précision |z, — a| < 1076
sachant que g = 1.5

3) Comparer ce nombre avec celui qu'on devrait effectuer par la méthode de Dichotomie pour attein-
dre la méme précision.

Exercice 2 :
Soient F(z) =z — f(xr) =0, f(z) =Iln(z® +4), z € R. On définit z,,, = f(z,), zo € R.
1) Montrer que |f'(z)] < %, vz € Ret (T —zn] <
déterminer.

2) Montrer que la fonction z — f(z) admet un point fixe unique s dans [2, 3].

3) L’itération x4 = f(x,) est-elle convergente vers s pour tout o € [2,3] ?
-2

. 1
4) Si zo = 2, montrer que |z, — 5| < prary Vn € N*.

30 vn € N, ou C est une constante a

5) Pour € = 10~%, déterminer n; € N* tel que |z, — s| <&, Vn > n;.
6) Pour le méme ¢, déterminer n, € N* tel que |z, — s| <&, Vn > n, par la méthode de Dichotomie.
La valeur de n, est-elle prévisible par rapport a celle de n, ?

Exercice 3 :
1) Séparer les racines de P’équation f(z) = sin (95z) + V1 — 2% = 0 situées dans l'intervalle [0,0.2].
2) Combien de racines I'équation g(z) = z7 — 2z° — 3z + 42* — 5z + 7.54 = 0 admet-elle dans
lintervalle {2, +2] ?
3) Montrer que équation h(z) = z* — 162° + 72z* — 96z + 24 = 0 admet 4 racines réelles positives
a) < ay < az < ay que 'on localisera dans des intervalles de la forme [k, & + 1], k € N.
4) Déterminer des approximations de ay,as, 03,04 8 10~% prés par la méthode de Newton com-
mencant respectivement aux milieux des intervalles trouvés précédemment.

Exercice 4 :
Soit z un nombre réel et fl(z) la représentation de z en base décimale par n chiffres significatifs
exacts dont p est le premier chiffre de cette représentation (& gauche). Montrer que ’erreur relative
due & cette représentation est inférieure & 1/ (p x 10™7!).
N.B. Les n chiffres significatifs exacts de = dans fI(x) sont ceux qui vérifient |z — fl(z)] < 0.5x 107"

Bonne Chance !



Corrigé Partiel Analyse Numérique 2005/2006

1.1. z+— f(z) = 23— 22 — z — 1 est continue sur R et f(1) = -2 <0, f(2) =1 >0, donc
Ja €]1,2]: f(e) = 0. De plus, f/(z) =322 ~20—1=(3z+1)(z—-1) >0, Vz €]1,2], donc a est
unique. En fait, d’aprés le tableau de variations de f,ona: f (x) <0, Yz < 1et f est strictement
croissante pour z > 1, donc a est unique dans R.

Pour tout z € [1, 2] on a

a) T = (x)@x_1+\/—‘®x 1—\/—®(a:—) m+1

siE-1)Yz+)=2e1-2-2z-1=0, Vz €[1,2] (0.5 pt)

p(@) =1+v2(z+1), (z) = —if- (z+1)"*%, Vz € [1,2], donc ¢ est décroissante sur
[1,2].

b) ([1,2]) = [¢(2), ¢(1)] = [1+\/—' 2] C[,2. (0.5 pt)
c>wcwr—¥3@+4r”%|¢|<)——4ﬁk +1)™? <0, done
sup l¢'| = ¢’ (DI = \/i2 3% = i <1 (0.5 pt)

D’aprés a), b), €) Znpy = ©(z,) converge vers a pour tout zo € [1,2] en vertu du théoréme du
point fixe (0.5 pt).

1.2. L=1/4, e=107% z5 = 1.5, 1 = p(zo) = 1.894427191. . .,
1- L

no—[ <( )8)/lnL]+1=[9.502]+1=10.

z; : (0.25 pt), formule de n, : (0.25 pt), np : (0.5 pt)

b—a

1.3.a=1,b=2, nlz[ln<

L =1/4 < 1/2. En fait, ny ~ 20 = 2ng et L = (1/2)*.
Calcul de n, : 05 pt, Comparaison : 0.5 pt

) /In 2j| = [19.931] = 19. On voit que n; = 19 > ng = 10 car

2.1. f(z) =In(2?+4), f’(x) = -f—ii, z € R, donc
|f'(2)] < %— zlx'4 <z edlal<a?+ae (2l - 22>0,vzeR (0.5 pt)
hm~%bV%%mwm=WM(—%MKlm—%ﬂ

l 5 11 — Tna] <. < — lxl ~ x|, ¥n € N, done C = |z; — Zol- (0.5 pt)

2.2. F est contmue sur [2, 3], F(2) —2 In8 = —0.07944 < 0, F(3) =3 —In13 = 0.435 > 0, il
existe s €]2,3[: F(s) =0 s = f(s). F/(z) =1 — f'(z) > 0 car —1/2 < f'(z) < 1/2, Vz € R, donc
s est unique. (0.5 pt)

2.3. On applique le théoréme du point fixe & f sur le fermé I = [2,3]. f est 1-contractante sur I
d’apres (2.1) car f est dérivable et |f’| < 1/2 sur I. D’autre part

F(I) = [f(2), f(3)] = [In8,In13] = [2.079...,2.564...] C I
car f est strictement croissante sur I, donc I est stable par f. La convergence de z,41 = f(z,) pour
tout zg € I découle du théoréme du point fixe.

Stabilité : (0.5 pt), Contraction : (0.5 pt), Convergence : (0.5 pt)

2.4. Ona Imn —3| < 1-L ll’l '—270‘, Vn € N*, ou L= 1/2, Ty = 2, Ty = f(.’L'()) = 1118, comme
|z1 — zo| = |In8 — 2| = 0.0794 ... < 0.08 = 23 x 1072, il vient




) i —2
|$n—s|§1_L|x1—x0| (1/1)/2x2"’ 0‘2~§2— vn>1. (01 pt)

L (1-L)e
2.5. 0 n— 8| < -zl < > In L.
nalz s[_l_lel xol_eén_m('xl__%l)/

Pour L =1/2, € = 1075, 7y = 2, 7, =In8, on trouve n > 13.955, donc ny = 14. (01 pts)
2

(Avec la majoration il = < 1073, on trouve n > 4+ 3In10/ In 2 = 13.965, donc le méme ny).

2.6. Par la dichotomie, on a |z, — 5] < b?—— <e=zn+l2> ln———/ln2
Comme a =2, b=3, ¢ =107% on trouve n > 5In10/ln2-1= 15 609, donc na = 16. La valeur
de ns est prévue proche de n, sans calcul car L =1/2. (01 pt)

Pour zo = 2.5, cette comparaison est encore plus prévisible, on trouve z; = In (10.25) et n > 15.
076, donc n; = ny = 16.

3.1. f(z) = sin(95z) + VI— 2, = € [0,0.2]. On utilise les racines de sin(95z) = 0 dans [0,0.2]
pour esquisser un tracé du graphe de  +» sin(95z) et son intersection avec T — —+/1— 22 (le quart
du cercle).

sin(95z) = 0 = 95z = kn = 2, = kn/95, k€N
2 €[0,0.2) ¢ 0 < k1/95 < 02 & 0 < k < 19/7 =6.047,

Donc sin(95z) = 0 admet 7 racines zx = kn/95, k = 0,1,2,3,4,5,6. On voit, d’aprés I'intersection du
graphe de z — —+v/1 — 22 avec celui de z > sin (95z) , que f(z) = 0 admet 6 racines a;, g, a3, @4, 5, 6
dans [0, 0.2] telles que:

ay, Qg 6]1'1,932[, a3, a4 €)23, Taf, a5, 06 €]$5,$6[-

On sépare ces racines en prenant les milieux respectifs 12, T34, Zs6 de ]1, o], |3, %al, ]Ts, gl
On obtient alors le tableau des valeurs de f aux points x,, Z12, Z2, T3, T34, T4, Ts5, T56, L6

z f(z)
3.306939635 x 102 0.999453058 3
4.960409453 x 102 | —1.231040828 x 1072
6.613879271 x 1072 0.9978104332
9.920818906 x 102 0.9950666990

0.1157428872 —6.720792495 x 1073
0.1322775854 0.9912127106
0.1653469818 0.9912127106
0.1818816800 —0.0166795769
0.1984163781 0.9801178179

En définitive

a1 €1, T1a[=]7/95, 37/190], @ €]t12, T2[=]37/190,27/95(, as €]zs, Taa[=]37/95, 77/190],
. €] T34, Ta[=]77/190,47/95], a5 €)xs, T56[=]57/95, 117/190[, s €|zs6, z6[=]117/190, 6m/95(.

Les intervalles trouvés ne sont pas obligatoires, ils peuvent varier d'un étudiant & un autre. Par
exemple, on peut trouver



f(z)

4.5 x 1072 | 9.3126506 x 102

5x 1072 | —5.4357277 x 1074

5.5 x 1072 0.1270191
0.11 0.1391014
0.115 —4.1453009 x 1073
0.12 7.3446095 x 1072
0.175 0.1907674
0.18 —3.9778312 x 1074

0.185 2.6296590 x 102

ou

z f(z)
1.653468 x 102 1.999863
4.960405 x 10~2 | —1.231015 x 10~3
8.267342 x 1072 1.996577

0.1157428 —6.720781 x 103
0.1488122 1.988865
0.1818815 —1.667953 x 1072

0.2 1.129673107

Fonction z + sin(95z) + v/1 — 22




!
VRV

Fonctions z +> sin(95z) et z > —v1 — z?

Ces valeurs sont données A titre indicatif, I’essentiel est de trouver six changements de signe de

f;

0.5 pt par racine (3 pts = 0.5 x 6)
3.2. On choisit quelques points pour esquisser le tracé du graphe de z — g(z) = 7 —22°% 323+
42% — 5z + 7.54 et voir son intersection avec axe des z. Les intervalles disjoints localisant les trois

racines dans [—2, +2] ne sont pas uniques. On donne ici quelques exemples de valeurs de g.

On trouve 3 racines de g(z) = 0 dans [—2,+2].

) z o(z) 5 e

=3 —6.46 —1.98 —2.032232 — —6 46

] 20.54 —1.97 | 4.1663412 x 1072 19 12191806 1

0 7.54 1.31 | 1.4865808 x 1072 { 2'5 0 3'45 480057

1 2.54 1.32 | —2.2617916 x 1072 135 | —9704093516 x 102
1.4 | —0.0671296 1.41 | —3.3593133 x 1072 1' 15 '0 9111227414

2 53.54 1.42 | 1.0408521 x 1072 . -




101
J—
4 M"-\_\
.. ~—
T G T ¥ T T ¥ ] 1]
D 1

Fonction z — z7 — 22° — 323 + 422 — 5z + 7.54

11 faut trouver trois changements de signe de ¢
0.25 pt par racine (0.75 pts = 0.25 x 3)

3.3. =+ h(z) = z* — 1623 + 722 — 96z + 24 est continue sur R* et change de signe comme
Pindique la table

T 0 1 (24 3 9 10
h(z) |24 | —15 |8 |24 | —120 | —111 | 264

Donc 3a; €]0,1], Joz €]1,2[, Jaz €4,5], Jay €]9,10] tels que f(a;) = 0, ¢ = 1,2,3,4, avec
o < ap < az < 4. ( 0.75 pt)

3.4. h(z) = z* — 162 + 7222 — 96z + 24, K'(z) = 4 (z® — 122® + 36z — 24),
o h(z,) = 7222 —32z3 +3z), — 24
T T () T 4(36T, — 1222 + 28 — 24)
Ig = 0.5V(L‘0 = 1.5V.’L’0 =4.5V£L‘0 =95

(0.5 pt)

Tp =

ITp — 0

I — Q3

Ip — Qg

0.5

0.2764085
0.3204643
0.3225431
0.3225477
0.3225477

Uk W N = O3

1.5 -

1.772059
1.745897
1.745761
1.745761
1.745761

4.5

4.537162
4.536621
4.536620
4.536620
4.536620

9.5

9.399695
9.395081
9.395071
9.395071
9.395071




0.25 pt par racine (1 pt = 0.25 x 4)

4. Soit m le nombre de chiffres apres la virgule de la représentation de z, p le premier chiffre
cette représentation, E, Perreur absolue et E, Derreur relative. On a

T=0109...01_mbiba... by .., fl(z) =amas... .00 mbiba.. . by, ay=p>1, n>1
E, <0.5x 10™, '
donc

z>px 101  (1pt)
z>px 1071 -05x10, (1 pt)

donc
0.5 x10™™ 0.5 1 1

E, < = = &
px10m-m-1_05x10-" px10~1-05 2px10~1—-1 " px10"?

car
2p x 10" —1>px 10" pour tout n>1 (1 pt)

(1 pt)



Ecole Nationale Préparatoire aux Etudes d’Ingéniorat
Analyse Numérique. 3éme Année. 2005/2006
Epreuve de Synthése
22 Mai 2006. Durée 02h

Exercice 1: 05 pts =2 + 1 + 2

110 0
. 15 2 0
Soit A=1 4 5 19 3
00 3 17

1) Déterminer la factorisation de Doolittle A = LU, Ly =1.
2) En déduire la factorisation A = LDLT, Ly = 1.
3) Montrer que A est définie positive et déduire de 2) sa factorisation de Cholesky A= RRT.

Exercice 2: 05 pts =2 + 1 + 2

1 -1 1 0 U

. _ -1 3 -3 2 . Y2
Solent A = L 3 6 -5 |’ Yy = "
0 2 -5 9 Yy

1) Déterminer le systéme triangulaire A®z = y® obtenu a la 3éme étape d’élimination de Gauss.
2) Déterminer la factorisation A = LU, Ly = 1.
3) Montrer que y® = L'y, en déduire L~ & partir de 1).

Exercice 3: 05 pts=1+142+41

3 01 3 1
. -6 4 2 -4 0 Lo
Soient A = 3 9.0 -2 |’ b= 0 ,oua € R.
3 -1 a 3 0

1) T&"iangulaﬁser le systéme Az = b par la méthode de Gauss ordinaire.
2) Pour quelles valeurs de o la matrice A admet-elle une factorisation A = LU, Ly = 1. Déterminer

cette factorisation.
3) Reésoudre le systéme Az = b par cette factorisation.
4) Que représente z pour la matrice A™*. Justifier !

Exercice 4: 05 pts =2+ 1+ 1+ 1

2 2 -1 1 4

) 4 3 —-1 2 6
Soient A = S 5 —3.4 | b= 19
3 3 -2 .2 6

La triangularisation gaussienne de A est équivalente & la multiplication de A par un certain de nombre
de matrices inversibles Ey, k = 1,2, 3.

. 1) Déterminer ces matrices Ey, k= 1,2,3.

2) En déduire la factorisation A = LU de Doolittle.

3) Résoudre le systeme Az = b par cette factorisation.

1



Corrigé Synthése Analyse Numérique 2005/2006

Exercice 1: 05 pts =241+ 2

110 0 1100 1100
04 2 0 0420 0420
M = @ — ®) = -
1 4 0 2 10 3 A 009 3 Y}’ A 009 3 s
00 3 17 00 3 17 000 16
1 0 0 0 1100
1 1 0 0 042 0
- @) — 7 —
L=lo12 1 o7V |009 3
0 0 1/31 000 16
2) A symétrique = A = LU = LDLT, ou D = diag{1,4,9, 16}, D'2 = diag{1,2,3,4}.
3) A=1>0, Ay=2>0, A3=3>0, Ay=24>0, donc Aest SD.P
1 0 0 0 1000 1000
1 1 0 0 0200 1200
= T ) = 1/2.: =
A=RT, M =& 012 1 0}{0030 0130
0 0 1/3 1 0004 0014
Exercice 2: 05 pts =24+1+ 2
1 -1 1 0y 1-1 1 0 wu
o § 1 3 -3 2y - 0 2 -2 2 ;m+w
1 = M = 2 M= ,
) Btk A= AR, A 1 -3 6 54 |' 4 0 -2 5 -5 -t +Us
0 2 =5 9y 0 2 -5 9 wm
1 -1 1 0 1 -1 1 0wy
0 0 3 -3 yg+y3 | 0 0 3 -3 ;p+ys
0 0 -3 7 — Yo+ 0 0 0 4 —y+ys+u
1 -1 1 0 7] 1
A® = (AO)® Opey®e |0 2 2 2 2| _| Bt
(AP|y¥)), done A¥z =y & 0 0 3 -3 o - By
0 0 0 4 7 —th+ Y3+ Ya
1 0 0 0 1 -1 1 0
-1 1 0 O 0 2 -2 2
= = = AG) —
A A & ;] -11 0 |"U=4 0 0 3 -3
0 1 -11 0 0 0 4
YAz =y e LWz=y o Uz=L'yet A®z=y® & Uz =1y®, donc y® = Ly
()} 1 000 1 000
1 100
D’ as 1 (3)2 y1+y2 s 1 1 0 0 o -1
aprés 1) y ¥+ s 0 110 |Bdonl 0 110
~t+Ys+Ya -1 011 -1 011
Exercice 3: 05pts=1+1+241
3 01 31 3 0 13 1 30 1 3 1
= -6 4 2 -4 0 ~ 0 4 4 2 2 - 04 4 2 2
= (1) e @)
e -3 2 0 =20 r 0 2 111 Lo 0 0 -1 0 0
3 -1a 30 0 -1 a=1 0 -1 00 a 1/2 -1/2
30 1 3 1 301 3 |
04 4 2 2 04 4 2 2
(3) — 3y — p3 =
A 00 -1 0 0 Ona A¥z =b" & 00 -1 0 z 0
00 0 1/2 —1/2 00 0 1/2 —1/2



1 0 0 0 30 1 3

-2 1 0 0 04 4 2
2) a € R quelconque, A= LU, L = 112 1 0| U= 00 -1 0

1 -1/4 —a 1 00 0 1/2

4) z = (4/3,1,0,-1) est la lére colonne de A} car b=e! et Az = ¢! &> z = Ale! et A~lel est
la 1ére colonne de A™1.

Exercice4: 05 pts =2+ 2+ 1

AWz = b(V) b= ElAl' = Eb AN = E]A (1) = Eb
1) A@ g = p? -~ EQA(I)Z' = E2b(l) = A®) = EQA(I) = E2E1A y b@ = EyELb
A® g = b & B3 APz = E3b® A®) = B3A®) = BB Br A (B = E3EREnd
2 2 -1 1 2 2 -1 1 2 2 -1 1
0 -1 1 0 0 -1 1 0 0 -1 1 0
1 — @) — @) —
A 0-3 1 o |'4 00 -2 o |4 0 0 -2 0
0 0 -1/2 1/2 0 0 -1/2 1/2 0 0 0 1/2
1 000 1 0 00 10 0 0
-2 100 01 00 01 0 0
Ev=( 4 o10]°'2=lo 310" B={00 1 0
-3/2 0 0 1 0 0 01 00 —1/4 1

Si on raisonne par coefficients, i.e. on considérant une matrice de transformation 7} pour chaque
coeflicient & éliminer, il faudra déterminer 6 matrice Ty, k = 1,6 telles que T3T2T) = Fy, TsTy =
E;, Ts = E35. Ces matrices T} sont données par

(1000 [ 1 000 1 000
2100 0 100 0 100
=l o o102 40105 0 010}
\0001) \ 0 001 ~3/2 0 0 1
(1 0 00) /1000 10 0 0
0 1 00 0100 01 0 0
T=lo 310 B={oo10 "% o0 1 o
\0 0 0 1) 0001 00 —1/4 1

Comme T5 = I, on a en réalité 5 matrices T, k = 1,6, k # 5 telles que
T3TTy = Ey, Ty = E,, Tg = Ej. Les inverses des T} sont simples & déterminer

1000 (1000 1 000
p-i_|2r00) o foroo0o] ., [0 100
P lootro ) Tla0o e 0 010])
\ 000 1) \ 0001 3/2 0 0 1
1000\ (10 0 0 1 0 0
S, _Jot1o00) .., (01 0 0 ettt _ | 210
To=los1of[ T =|loo 1 o =T LT =| 4 3
\0 00 1) 00 1/4 1 3/2 0 1/4
1 0 0 0
) U=A® = BEEA=> A=LU; L=E'E; By = i;?g
3/2 0 1/4 1

3 Ly=b=y=(4,-2,2-1/2)"  Us=y=>2z=(1,1,-1,-1)T.

- o o o



Partiel de Rattrapage d’Analyse Numérique
e ENPEI 2005/2006

Exercice 1 : 05 pts
Soient les denx équations f(x) =« + 0 =1 =0, glx) = 20 -1=0, v €01
1) Montrer que f(r) = 0 admet une racine et une seule a € [0017 et g(x) = 0 admet une racine et une seule
Je(0,1].
2) Montrer que les itérations @, = /(22 + 1) ety = 1/(x2 +2) convergent respectivement vers o et 3
pour tout ag € [0, 1].
3) Quel est le 11()111])1’(‘ d'itérations ny A effectuer par @, = 1/(:17,';)] + 1); wg = 0.5 pour avoir
Ty — ) <1077 Vi >y
et le nombre 1t(‘1 (mons ny & effectuer par .y = 1/( © 4+ 2)0 a9 = 0.5 pour avoir
l, = 3] < V> .
4) Comparer 1 et 1y avee le nombre d'itérations N a effectuer par dichotomie pour approcher a et 3 avec la

méme précision.
5) Peut-on prévoir dCapres 2) que iy < N < ng 7 Justifier.

Exercice 2 : 05 pts

A Y _

Soit 'equation f(x) = 2% — 92 + 1820 — 6, @ >0

1) Montrer que /(1) = () admet trois racines «, 3,7 strictement positives tels que O < o < 3 < . Localiser ces

racines dans des intervalles du tvpe [pyp+ 1, p € N

2) Quel est le nombre ng d'itérations a effectner par dichotomie pour approcher ces racines a 107 prés.

3) Soit plr) = -— (() + Q¥ — :1':‘) ;> 00 Montrer que Uitération @, = ¢(,) converge vers v pour tout g

‘ I)I)r\]t(‘“r”” al m tervalle U) P+ l] tronve en l) contenant .

4} Quel le nombre g d'itérations A effectuer par a,,. () pour avoir b, — o] < 107 ¥ > ny sachant
1 I ! = @) ] 1

que g est l(\ milien de Pintervalle [p,p -+ 1] trouve en 1).
5) Comparcr ng et ny ot expliquer porrquol la méthode de dichotomie converge plus vite.

Exercice 3 : 10 pts

Soit f() =t =223 —Ga? + 20 +1=0, v €R.

1) Montrer que P'équation [} = 0 admet qn,m(* racines réelles o, oy, (r';,(u

2) Localiser oy, avg, o, vy 1)111\ en donner <l s valenrs approchices & 1079 pros par Dalgorithme de Newton.

3) Eu posant a0 = 1+ 1/2 dans f(x) , montrer que cette dquation se réduit A 4 at? L b+ ¢ = 0, on
a,b, ¢ € R sont a calculer,

4) En utilisant la factorisation 11+ at? + bt + ¢ = (2 + ot + 3) (2 + Mt + 1), determiner le systéme non-linéaire
vorifie par o 3, A, .

5) Montrer que A est solution dmne équation polynomiale de degre 6 a trouver,

6) En posant s = A%, montrer (u'on se raméne A une équation polynomiale du 3-eme degre. Montrer que les
racines exactes o, e, g, g sont données. a Fordre pros. par

ap = 5(1+ 0+ \/1( ) + >f) =3.520 147021 .. .,
(\Q:}E(H\/—- V10 +2v/5) = —0.284 0790438 .,
oy = 11— VB4 V1 )—>ﬁ):().5575:;05158,..,
= 51— VB = V10 - 2v/5) = ~1. 793604 493 . ..

Bonne Chance !



Ecole Nationale Préparatoire aux Etudes d’Ingéniorat
Analyse Numérique. 3¢me Année. 2005/2006
Epreuve de Rattrapage

Exercice1: 05 pts =241+ 2

42 2 32
. 217 5 5
Soit A=1 5 ¢ 35 g

2 5 8 67

1) Déterminer la factorisation de Crout A = LU, U = 1.

2) En déduire la factorisation A = UTDU, U; =1.

3) Montrer & partir de 2) que z7Az = ¥4 ol Vp2(z), Yz € RY, o a* M k =1,2,3,4 sont les
pivots de Gauss et g, (z), k¥ =1,2,3,4 sont des formes linéaires mdependantes a déterminer.

Exercice2: 05pts=2+1+1+1

11 1/2 1/3 by
. 1 2 1 2/3 b, R
= = by € R.
Soit A 12 1 a2 a/3 |’ b by | o a, by, by, b3, by €
1/3 2/3 a/3 1 by

1) Triangulariser le systtme Az = b par la méthode de Gauss ordinaire et indiquer pour quelles
valeurs de «a cette triangularisation est possible.

2) En déduire la factorisation A = LU, L; = 1.

3) Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle définie positive.

4) Donner alors sa décomposition de Cholesky A = RR”.

Exercice 3: 04 pts = 2 + 2

1+e¢ 1 1

Soit A=| 1 ME Tt e Mm), >0
S |
1 - 1 14¢

1) Résoudre Az =y € R”. En déduire A~
2) Calculer Condo(A) = | Afloo]] A= [|co.

Exercice 4: 06 pts=1+2+1+14+1
2110
. 1411
Soit A = 1141
0112

1) Montrer que A est symétrique définie positive.

2) Déterminer les valeurs propr% A1, M2, Az, Mg de A et les vecteurs propres associés Vi, Va, V3, V.
Indication : det(A— M) =X = 1203 + 4702 - 720+ 36 et Ay =1, \o = 2.

3) Si A = diag {\1, A2, A2, A3}, determmer P € M,(R) inversible telle que A = PAPY.

4) En déduire Q € M,(R) inversible telle Q! = Q% et A = QAQ™".

5) Quelles sont alors les formes linéaires indépendantes ¥, (z), k =1,2,3,4 vérifiant
aT Az = Y 4_, MYi(x), Yz € RY,

Bonne Chance !



Corrigé Rattrapage Analyse Numérique 2005/2006

Exercice1: 05 pts =2 4+ 1 - 2

42 2 2 42 2 2
217 5 5 016 4 4
— (1).—_
NA=145 5 33 5 |4 0 4 37 7
2 5 8 67 0 4 7 66
4 2 2 2 1
016 4 4 1/2
(3) — — 17 r_
A 00 36 6 | ALY 1/2
00 0 64 1/2

Hvient: A= AT =UTLT =LU; L=UT, U=1L"7,

42 2 2

016 4 4
2 —
» 4 0 0 3 6 |’

0 0 6 65
0 0 0 4
1 0 0 , | o
1/410’U“0
1/4 1/6 1 0
U‘n"l

2 2 2
16 4 4
0 36 6
0 0 64

2

2) A= LU, Uy = 1et L = UTD implique A = UTDU; D = diag {4,16,36,64} = diag {an,a22 0l %
3) 27 Az = cTUT DUz = (Uz)" D (Uz) = 9T Dy; ¢ = Uz. Donc
o Av = Yy aki W (e) = 4pi(@) + 16¢3(0) + 3663(2) + 64¢i(x), Vo € RS,
(@) =t 2+ Dk ga(e) =k T ga(m) =Tk @a@) = o

Les formes linéaires ¢, (z), k = 1,2, 3,4 sont indépendantes, car ¢, (z)

Exercice2: 05pts=2+4+14+1+1
1 1 1/2 1/3 by

—0,k=1,2,34=>z=0.

.t o2 1 23 B
Soit A = 1/2 1 a/2 a/3 5 b= b3 , ou a,bl,bg,bg,b,;ER.
1/3 2/3 o/3 1 by
11 1/2 1/3 by
01 1/2 1/3 —by + b,
B = p® = 1.
1) Az =b" & 00 (a=1)/2 (a—-1)/3 ’ —b3/2+ b3 ,a#v
00 0 —20/9+1 —2b3/3+b4
11 1/2 1/3 1 0 0 0 11 12 1/3
p| L2 12 110 0ffo0l 1/2 1/3 ot 1
12 1 /2 o3 |71 1/2 172 1 0 00 (@a=1)/2 (@a—1)/3 |’ ‘
1/3 2/3 a/3 1 1/3 1/3 2/3 1 00 0 —20/9 +1
3) (¢ —1) /2 >0 et —2a/9+1 > 0, donc e €]1,9/2].
4) DV? = diag {1,1,la = 1) /2, /(0 - 20)/3}
1 0 0 0
1 1 0 0
— pRT. B — [.DV? —
A=RRE; R=LD 12 12 @12 0
1/3 1/3 3y2(a-1) /(9-20)/3
Exercice 3: 04 pts = 2 + 2
(1+€)$1+1:2+$3+'--+Zn=y1 (1+€)$1+£L‘2+.’E3+"’+$n=yl
1) Az =y & i+ (l+e)zetaz+-- -+ T =1 —eT +ET = Y2 — Y1
Ty + T2+ 23+ +(1+€) T, =Un —€T) + ETp = Yn —
(1+5)$1+$2+$3+'--+$n=y1
o T2 =11+ (Y2 —y) /e
Tn =1+ (Yo — 1) /€
La lere équation donne :
y1=(1+6)$1+12+z3+---+xn=(1+E)x1+(n—1)x1+(y2+y3+...+yn—(n—l)yl)/s,

2}



donc

(nt+e)m=(n—1+e)p—w—Ys—---—¥a) /€
et alors
s=(n-1+e)p—p—ys—..-— )/ (E(n+8))
Ty=(-p+m—-1+e)p—ys—...—¥)/(e(n+e))
z3=(—th—p+n—-1+)ys—...— %)/ (e(n+¢)) - Donc
To=(—th~to—Ys— -~ Ynor + (=1 +E)ya) [ (e(n+E))
n—-1+e -1 -1
_ a1 1 1 -1 n—1+¢ :
Az =y z=A"'yavec A D : 1
-1 -1 n-1+¢
2(n—1)+¢

2(n—1)
—

2) |Alle =n+e, A o = = Conde(A) = 1+

e(n+e¢)
Exercice4: 06pts=14+2+1+1+1

1) A est symétrique, A; =2>0, Ay =7>0, A3=24> 0, Ay = 36> 0, donc A est SD.P

2) det(A— M) = A — 1203 +470% — 720 +36 = (A — 1) (A —2) (" —9A+ 18), donc Ag = 3, A = 6.

A = -1 _ 0 _ 1 |2
)\3 =3 ‘/1 -1 y ‘/2 - 0 > V3 -1 3 V4 - 9
M=6 2 -1 0 1
1000 1 0 1
10200 _ -t 0 1 2 L. _ P-l1AP
NA=| g 030 | PR VI=| [ o _ o |veifled=PTAR
0 00G©G6 2 -1 0 1
2/y10 1/v2 0  1/V10
4) Q:[ Vi , Va , Vs , Va ]z _1/\/Tﬁ 0 1/‘/5 2/\/ﬁ vérifie aussi
Vall2” IVallz” 1Vsll2” [[Vall2 -VIo 0 —1/v2 2/V10

92/y10 -1/v2 0  1/V10
A=Q1AQ et QT = Q! car les vecteurs colonnes de Q sont orthonormaux 2 a 2.
5) A= QAQT = 2T Az = zTQAQTz = (QT:L')TA (QTz) =9y Ay = S Api(z), VT € RY;
¥ = QTz. Donc . .

1
¢1=ﬁ(2(11+$4)_(1"2+$3))7 ¢2=7—§(1‘1—$4), 1!’3:"\/5(332_‘”3)’

1
¢4 = \—/—r—6($1+2$2+2173+.’174).
Les formes linéaires (), k = 1,2, 3,4 sont indépendantes, car pp(@) =0, k=1,2,34=>2=0
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