ENPEI

ROUIBA LE 21/01/2001

ANALYSE 1I - PREMIER PARTIEL

( Sans documents — Durée 2h00 ) w

Les exercices I, IT et III sont obligatoires . Deux parmi les autres exercices (de Pexercice IV a
Pexercice XI) sont laissés au choix de I’étudiant.

dx
—cos3x

1) Calculer I'intégrale suivante 1 :j
COS X

2
II-) Intégrer I’équation différentielle suivante (x"cosx—y)dx+xdy =0

Vv y

1R - [ — . . “s
ITI-) Intégrer I’équation Yy - '; + ;‘2_ =0 ayant pour solution particuliere y1=X

- ]

2 2
IV-) Calculer 'intégrale M = J.x Nx* +9dx

, 1-3x-3y
V-) Trouver la courbe intégrale de I’équation différentielle y=—"
T+x+y
passant par le point M(1,1) :
2xy y
VI-) Intégrer I’équation V- =4 |———Arctgx
) Integ 1 1+ x? 1+ x7
o \ . -
V1I-) Une fois résolue I’équation homogéne correspondant a I’équation '+ S = Arcﬁsm xX+Xx
—X heeAL

déterminer I’intégrale de cette derniére équation en utilisant la méthode de la variation de LAGRANGE.

VIII-) Résoudre I'une (et une seule - au choix) des deux équations suivantes
y'+y'-2y =cosx —3sinx

. Y"U-5y"46y'=xt+x+1
IX-) Résoudre ’équation d’EULER x*y"'-3xy'+Hy = %, y() = %’ ¥(4)=0

X-) Calculer le volume du corps obtenu a la suite de la rotation (autour de I’axe Oy) de la surface
délimitée par
* ladroite x=0; * ladroite y=2x; * et lapartie de la circonférence (x-3)2+(y—9)2=9
( Faire un schéma de ce corps).

XI-) Déterminer d’une part I’équation de la courbe a orthogonale a la courbe  d’équation y3=3x2 et
passant par le point M(4,6) et d’autre part, 1’équation de I'enveloppe aux courbes orthogonales a
cette courbe . Faire un schéma (trés approximatif dans le plan Oxy) compte tenu des résultats
obtenus.
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EX.I- 1=jw?———

—cos3x

dx

. a
cosa-cosb=2sin

qui dans notre cas s’écrit :

cosx-cos3x=cosx{ 1-cos’x+3sin’x} =4sin’x.cosx
Pour obtenir ce dernier résultat on peut appliquer aussi la formule

b .
sin

b-—
2

a

; onaici cosx-cos3x=cosx-(cos2x.cosx-sin2x.sinx)

cosx — cos3x = 2sin2x.sinx = 2(2sin xconx)sin x = 4sin’ xcosx

Donc en reportant on aura :

41[

s1n XCcosx

Pour calculer cette derniére intégrale on peut opérer de plusieurs maniéres dont on cite les deux
démarches les plus simples :

19 démarche -
" t=sinx J
COS X t
4] = .[ —I =< dt =cos xdx =IT-—2
sin? xcosx  *sin® x cos’ x 5 5 r(1-r)
, cos"x=1-t¢
soit 4I=—1+ L+—b—:|dt= L 1 —-—l—+—1— dt car a=b=1/2
t 1-r 1+t sinx 2°1-t 1+t
Donc on trouve
[=———+im (“’)w:- 1 +11n(1+sf“x +
4sinx 8 \1-¢ 4sinx 8 \l-sinx
2™ démarche : ’
41*_[ J-(cos x + sin x)dx J-cosxdx I dx
sin’ xcosx sin’ xcosx sin” x
On a ici J-cosxdx_ J-dsmx __ '1
sin” x sin” x sinx
et
i x
t=1g=
iczl 2di 1 1 1
!
de = = t2 ?:j’ t2= + ]d =1n(_+_
cosx 1+1¢ 1-t¢ 1+t 1-t¢ 1-1¢
1-1
COSX = _°
Remarquons ici que
x : X . X ?
1+1tg— 1 1+1g— 1 | cos5+sing 1
In )26 =l =—In ;’-c 2] =g
1—tg— 1-tg— CcOS— —Sin—
3 g 2

Ainsi en reportant ces valeurs des intégrales on retrouve le résultat trouvé a la

1

1+sinx
1-sinx

COosXx

J

démarche.

+ t
1—t2}d

Remarque : Les transformations t=shx et t=tg(x/2) si elles sont opérées au départ elles conduisent a

des calculs presque inextricables.
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oM

— 2 —_ _=—1

. U W (A SR Y
ox

L’équation différentielle n’étant donc pas une différentielle totale on calcule par conséquent les deux
quantités suivantes :

1 oM ON 1 1 oM ON\| -2
e ———(1-D=hxy) e B et €)
oy Ox x‘cosx—y oy ox x
On cherchera donc un facteur intégrant ne dépendant que de la variable X:
[reoas [ |
=€ S = X =g x? e —
2
X
Multiplions I’équation différentielle proposée par w(x) et posons aprés cela :
ou x 1 y Ou y
* SQoit —=—=— = U=—+0x = —=-—+ x~——xcosx
> P x _+ol ) P~ 9'(x) = —( ¥)
d’ou  @’(x)=cosx et donc @(x)=sinx+C; . Puisque u est une constante , on trouve alors ’intégrale
générale de I’équation proposée : y=x(C-sinx)
* Soit
ou

——=cosx——y7 = u=sinx+—}i+(p(y) = @—=1+(p'(y):l = ¢'(y)=0
Ox X x dy «x x
d’ob @(y)=C et donc  y=x(C-sinx)

EX. III-
Y. 1= .
y—;+?=0 = J’z=xje 3 =xf——=xlnx = y=Cx+Cyxlnx =x(C, +C,Inx)
P X
n=x

EX. IV- 2 32 +9 = [X HEs +9)dx-(Ax3+Bx2+Cx+D\/ I ..
M=o AR K

Dérivons les deux derniers membres :

X 49X _ (342 +2Bx+ O +9 + (A%’ + Bx’ + C + D) A

Vx2+9 \/x +9 \f2+9

soit X' 4+9x? = (34x7 + 2Bx + C)(x* +9) + Ax" + Bx’ + Cx* + Dx+ A ; d’olipar
identification on trouve : A=1/4 , B=0 , C=9/8 , D=0 et A=-81/8 et par conséquent :

M= (%xB +Zx)\/x2 +9 —%1n(x+\/x2 +9)+C

—3x-— -3 -3
EX. V- y'=1———3x——3—)i = =0 = Poser x+y=u etdonc
l+x+y 1 1
u'—1=1_3u = 2—2u___£iy_ = —2dx=l+—ud = l+—2—— du
1+u 1+u  dx u-1 u-1
Onauradonc —2x=u+In@@—-1)*+C soit 3x+y+In(x+y-1'=C

Pour la courbe passant par M(1,1) on aura : C=4 et par conséquent ’équation de cette courbe sera

3x+y+ln(x+y—1) =4
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2xy ] y -
EX.VI- — =4 arct Posons = = y=uv+uw'
Y 1+x? 1+x? & y=w Y

s ' . 2xuv uv . . 2xv uv
Dot u'v+uv'— > =4 sarcigx = u'v+ulv- > |=4 Sarcigx
I+x I+x 1+x 1+x

Choisissons v telle que la parenthése du premier membre soit nulle

dv xdx . . o . .
i s = v= 1+ x* (il n’est pas nécessaire d’introduire ici la constante d’intégration)
v 1+x
uv 4[uarct du 2arct
Donconaura u'v= 4J sarcigx = u'= ———-—2—gx— = = ,gx dx
1+x I+x 2u  l+x

Soit  u= (Arctg’x+C)* = y = uv =(dretg’x + C)2(1 + x*)

EX. VII - y'+&2 =arcsinx+x  Intégrons I’équation homogene correspondante :
-x
d dx ~ 1 ~

y'Jrli‘yx2 =0 = 7*” =—1’ix2 = Iny =§1n(1—x2)+lnC =  J=CJ1-%

Telle est la solution générale de I’équation homogéne. Pour trouver la solution générale de I’équation
proposée usant de la méthode de variation de la constante. Pour cela on cherchera y sous la forme :

xC
y=Cx)Vl-x = y=Cl-x*- = . Substituons ce dernier résultat dans 1’équation

-

i-x
de départ: C'v1—-x* - *C + sz 1-x? =arcsinx + x
Jl-x* 1-x )
o c=Emxr, X = C(x)= l(arcsinx)2 —V1-x*+21
V-2 1-x 2
1 N2 2 [ 2
Ainsi donc I’intégrale de 1’équation proposée est V= |:"2‘ (arcsinx)” —v1-x" +C V1-x
EX.VIII -
ére - . . 2 k] =1
1" équation : y"+V'-2y =cosx—3sinx = k"+k-2=0 = X 5
2 =T

I L. , . \ _ x -2x
d’ot I’intégrale générale de I’équation homogéne correspondante :  J = Cle +C 2€
Comme a=8 , B=1 et donc a+Bi=i n’est pas racine de I’équation caractéristique on posera donc :

y*=Acosx+Bsinx = y*'=-Asinx+ Bcosx = y*'=-Acosx— Bsinx
Reportons :
SN . . ) -34+B=1
(~Acos x — Bsin x) + (—Asin x + Bcos x) — 2(Acos x + Bsinx) = cos x —3sinx = A+3B=3
+ =

-2 .
soit A=0 et B=1 etdonc y= Cle" + C2e *+sinx

24" gquation : y -5y +6y’=x>tx+1 = K-5k+6k=0 = k(K’-5k+6)=0 = k=0, k=2 et
k3=3 ; la solution générale de I’équation homogéne sera; ¥ = C, + C'zez" + C'3e3Jr
Comme a+if=0 est solution (simple) de I’équation caractéristique on doit chercher y (solution
particuliére) sous la forme
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(Suite de PEX. VIII) :
y=x(4x+Bx+C) = y'=34x"+2Bx+C , y'=64x+2B et y"=64
Reportons dans I’équation de départ :
64-10B+6C =1
6A4-5(64x+2B)+ 6(3Ax* +2Bx+C) = x> +x+1 ;d’ou il vient ~304+12B=1 etdonc
184=1
A=1/18 , B=2/9 et C=13/27 .L’intégrale générale demandée sera alors
¥ 2x* 13x

=C +Ce” +Ce +—+ +
yEtiThe T T T 7
EX. IX -
3 : dy_ ~t dy_ o
x2y||_3xyv+4y=_x_ L “d;‘—e :i‘t'—e y
i 2 => Posons X=¢€ = dzy N
y(1)=-2- et y(4)=0 ?d;—z—ze (y~y)
Reportons :

e L] 3’
y—dy+dy = ‘% = K4k+4=0 = ki»=2 (racine double).

Comme o+if=3 n’est pas racine de I’équation caractéristique on adoptera comme forme générale de
’équation homogene y = e (C, + C,t) . Recherchons la solution générale de I’équation non

[ ] e
~ 3t ~ 3t ~ 3t
homogéne en posant: YV = Ae”  0On aura alors y= 34e et y= 9Ae
3
e 1
Reportons ~ 9A4e* —124e* +44e* = > > A= 5 Ainsi donc Iintégrale générale de

’équation différentielle sera :
3t 3

y=e*(C, +C2t)+%— = x*(C, +C, 1nx)+3‘2—

Pour x=1 = y(l)=12 = C+0.5=05 = C=0
Pour x=4 = y(4)=0 = 16C,In4+(64/2)=0 = Cp=-1/(In2) d’on

- Inx + X
= nx+-—
Y In2 2
EX- X -
9 Ay A Ona V=V;+V, ol
* V, est le volume de la partie du corps obtenu a
6 la suite de la rotation du triangle autour de Oy

* V, est le volume obtenu a la suite de la
rotation du quart de la circonférence.

_Y=2x
Onadanscecas V| = 27z'§x—6§ =187
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Suite de PEX. X-:

Le volume engendré 2 la suite de la rotation du quart de la circonférence est

2
V=23 -2n o 3- 22 277 -2 (3 - 4)
4 3z 2

Reportons dans I’expression de V :

V=V+V,= 187z+277r—22£(37r—4) ~ 457 -9x2, 77 ~ 20,7

EX. XI -
Ona y=3x" . Dérivons: 3y’y’=6x . Remplagons maintenant y’ par -1/y’ dans cette derniére
2
équation : - y_' = 2x . En inversant et en séparant les variables on trouve apres intégration :
y
1 1
—=—InCx = yInCx=2
14 Y A y 2
C< @) Telle est I’équation de la famille des
12 R courbes orthogonales & la courbe
d’équation y’=3x* . Parmi cette famille
10+ de courbes, celle qui passe par le point
1 (4,6) est pour laquelle on a
8 6In4C=2 soit:
T 1
61 Cc==3e
f 4
4+ Recherche da [IP’enveloppe de cette
+ derniére famille de courbes orthogonales.
21 Pour cela dérivons par rapport a C
1 I’équation de cette famille ; on aura
1
0 y—x=0 soit Y -0
T Cx C
-2 i —+— % l I

Comme y=0 et C doit étre une constante
finie , on peut affirmer qu’une telle
famille de courbes n’a pas d’enveloppe.

S R 1 R R N s Rk e
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Baréeme

Exercice 1

Exercice 2

Exercice 3

Exercice 4

Exercice 5§

3

5

S

3

4

Exercice 1 :

Intégrer le systéme d’équations différentielles suivant :

ﬂ At
—=4x+6

dt Y

dy

—=-3x-5 >
dt Y

dz
—=-3x-6y-5z
dr Y

4

Exercice 2 :

Soit la fonction f{x,y) définie par

2
Fx,p) = xarctg(—)i] si x#0
200 X

0 si x=0

Etude de la continuité de cette fonction f sur R?. Quelles sont ses dérivées partielles ? Ces derniéres
sont-elle continues ?.

Exercice 3 :

Soit donnée la forme différentielle suivante
Q = y’zdx + 2xyzdy - 2xy*dz
1° Démontrer que cette forme différentielle n’est pasexacte . Trouver pour cette forme un facteur
ntégrant dela forme A(z) et tel que A(1)=1.
2° Intégrer la forme différentielle totale A(z)QQ ainsi obtenue.

Exercice 4 :

La fonction z(x,y) des deux variables indépendantes (x,y) est définie (sous forme implicite) par
I’équation XxXcosy+ ycosz+zcosx =1

Donner I’expression de d*z pour le systeme de valeurs x =0 , y=1 et z=0.

Exercice 5 :
2 2
x
On considére la fonction f définiepar (x,y) - f(x,y)= ry +l4-
1° Déterminer les points stationnaires dela fonction f lorsque les variables x et y sont liées par la
contrainte ~ g(x,})=x"+y-1=0

2° Préciser pour chacun des points stationnaires trouvés s’il s’agit d’un maximum , d’un minimum ou
d’un col.
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Exercice 1 :
dx dy dz .
— =4x+6 ; — =-3x-5 ; — =-3x-6y->5:
dt Y dt Y dr Y
Equation caractéristique
4-4 6 0 A ==5
4-12 6
-3 =5-4 0 {=0 = —-(5+4) ; 5 =0 =
-3 -6 -=5- A-D5-1+18=0
d’ot

2rA-2=0 = {23;_2

e Pour A;=-5 on aura le systeme :

9 6 0O|A F=0 x =0
-3 0 0P =0 = =0 = » =0
-3 -6 0\F P=1 z,=e
e Pour A;=-2 on aura le systéme : |
6 6 0P P+PB =0 B=-1 x, =™
~3 -3 0|B/=0 = {P+2B+P=0 = = dy=—c?
2t

-3 -6 -3R Pour F =1 F =1 z.=€

e Pour A;=-2 on aura le systéme :

3 6 0|P P+2B =0 B==2 x, = -2¢'
-3 -6 0|B=0 = {R+2P+2B=0 = = ] ), =€
-3 -6 -6F Pour P, =1 B =0 z,=0

Ainsi la solution générale sera
x=Ae* -2Be y=—4e™ + Be et z=Ae? +Ce™ @

avec A,B et C des constantes

Exercice 2 :
Pour x#0 , la fonction f(x,y) est continue car elle est le produit de deux fonctions continues.
Lorsque (x,y)—>(0,y0) —> arctg(ye/x)<n/2 et donc [f(x,y)|<x(n/2); d’ou f(x,y)—>0 pour x—0 sur R’
Toujours pour x#0 , cette fonction est dérivable et les dérivées seront :

] 2 2 2 22
o X X 1+(y x x +y
x ~
ory) 2y 1 _ 2y

% x'1+(

= =

)4_x4+y4
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Ces deux dérivées sont continues en tout point du domaine x#0 .
La fonction f(x,y) est-elle dérivable en (0,yo) ?
_ 2 A
1) Si yox0 = S0 = 1O arctg(lo_J 52 s x>0 > GOy _7
x-0 X 2 Ox 2
Siy=0 = S(x0)- 100 -0 si x>0 = Fxy =0 @
x Ox
Donc la dérivée de f(x,y) par rapport a X est continue dans R%-(0,0) .
2) Malgré le fait que:
f(05y0+h)—Af(O’y0)__)0 si h—>0 = af(gayo) =0
y

Siy, %0, P
0,y)- f(0,0 . - .
etsi yo=0, J0.»- 700 =0 on anéanmoins (en utilisant les coordonnées polaires) @

Y T
Iim ? - = 3 ! 2
Z(p cOS qp) (p s Q) pSIng #0 si (p;tO et o+

lim 2x° y
(x,3) > (0,0)x* +y*  p = 0(pcosp)* +(psing)’  cos*+sin’ ¢
Par conséquent la dérivée de f(x,y) par rapport a la variable y est continue partout dans R? sauf en (0,0).

Exercice 3 :
Pour Q=yzzdx+2xyzdy-2xy2dz pn a P(x,y,z)=yzz , Qxy,z)=2xyz et R(x,y,z)=-2xy2 ;d’ou:

oP or oP
oy z Ox
Q.Q__—:zxy; —6—-Q—=2y2, é‘Q—=2JCZ
0z Ox
oy 0z J

x
— # — etdonc Q n’est pas une différentielle exacte.

On notera ici qu’au moins 5
4
Soit donc  ;=pQ=P,dx+Q,dy+R;dz avec P1=yzzu(z) , Qi=2xyzp(z) et Ri=-2xy’(Z) .

Ecrivons
oR 00,
L= 2=l = 2yzu(z) =2yzu(z) ne donnera rien
> o yzp(z) = 2yzp(2)
0P, OR v .
a—z‘=7;;’ = Y u@)+yzu(z)=-2y"uz) = zu+3u (1)
Equation a variables séparables
00, OR, , . .
e = v = 2xyu+2xyzu'=—4xyu = zu'+3u =0 Onretrouve ici (1) et donc la
Z a4
seule condition est  zp'+3pu=0 = H__2 soiten intégrant  Injp[=-3Injzl+InA c’est a dire
H z )
: @

u(z)=Az> . Comme p(1)=1 on auraalors A=1.Donc uiz)y=— .

Reportons ce résultat dans I’expression de Q,=df et intégrons :
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of y* xy’ of 2xy 2xy 0o¢ o
Ona: —=>~ = X,y,2) = —+ »Z = —=—"rs—+— =
na 2 f(x,y,2) 2 ¢(y.z) 2 2 o oy
et donc ¢(y,z)=C; est constante. Enfin on a @

2

X
f(x,y,2) = ;yg—+ C

Exercice 4 :
Posons F(x,y,z)=xcosy+ycosz+zcosx-1=0 . Calcul de la différentielle dF :
oF oF

dF = —dx+———dy+—a£dz , soit:
ox oy 0z
dF = (cosy —zsinx)dx + (—xsin y + cos z)dy + (—=ysinz + cosx)dz = 0
D’ou il vient

. . 0z 0z zsinx —cos
* (cosy-—zsinx)+(-ysinz+cosx)—=0 = &z _ZSMXZeosy

ox Ox cosx—ysinz

. ) oz 0z xsiny-—cosz
* (—xsmy+cosz)+(——ysmz+cosx)5;=0 = gz _ Xy eosz

dy cosx-—ysinz
Calcul des dérivées partielles secondes de z(x,y).

Oz . : . . oz
oy = sinx+ zcosx |(cosx — ysinz)— (zsinx - cos y) -—smx—ycoszgx—

_\Ox
. =
ox? (cosx — ysinz)’
Comme
0z(0,1) _ —cosl — —cosl et 0z(0,1) -1
Ox 1 oy
On aura

9°z(0,1) _ (0)(1) - (~cosl)(cosl) _ .
o 1 -

0s’1 0.5)

. Oz ) ) ) oz
" xcosy+smz-éy~ (cosx-—ysmz)—(xsmy—cosz —smz—ycosz-a;

z
’ oy’ (cosx — ysin z)
soit
&2(0) _ (W)= (DD _ _,
oy’ 1
0z . . . . . 0z
o (5)} sinx + sin y)(cosx —ysin z)— (zsinx —cos y)('— sinz - ycosz _av)
oxdy (cosx — ysinz)

soit
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a;zx(s}zl) _ (Sinl)(l)l— DD e @

Reportons ces trois derniéres dérivées partielle dans la différentielle d’ordre deux de la fonction z(x,y) :

'z(0) ., .o°z(0,D) 2’z(01) | , 1 . ,
et + 22 dedy + =22 dy? = cos® 1dx” + 2(sinl + )dxdy — dy”
> = =i d (sinl + Ddxdy — dy

d*z(0,]) = -y

Exercice 5 :

Formons 1’équation complémentaire (équation de LAGRANGE) :
2 2

F(x,p) = £00) = Ag(y) = 2= Al + v =1)

Détermination des points critiques :

[ 1 2 J7
%'—2 pumel %x—2ﬂx=0 /1=§ = y=-§ = x=——3——
) _
y:o = 2_4=0} = <}t=l = y=- = xz—ﬁ @
oy 2 9 9 3
gxy)=0 = x’+y-1=0 x=0 = y=1 = Azé
L
On a donc trois points stationnaires : (0,1) , [-_gﬁ,—gJ et [g ,%} . Cherchons la nature de ces

points en étudiant le signe d°F.
FF 2 FF 1 OF _

=—-21 ; —=— =0
ox? 9 6y2 2 Ox0y @
d’ou d2F=(z—2/1)dxz+d—y2—

9 2

o) 2 _ 2
* On a pour le point critique (0,1) et A=1/2 d°F = (; ——I]d)c2 + d% = ;;dxz +§—J—}—— lest

facile de vérifier ici que d°F n’a pas un signe constant et par conséquent on peut affirmer que le (0,1) est

un col. On a en ce point f(x,) qui prend la valeur {(0,1)=1/4.

* Pour le point [?,%) avec A=1/9 onaura: d’F = (% - %)dxz + i;; > 0 . Par conséquent ce

point est ini f ._\/7 2 8
un minimum : —_— = | =
3 9 81
. 2 A 2 . ) . .
* Pourle point | —,— | onaura deméme d'F>0 ce qui permet de dire que ce point est un

minimum.
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2°™ Année Préparatoire Année universitaire 2000/2001
SYNTHESE
Module : Analyse I1 Date : Dimanche 24/06/2001 Durée : 2h00
Exercice 1 Exercice 2 Exercice 3 Exercice 4
Baréme
4 S 5 6

Exercice 1 :

Calculer Pintégrale curviligne I(za —¥)dx+Xxdy oy la courbe C est le premier arc de la
)
cycloide donnée par

x =a(t-sint)
y =a(l-cost)
parcouru dans le sens horaire (le paramétre t étant croissant). En déduire la valeur de I'intégrale
§ (2a - y)dx + xdy oi  C,=CU segmentMO ou M(2a,0) et 0(0,0).
Cl
Exercice 2 :

Soient donnés la fonction des deux variables f(x,y) = sin >y et le domaine D situé au premier

quadrant (du plan xOy) et délimitépar: Yy <x , y<2 et yixx .
a) Calculer (une fois le domaine D tracé) :

A= ([ f(x,y)dxdy
D
b) Calculer le moment d’inertie Ix du domaine D par rapport a I’axe Ox .

Exercice 3 :
Etudier la nature des séries suivantes définies par leur terme général

n(n-1) n n
q4 a =(-1D ?
31 a,=(D (2’1_1)

3 2
n +5n
32 b =—

n

( pour cette série en déduire la somme)

n!

n
33 ¢, =(1)|e- (1 + ‘n‘} (Indication : Utiliser le développement limité )

Exercice 4 :
Développer en série de FOURIER la fonction f{x)=x(n-x) sur [0,%] .En déduire les sommes des
séries numeériques suivantes

© (1) © (1))
5 2:{( 1 =D

" Y 4Zon-1y
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Partiel n°1

sodnie U ANMALYSE B semestre . 1 Date Dim. 25102001 Durée - 2hi

PR

BAREME 4 POINTS PAR EXERCICH

i"' Calenler lex intégrales indéfinies suivantes

i g- dx
L T T
R S S SRS I B0 VR T SR U

i
" P (X = pore 4=
§ £~ T N e e
.&ss}‘ c i ] ;
P o | Vi I ; -
LI OO A ny o opowr A= 3

I3k Caiculer {es intégraies
dicifes est démontyée :

P
o

. ., I SR AU § U
DBémontrer au départ que Hi(sinx)de = Hin(cos vl
o
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CORRECTION "PARTIEL N°1 - ANALYSE II"

I-1) Calcul de

I = j b
! Caxt 42+ 23 +x+1
Onaici
A2 42x% HxH1=(x+1 )(X2 +1 )2
Posons donc

1 _ 4 +Bx+C+Dx+E
C+xt 420 +2x% +x+1 x+1 xP+1 (x2+1)z

D'ou il vient

1=A K+ P +HBx+C)(x+1 )+ ) HDxHE)(x+1)

soit  1=AGH2X2+ D HBxHO) (K +x+H ) HDXHDAHE)X+E)
On aura donc :

coefficient de x*:  0=A+B ; coefficientde x> : 0=B+C
coefficient de x>:  0=2A+B+C+D ; coefficient de x: 0=B+C+D+E
constante : 1=A+E~+C . La résolution de ces cinq équation donne
A=l ; B=—l ; C=l ; D=—l ; E=l
4 4 4 2 2

Donc il vient

Il=j 1 + —x2+1 + —;C+12 dx
4(x+1) 4T+ 2(x7+1)
Injx+1 1 ¢2xde 1 dx 1 2xdx 1¢ dx
I = __f 2 +—_[ 2 '"'_[ 2 2+“I 2 2
4 8x*+1 44xP+1 4°(F+1 270G +D)
Infx+1 1 d(x*+1) arcige 1cd(x*+1) 1pde 1 x*dx
- e

1

4 87 x*+1 4 4G+ 29 (x? +1)°
Injx +1 2 2
= lx+1] _InG*+1)  areigr | 21 | areigx 1 '[x d(;c +12)
4 8 4 4x" +1) 2 47 (x*+1)
On a la derniére intégrale qui se calcule comme suite:
d(x*+1) 1 x dx x
X —e— = — |xd =— + =- + arct

-[ (x? +1)° J' *+1 X +1 j‘x2+l TR o

D'ot en reportant dans I; et en regroupant les mémes termes on obtient
1 x+1l arct, x+1
~In | | + I8

Jx? +1 2 4(x* +1)

I, =

I-2) Calcul de

dx
L= [—
2sinx —cosx+ A4
a) Casol A=0 . On effectue le changement de variable t=tg(x/2) on obtient :

12=j dx =J 1+ 1 2=I 2dt ___2J- g 2 Js
2sinx-cosx °, 2t 1=t Srf+dt-1 (@425 NERIETYAY
1+12 1+ (w_) -1

NG




E.N.P.E.L-Rouiba
CORRECTION "PARTIEL N°1 - ANALYSE II"

Voo L Lo X-1 o 1, e/ +2- S

_2 5__5_‘”_(_ L J(_l_ _ 1t
T B BAx-1 x+1) X+1 }tg(x/2)+2+J5§
b) Cas ou A=3.On aura une fois la transformatlon t=tg(x/2) adoptee :

24t
12_:'[ dx =I 1+ 2 ___“‘ 2dt =j 2dt
2sinx —cosx 2t l—t2+3 Prdr-1+302+1) 4 +4r+2
1+ 1+¢
24t d(2t+1)

I, = j = J' =arctg(2t +1)+C = arctg(2g(x/2)+ )+ C

(2t+l) +1 T+ +1

T ]
x=—£~y )
%12 G 0 3/2 72 3/2
j' _TsinxzcosyL___j' cos” “ydy j’ cos” ” y.dy
3/2 3/2 - /2 372, 3/2 3/2
5 sin”’” x+cos cosx =sin y 2728 y+cos'Ty 5 sintty+cosTy
| de=-dy |
/2 . /2 )
o g sin®'? x.dx g cos’’? x.dx i Vi
Ainsi Li+1 = j =372 Pl ,{ . 3/2 33 "‘dx=———
¢ sin"’“x-+cosTx s CX+COST X g 2

d'ou I = Z—

III-1) Calcul de ], . Nature de convergence :

lim 9, X

x> oox x*+1

lim ™ xdx lim M dx? lim
M——)oo(;[x“+1 M——)oo'f

=1 : comme p=3 et lalimite est égalea 1 onal, qui converge . Donc

4= —1—arctg(x ) i

WG +1) M —>w2

2) Soit p un nombre réel répondanta: 0<p<l. Ona

limite  de o2t
lim lim i li :
K= . X7 In(sinx) = ' +E1_(_§_1_n_x) = 0 \= m - sinx
x—>0 x—=>0" x7* type 0 x—> 0" —px?!
lim lim
K= +_lx1+pc?sx=_l ,xPcosx =0
x>0 p sin x px—>0
k étant une quantité finie et p<0 alors l'intégrale I5 est convergente
xl2 _ _J_Z'_ _ wl2 /2
= I In(sin x)dx = x= ) =— Iln(cos y)dy = jln(cos y)dy = I In(cos x)dx =/
0 dx = -—dy nl2

C.Q.F.D. Passons au calcul de cette intégrale. Ona:
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CORRECTION "PARTIEL N°1 - ANALYSE II"

wl2

dre= [ In(sin2x)dx -f‘z-lnz
4]

2
In

/2 xl2 nl2 n

21 = I In(sinx)dx + j.ln(cosx)dx == jln(Sinx.cos ) = sin2x
0 0 ;

2

/
0
Calculons l'intégrale du dernier membre :

R ”/ﬁ('z)dx x=u 17]1(' )d lﬂfl(' )d 1]].1(' )d
= nsSimn Lx = = — {In{smmu)au =— n{sin + — n{sin
dv=dul2] 2} g J ey R

0
Commeona

iy /2 ﬂ') T
InGsinu)du = | In(sin| v+—|d|v+—|=1
.[ n(sinu)du 5[ n(sm(v 5 (v 2) s

n/2
il vient alors (en reportant ce dernier résultat dans l'intégrale R):

R=1,

Dongc il suffit de reporter ce dernier résultat dans l'expression de 2Is pour avoir

2[5=15—§ln2 = 15=—3251n2
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2¢ année préparatoire Année Scolaire : 2001/2002
PARTIEL N°2
Module : Analyse IT Semestre © 3 Date - 23/01/2002

Exercice 1 ;
Soit donnde l’équation différentielle:
Y+y’ = 2ysinx+sin’ x-cosx =0 (1)
1) Montrer que y=sin x est solution de (1)
2) Trouver la solution de ( 1) qui vaut 1 quand x est égal & 0 .

Lxercice 2 :
Soit a résoudre I'équation différentielie :
Xy 2xyy -2 (y) -y =0 (2)
a) Enposant x =e' et y=z.e', ramener ’équation (2) & une équation
de laforme :  F(z.z")=0 (3)
b) Poser z'= u et résoudre I’équation (3)
¢) En déduire la solution générale de (2).

Exercice 3 :
Soit donnée I'équation différentielle:
(x+ 1) v +3(x+ 1Y y'+(x+ 1)y = 6Ln(x+ ) (4)
i ) Trouver lu solution générale de (4 )
2) Trouver la solutiony de (4) telle que: y(0) =0, y’([)) = f

Baréeme : 6+ 7 + 7.
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ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’INGENIORAT

2éme Année Préparatoire Année Scolaire : 2001/2002

Module : Analyse 11 Semestre : 4 Date: 13/04/2002 Durée: 2h 30 m
| QL [Q21Q3 Q41Q5]0Q6[Q7 1 08]1Q9 Q10 Observation é
I BAREME i ”“I
| | | |
Exercicel:(Spts)
Soit f : R? - R la fonction définie par
xyl” : A
: 5 ) # (0,0
Ty =<4 Tomey st (xy) # (0.0)
1 0 si (x,p) # (0,0)

ou p est un nombre réel.
1) Pour quelles valeurs de p , la fonction fest-clle continue sur R? 7.
9 Pour quelles valeurs de p , la fonction f est-elie différentiable sur' R / ?

1) Pour quelles valeurs de p , la fonction f est-eile de @lasse ClsurR? 9
Exercice 2 :(4pts)

On considére 1’équation :

0%z 0z 2%z _
o awy Tl 0 (£)

1) Transformer I’équation (E) en utilisant le changement de variables
u=x+ay ,v=x+fyoua et sontdeux nombres réels.
2) Choisir a et S pour Gue I’équation obtenue dans la question 1) soit de la forme:

3} En déduire les solutions de P'équation (£).

Exereice3:(3pts)
Soit f: R* - R une fonction continue par apport & la variable x et 7’}{ est bornée sur RZ.
Montrer que fest continue sur R?, ]

Exercice 4:(4pts)
Etudier les extremas locaux de la fonction f : R* — R qui est définie par :
fxy) = xt 4yt = (@~ p)
ExerciceS:(4pts)

1) Calculer y~ pour la fonction définie par la relation y = sin{x + v)
2)Donner le développement en série de Mac Laurin 4 Pordre' 6 de la fonction £ définic par

fx,y) = sinxsiny

Bonne chance .



ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’INGENIORAT
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

EXAMEN DE RATTRAPAGE

Module : Analyse I1 Année universitaire : 2001/2002 Durée : 2H00

Exercice I | Exercice II | Exercice III | Exercice IV | Exercice V
3 pts 4 pts 4 pts S pts 4 pts

BAREME

Exercice I :
Résoudre 1’équation différentielle suivante :

. 2x+9y-20
Y ex+2y-10

Exercice 11 :

., d . . . :
Calculer la dérivée —dlt]—— si U=x’y et si les variables x ety sont liées & t par

X+ y=1
x2 +y3 = t2
Exercice 111 :

Montrer que si on annule la fonction f donnée par
fy)=x"+y -3xy-1
cela permet de définir , au voisinage de zéro, une fonction @ :x> @(x)=y telleque @(0)=1;
donner dans ce cas un développement limité de ¢ a1’ordre 3 au voisinage de 0.

Exercice IV :
Pour le domaine D délimité par-dessus par la sphére

*+yr+zt=d
et par-dessous par le cone
z'sin‘a = (x2 + )cosza
oll a est fixé sur le segment [0,7].

a) Calculer le volume V de ce domaine et en déduire le volume d’une sphere .
b) Déterminer les coordonnées du centre d’inertie de ce domaine D et en déduire la position du
centre d’inertie d’un hémisphére .

Exercice V :
Calculer I’intégrale

I= ”(x“ + y)dxdy

2 2
oo D= {(x,y)|%+19- 51}

en la transformant (et seulement en effectuant cela !) en une intégrale curviligne.



ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’INGENIORAT
~ DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES ET D’ INFORMATIQUE

PARTIEL I

Module : ANALYSE II Date : Mercredile 27/11/2002  Durée : 2H00
Exercice 1 . Exercice 2 Exercice 3 Exercice 4
BAREME 8 points 6 points 2,5 points 3,5 points
z? (x2 + 3)

Exercice 1 Soit F (z) =

(z — 1) (22 + 1)
1. Donner la forme de la décomposition en éléments simples de la fraction F. (0, 5pt)
2. Déterminer la décomposition en éléments simples de la fraction F. (2, 5pt)

3. Calculer une primitive de chaque élément simple intervenant dans la décomposition de F.
(3pt)

cosz (1 + cosz)
1+cosz—sinz

4. En déduire/ dz. (2pt)

Exercice 2 Considérons 'équation différentielle d’ordre 1 suivante:
(1-2%)y +2%y+ay’ +bx=0 (1)
1. De quel type est I’équation (I) dans chacun des cas suivants

(a) a=0cet b+#0 (0,5pt)
(b) a#0etb=0(0,5pt)
(c) a#0etb+#0(0,5pt)

2. (a) Déterminer la valeur de a et de b pour que ’équation (I) admette la fonction y3 = z?

comme solution particuliére. (1pt)

(b) Pour les valeurs de a et de b trouvées dans (a), effectuer le changement de variable qui
permet de transformer 1’équation (I) en une équation différentielle linéaire d’ordre 1 (II).

(1pt) |
(c) Résoudre I'équation (II) et endéduire la solution générale de équation (I). (2, 5pt)

Exercice 3 (2,5pt)Calculer la limite de la suite définie par

Exercice 4 Soit la fonction @ définie par

Tdt 2z
o0)= | L 2% 1
(=) /a Int Inz’ @

1. Montrer que ® est dérivable sur [a, +oo[, puis calculer ¥’. (2pt)
2. En déduire que si €2 < a < b alors

b

dt %
G2 (1, 5pt
it <inp (LOPY



E.N.P.E.I - Rouiba- Département de mathématiques
Corrigé du Partiel I d’analyse II- Année 2
z? (2% + 3)
(z —1) (22 +1)°

Exercice 1 Soit F'(z) =

a S br+c dr + e
. = ' 0,5pt
1. F () $_1+($2+1)2+x2+1( pt)

2% (2 + 3) 1 T+1

. + 3
(@-D(E@+1)? o-1 (@+1)
a=1(0,5pt); b=1(0,5pt), c=1(0,5pt), d =0 (0,5pt), e =0 (0, 5pt)

d
3. /x L _In(jz - 1]) + c(0.5pt)
1
/ v+l - /—L—fdwr/—?dx
(z2 + 1) (z2+1) (22+41)
1 z? +1 z?
~ . (0,5pt) + /——dm—/—~«das> 0,5pt
2(x2+1)——( pt) ( (z2 4+ 1) (22 + 1) (0.5pt)
1 1 =z 1
- —m+arctana:(0,5pt)— ——2-;3—2—+—I+§arctanx (1pt
Lzt + arcta
= - x
2 \22+1 N
2dt 2t 1-—t?
4. On poset=tan%, drv = —— i+ (O,Spt), Sinle—HE’COS$:m(0’5pt)

(cosz) (1 + cos x) / 1+t & —
/ l+cosz —sinz v (1+t2)2 iZ +arc ant( p)

Exercice 2 1. (a) a =0 et b # 0 équation linéaire avec second membre (0,5pt)
(b) a # 0 et b =0 équation de Bernoulli(0,5pt)

(c) a # 0 et b# 0 équation de Riccati (0,5pt)

(a) y1 = 2® est une solution particuliere de (I) <<= a =1et b= —2. (1pt)

1 r 5, =7
(b) Posons y =~ +y; =~ +2%, ¢ = 5
z z z

+2z  (0.5pt)

I'équation (I) devient

(2~ 1)z + 30z = —1 (II) (0.5pt)

(c) Solution générale de I'équation Homogene: zy =

(Ipt)

—z
Variation de la constante: z, = — 1 (1pt)

3 _ 1 =P
A—z 73—

1
z = , et par suite y = +z%, X € R (0,5pt)
R 3’: —_——————

r3 —



Exercice 3 considérons la fonction f définie sur R par f(z) =In (1 + z?) alors

Zln<1+ ) Zf( )05pt)

(f est une fonction continue sur [0,1], donc f est intégrable sur [0, 1]) (0, 5pt) et on a

/01 f(dt=_lim (%— if (g)) = lim In (us) (0, 5pt)

k=1

/Of(t)dt:/oln(1+t2)dt:ln2—2+§ (1pt)

™
donc lim In(u,)=In2-2+

R~ 00 2
puisque la fonction exp est continue,

lim wu, = exp ( lim In (un)> = exp (ln2 — 24 z) = 2e3 72
n—+00 n——s+400 2

. Tdt 2z
*Exercice 4 ¢ (z) = i o a>1

1. (a) o — 2z est une fonction polynéme donc dérivable sur [a, +oo]
.z — Inz est dérivable sur ]0, +o00[, et ne s’annule pas sur |1, +o0[,

1
donc z > —— est dérivable sur [a, +oo[.
nz

T
e est dérivable sur [a,+oo[, car c’est le quotient de deux fonctions
nz
dérivable.(0, 5pt)

1 i ) T dt
t— i est continue sur [a, +oo[, donc la fonction z — — est une

n o Int

1
primitive de z — e (0, 5pt)
ng -———=
conclusion: la fonction ® est la somme de deux fonctions dérivables, donc ¢ est

dérivable sur [a, +00].

(b) & (z) = 1 _21n:1;—2:2—ln:v(1pt)

Inx In“z In’z

2. sia > €?, alors: pour tout z dans [a,+0o[, 2 ~Inz < 0, dott ¢ (z) < 0. (1pt)

b > a et ® décroissante alors

b
dt 2b —2a
————=® (b o =
i T mp o c ) <®(@) =<0 (0,5p)
d’ou
"t _ 2
. Int Inb



ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D'INGENIORAT

2¢ Année préparatoire Année scolaire: 2002/2003

PARTIEL N-3

- Date 23/04/2003 Durée: 02 heures

Exercice 1 | Exercice 2 | Exercice 3 | Exercice 4
Bareme 6 ) 5 4

Exercice 1 On considére Papplication f : R? — R définie par

f(z,y) = %exp (—%‘) siz#0
0 siz=0

s

. Calculer lim0 f(z,az), ou a est un parameétre réel.

[N

. La fonction f est-elle continue au point (0, 0)?

3. Etudier la continuité de f aux points (0,%o), Yo # 0.

of of
. Calculer I (0,0) et 3 (0,0).

5. f est-elle différentiable en (0,0)?

W~

Exercice 2 Soit la fonction f : R? —> R définie par: f(z,y) = z* +y* — 2(z — y)*.
Déterminer les extréma de la fonction f.

Exercice 3 On considére la fonction f : R® — R, définie par f (z,y,2) = 2* — 3zyz—8.

1. Justifier I'existence d’une fonction ¢ : U — R, o U est un voisinage de (0,0),
vérifiant f (z,, ¢ (z,y)) = 0 pour tout (z,y) dans U, et ¢(0,0) = 2.

2. Ecrire le developpement limité de la fonction ¢ & Pordre 2 au voisinage de (0,0).
Exercice 4 Soit 'application g : RZ— R définie par

2 492

g(x,y)={ Tt s (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

1. g est-elle continue en (0,0)?

2. Etudier la différentiabilité de g sur R2
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ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’INGENIORAT
Département de Mathématiques

2i¢me Année Préparatoire Année: 2003 — 2004

Durée : 2H 00 Module: Analyse 11

Partiel 1]

Exercice 1 (11 pts)

dz
1+sin’z + 2cos?z

1. Calculer / (3 pts)

i

. . T
2. En déduire lim - E
n-—r+00 Tl P

' 1—2(\/:E2-1—m+1—:r;)
3. Calculer / 5
: 2\/1’2+I+1(1+(\/ac2+x+1—x))

1

1 + sin® %,E + 2cos? k;’r

(3 pts)

sdr (3 pts)

4. Calculer / (22° 4 5x? + 4z + 3) e*dz (2 pts)

Exercice 2 (5,5 pts)
Quelle est la nature des intégrales impropres suivantes 7 (justifier vos réponses)

t°  Inzx Vde
1 ———dzx (3,5 pt 2 — (2
) [t G ) [ S
Exercice 3 (3,5 pts)
Soit A ¢ R2 et x € R?. On appelle distance du point a & A et on note d (z, A) le nombre réel
positif défini par: d(z,A) = inf {d(z,a)/ a€ A}.

1. Soient A une boule ouverte de centre a et de rayon R, (R > 0), et S le cercle de centre a et
de rayon R. Déterminer d (z, A) dans les cas suivants:

(a) € A. (0, 5pt)
(b) z €8 (0, 5pt)
(c) d(z,a) > R. (0,5pt)

2. Soit A une partie quelconque de R?. Montrer I'équivalence suivante: (2 pts)

r€Ae=d(z,A) =0



FECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D'INGENIORAT
Département de Mathématiques

21¢me Apnée Préparatoire Année: 2003 — 2004

Durée : 2H 00 Module: Analyse 11

CORRIGE DU PARTIEL N:I

Exercice 4 (11pts)

d,
1. Calcul de / — ? . on peut utiliser 2 changement de variables ¢ = tanz ou
1 +sin®x + 2cos?
t=tans.
a) O se t == tanx(0,5 t)*‘2'~——~1~05 t2) sinz = e 0,5 pt 3
(a) On pose t = tanz(0,5 pti) cos®x = 1+t2( .5 pte) sin“z = 1+]‘/2( ) p_sl,
d ot V6 V6
= - 0,5 pt4) = — arctan —t + ¢(0,5 pt
/1+sinx+20082x /3—[—2t2(——-——p—2 g T +¢(0,5 pts)

NG V6
= — arctan
6 3

. . 11—t 2t 2dt
(b) ou bien on pose t = tan 3, cosz = 1T sinx = =& de = 1+t2’

tan 1) +¢(0,5 pte)

' dz 1+t2
I ) dA@O,S pt)
/ 1+sinz +2cos?x / 3t 4 262 + 3
. ] _
-/ ( 1 ) AfL L

+
362 — 2V/3t+3 37 + 23t +3

- R
t— V2 6 6t 2

= ~\/—§ arctan ~\/~6———\/j— + £ arctan \—C—j-i + 1 Pt
6 2 6 2
G VBtanz - V2 JBtan® + V3

= — | arctan -+ arctan +c
6 2 2

T n 1 e dz
2. 1 - = 1pt)=F — .
nirgoon;l+sin2%+2€082% /01+sin7:t+2cos2:z( pt) (m) = F(0) ot F
1 1

est une primitive de dans [0, 7] . (la fonction x

1 +sin®z + 2cos?x 1 +sin*z +2cos? z
est une fonction continue sur R, elle admet donc une primitive F continue et dérivable sur

[0, 7]) alors



e si on avait posé t = tanx dans la question 1 alors:

} ﬁ arctan —‘@ tanz) +c; sixz € [O, 5 [
F(z) = J- f B} (1 pt)
5 arctan tanz ) + ¢y siz € ]5

L_l

si par exemple F'(0) = 0 alors ¢; = 0. La continuité de F en —g donne

lim F(z)= lm F(z)(0,5 pt)

s T+
I—»z '3 )2

d’ou

V67 V6 —7

T2 " 62 ™
7T\/6
Co =
6

dott F () — F(0) = =48

=T 1 6
lim - — = \/~(O,5 pt)
n—too £~ n 1 4 sin® I + 2cos? T 6 ————

e sinon:

T
s 1

lim - 2 k7r 2 k7r
n—+00 o n 1+ sin + 2 cos

NG \/—tana—\[ V6tan + /2 i
= |— { arctan + arctan
6 2 2 0

6 Gtans — /2 6tan £ + /2
= lim l/6—<arcta11<\/‘ ) \[>+arctan<\[ a5 F\[))* 1 pt

T—T 2 2

:;6@

l-2(Va*+z+1—=x
5/ ( ) 2Qd.fl;:onpose\/m2+:c+1:t+.73(1pt) alors
2m<1+(\/9ﬂ+1+1—m)>

2 -1 2 —t+1
x:——,dac=~2(———+—2>
1-2¢ (2t — 1)
‘ 1-2(Vzt4+z+1—-2
/ _< ) : Zd:c:/--—1 > 5(0,5 pt)
2\/;r2+x+1(1+(\/x2+x+1~—a;)) J (148
B I t2dt
(1+12) (142>

t 1
21+ o (0,5 pt)

] 7:—fj_g 1 f
_ ! Vet o+ : 5 + - arctan (Jm“l) +¢(0,5 pt)
21+ (VP ratl-qa) 2 o

= arctant + —




4. / (22% + 52* + 4z +3) e¥da
(a) Cherchons une primitive de (24 + 52% + 4z + 3) e?* sous la forme

(ag;3 b+ cx +d) e* + k(0,5pt)

(2.%3 + ba? +dz + 3) e® = % (aa:3 + bz +cx + d) e

(2az® + (2b + 3a) 2% 4 (2c+ 2b) x + ¢+ 2d) ¥

il

Par identification on obtient le systeme suivant:

20 = 2 a=1
2b+3a =0 b=1
(0,5pt) <= (1pt)
2¢ 4+ 2b=4 c=1 7
| c+2d=3 d=1

/ (223 + 5a%e + 4z + 3) ¥ dz = (#* + 2> +a+1)e* +k

(b) On peut calenler Vintégrale en utilisant Vintégration par parties trois (3) fois.

/ (2;53 + 5?4 4z + 3) e dx

= (I‘ + 5:52 + 2T + —> e / (32* + 5z +2) e**dx(0, 5pt)
1
2

/ 1 .
322+ bx +2) ¥ + / 3 (62 -+ 5) ¢**dz(0, 5pt)

2" T2
3 2 1 1 2z 2x 2%
= {0 +z '—2“£L+§ ¢ 4~ (6z+5)e ~¢** dz(0, 5pt)
7 3
= ZE3+.’172+.’E+Z) ¢4 —Ze‘%+c

= (2 + 2%+ + 1) € 4 ¢(0, 5pt)

Exercice 5 (5,5 pts)

> Inz !

1. pour que / _ T 4r soit convergente il faut et il suffit que les deux intégrales /

o wrHE

T inx ‘
et 5 _dz soient convergentes(0, 5pt).

Inz

—“{—‘_‘-__._d
022+ !




Inz
Pour la premiere intégrale, la fonction x = < sur |0,1
(a) rlap intégrale ion '_)x2+\/— 10,1]
Inz
-—— > (0, 5pt
P (0. 5pt).

s —Inx . 1 —Inzx
lim x+ = hm 4

e I

= 0(0, 5pt)

1
% < 1, donc / —5dz(0, 5pt) converge, d’ou d’apres le critere de comparaison a la limite
O S —

b
nz
/ ————=dx est convergente.

022+ Va

(b) Pour la seconde intégralc \/_ > 0 (0, 5pt)pour tout z dans [1,4-o0].
i 3 Inz . Inz 0(0, 5pt)
im 72————= = lim — = 0(0,
a—too” g2 4 /T oteo g3 4 g kit o
/ oL
1

Pl - o
2> 1. done ; —=dx converge(0, 5pt), d’otl d’apres le critere decomparaison a la limite
0 x4 B .

,N

ST Inx’ W
/ ————=dzx est convergente.

1 $2+\/I

B

1ode 0 gy 0 g
2. —, est convergente si et %ulemen‘r si les deux intégrales 5 et — sont con-
x . x x
-1 -1 -1

1
d
vergentes toutes les doux / — diverge donc / ~§— diverge(1 pt).
T —
Exercice 6 (3,5 pts)

1. Soient A une boule ouverte de centre a et de rayon R, (R > 0), et S le cercle de centre a ct

de rayon R.

(a) Siz € Aalorsd(x,A) =0 (0,5 pt)

(b) siz € S alors d(z,a) =0 (0,5 pt)

(¢) sid(x,a) > R alors d{z,A) =d(z,a) — R (0,5 pt)
2. Soit A une partie quelconque de R*.

e AR v, 0, B(z;e)NA#0 (1 pt)

Ve>0;dac Aeta€ B(x;e)

Ve > 0; Ja € A; d(a,x) <5é1—1—t)>inf{d(w,a)/ a € A} = 0(1 pt)
d(z,A) =0

ﬂﬂﬂv



ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’INGENIORAT
Département de Mathématiques

2¥me Année Préparatoire Année: 2003 — 2004

Durée : 2H 00 Module: Analyse II

[ Partiel 11

Exercice 1 (7 pts) Soit f: R* — R définie par:

—_— g}
fam={ @+ °

1. f est-elle de classe C* sur R?? (4,5 pts)

. 82 2
2. Montrer que f admet des dérivées partielles secondes croisées / et O/ sur R? et que
Oxzdy  Oyox
o f O f
0,0 — (0,0). (1 pt
away(, )%8@/&6( .0). (1 pt)

3. Que peut-on conclure? (0,5 pt)

4. Caleuler df(19)(2,1). (1 pt)

Exercice 2 (5 pts) Soient U =R} xR xR, f:UC R? — R3 définie par
f(z,y,z) = (zcosycos z,z cosysin z, z sin y)

et g : R3 — R définie par g (z,y,2) = /2% + y% + 22.
Ecrire la matrice jacobienne de la fonction g o f au point (z, y, 2)

1. sans calculer (go f)(z,y, 2). (4 pts)
2. aprés avoir calculer (go f) (z,y,2). (1 pt)

Exercice 3 (4 pts) Soit f : R? — R définie par:
2y YTy
f(ﬂf,y): 562-1-3/2
0 si (z,y) = (0,0)

étudier la différentiabilité de la fonction f sur R2.

Exercice 4 (4 pts) Soit f une fonction de R? dans R, différentiable deux fois.

1. Transformer ’expression ,
_ 04 f
) =45~ Yanoy T 5y

en posant u = 2z + y et v = x + 2y. (3 pts)

2. En déduire les fonctions f de classe C? solution de I'équation: & (f) = 0. (1 pt)



ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’INGENIORAT
Département de Mathématiques

2¥me Année Préparatoire Année: 2003 — 2004

Durée : 2H 00 Module: Analyse I1I

CORRIGE DU PARTIEL N:II

Exercice 1 1. Sur R* — {(0,0)}, f est une fraction rationnelle, bien définie sur R? — {(0,0)}
donc f est de classe C*° sur R — {(0,0)}(0, 5 pt)

3?( . hlgnOf( b 50,0 e,
, 0,k)— f(0,0 0-0
( y) # (0,0) alors
of (y* =)y af (32% + ¢*) ay”
== (1Y) = ~———2(0,5pt) et () =22V (0 5pt
on B9 = s pY e G = 08 b
of (y? — x2)y® r° (sin® 0 — cos? §) sin® @
= = < =
oz (= y)} ’ (22 + 2)? a < 2r =y (r)
: N of . Of
Tllr_r}o hy (1) = 0 donc (Hhm o (z,y) =0= . (0,0)(1 pt)
of (z,9)| = (322 + y?) 2?/2 _ r® (3 cos? § + sin® 9) cos? f sin® @ < dr = hy (1)
dy (2 + y2) ré
: of of
Tllr_l}o hy (r) = 0 donc . J)IE}(O ) 0j (r,y)=0= d‘g]; (0,0)(1 pt)
Conclusion: f est de classe C' au point (0,0).
of of
. h,0) — == (0,0)
o 0 (0] ay 0, @ 0-0
0,0) = — = = li = lim —— =
c%zﬁy( 0) Ox (8y) (0,0) hl—l—l—l}o h hlino h 0(0,5 pt)
of of
O f o [Of g (0 K) — 3 (0:0) S
0, ( = | 2L = i X N _ A _
avos "0 = 5y (m) (0.0)= fim, k &y = HOS pY)
T A L
o f 0 f 20
ey (0,0) # —— Dyon (0,0) o : N
S BN A R
L’une au moins des fonctions O ou 0’ n’est ti ! .tO 0)(0,5 t -
- 2y % Gyoa est pas continue en (0,0)(0,5 pt)
—48 428 20 o
f(l 2) (2 ) ( 25 20> ( ) 95 25 (1 pt) ;



Exercice 2 1. D(go f) (2,9, 2) = Dg(rzy.2) ® Dfiay (0, 5 pt)

Dyg Y (0,5 pt)
(@y,2) = p
Va4 422 \/:UZ—I—y e \/x2+y + A2
Dg(f(ay,-)) = (cosycosz,cosysinz,siny) (0,5 pt)
%44
Dfuwyny = | =— =2 22 |(0,5pt
Jaa or 0y 02 (0.5 pt)
dr Jy Oz
COSYCOS2z —ISINYyCcosz —xCosysinz
= cosysinz —xsinysinz xcosycosz | (1 pt)
sin y YCcosy 0

D(go f)(z,y,2) = Dgsy.) ® Dfwy.e)
COSYCOSz —Isinycosz —xcosysinz
= (cosycosz,cosysinz,siny) [ cosysinz —zsinysinz xcosycosz
siny ncosy 0
=(1,0,0) (1 pt)

2. go f ($, Y, Z) =T, donc D(g © f)(:c,y,z) = (Loa 0) (_]'p_t)

Exercice 3 1. On poao = {(I, z)/r € R} et U=R?~ D, U est un ouvert de R?.
3/
sur U, f(x,y) = ‘ y !

%+ y?

e la fonction (z,y) — est différentiable sur U, car c’est une fraction rationnelle.

x? + y?

e la fonction h —— v/h est différentiable sur R* et la fonction (z,y) —— 2 —y est différen-
tiable sur U, car c’est une fonction polynome, de plus,  —y € R* pour tout (z,y) dans
D. Donc la fonction composée (z,y) — /x — y est différentiable sur U.(0,5 pt)

2

e donc la fonction (z,y) — &/x — y est différentiable sur U car c’est le produit

12 + y2
de deux fonctions différentiables sur U.(0,5 pt)

2. étude au point (0,0) :

of £ (h,0) = f(0,0) 0-0

dI (0.0) = h,lgilo h - hliino . 0{0.5 pt)
dy 0.0) = AhEl() k B /}E—I}O — =00.5pt)
| 0 of
PR = £(0.0) = h5 0.0) = k5 0,0 T

lim (0,5 pt)= lim

(I,k)— (0,0) VhE + k2 e (k) (0,0) /BT 1 k2



On pose h = rcost et k =1rsinf :

2 \3/ b 1 1
h_@_iz_ég rzv/cosf —sind| <rz = h(r)
Vh?+k?
th\/
,limo h(r)=0,donc lim = 0(0, 5 pt)

(h.k)—(0,0) m

f est différentiable au point (0,0) .

3. étude au point (xg, o) avec zg # 0.

(xo + h,)2¢ﬁ\3/ﬁ B

L zo) — f (w0, @ N 2 42
of (zo,79) = lim f (o + R, 20) — [ (20, 20) = lim (29 + h) w
d h—0Q h P h
20+ h)?
= lim (zo +h)" z0 (0.5 pY)

h—0 15 ((zo + h)’ X -

f n’admet de dérivée partielle par rapport & z au point (zg,xo), donc f n’est pas différen-
tiable au point (zo, o) -(0,5 pt)
En résumé: f est différentiable sur U U {(0,0)} . et non différentiable sur D — {(0,0)} .

Exercice 4 1. u =2z +y et v = x + 2y, alors

of ~ 0fou dfov _ of 0of
Or  Oudz v v Oz 2du * O_M
of df ou Ofov Oof _0f
A 97J
ay audJ+dpaJ 9a T 25,10.5P)

donc
Qii_ o (of _2 of gdf df of +' 8f of
022~ Oz \ox) Ou 80 ox 8u (9 dv ov du D)
aZf de 2
B 40 + 20udv 800 8 310.5 pt)
2
) = of 2 g 9ry _ = 8f 281‘ +— g+2_8l
0x0y 8 8y ou (9 Oy v Ov \ Ju Ov
0% f o0 f 82
B 26u2 + 481{81) 8v8u 8 z(0.5pt)
0°f _ 0 (05)_ D 3_1_;1+_f+2_faf
O1y? oy \ 9y ~ ou oy oy ou ov ov \ Ju ov
0% f 0%f
T ou? + 2() 1OV dv@u (O ' pt)
azlc de 82 de aZf 02f
4 —4
®(f)= Ox? 0x 0y + 0y* gdu GOLLBU * 6(%(%w
. - 0% f 0% f
42 alore
2. Si on suppose que f est C* alors Bubn =~ Buon (0,5 pt) ct par suite
o°f 0*f | 0% O f
@ (f) —0<:>48$2 _48338y+ o O<:>87 =0 f=p@u+v(v) (0,5 pt)

o ¢ et 9 sont des fonctions de classe C* sur R. f (z,y) = ¢ (¢ +2y) 2z +y) + ¢ (z +2y) .
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2¢me Année Préparatoire Année: 2003 — 2004

Durée : 2H 00 Module: Analyse 11

[Partiel I11]

Exercice 1 (3 pts) 1. Résoudre I'équation différentielle suivante(1 pt)

1
— Zy=0

2. Résoudre I'équation différentielle suivante

(1+2%)y" +ay ~ i—y =0
en effectuant le changement de variable x = sinht. (2 pt)
Exercice 2 (4,5 pts) Soit a résoudre I’équation différentielle
y+(1-20)y+y’=1+2-2° (E)
1. Résoudre 1'équation différentielle: ' —y — 1 = 0 (1 pt)

2. Déterminer une valeur de a et une valeur de b pour que la fonction yo () = az + b soit
solution de (£) . (1 pt)

3. Résoudre l'équation (E). (2 pts)
4. Déterminer une solution de (E) vérifiant y (0) = 0. (0,5 pt)
Exercice 3 (7,5 pts) 1. Intégrer I’équation
c(1-y*)y —y(1+y°) =0 (1pt)
2. Intégrer 'équation différentielle suivante (2 pts)
e
xt—y
3. Déterminer un facteur intégrant pour la forme différentielle
(y2 — ZEQ) dy + 2zydx
dépendant uniquement de la variable y. (2 pts)
4. Intégrer alors, 'équation (F') en utilisant le facteur intégrant. (2,5 pts)

Exercice 4 (5 pts) Soit f:R> —R
(z,y,2) r— ?+y*+ 22— 2y — 22 + 25,

1. Montrer que I’équation f (z,y, z) = 0 définit 'une des trois variables comme une fonction ¢
des deux autres variables au voisinage du point (1,1), vérifiant ¢ (1,1) = 1. (1 pt)

2. Donner le développement de Taylor-Yong & I'ordre 2 de la fonction ¢ au voisinage du point
(1,1). (3 pts)

3. ¢ présente-elle un extrémum au point (1,1)7 Si oui préciser sa nature.(1 pt)



ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’INGENIORAT
Département de Mathématiques

2¢me Année Préparatoire Année: 2003 — 2004

Durée : 2H 00 Module: Analyse 11

CORRIGE DU PARTIEL N:III

Exercice1 1. ¢/ —ty=0<=y= 172" + cpes? (1 pt)

2. (1+a2%)y" +ay — 3y =0. 2 =sinht = t = argsinh z
dy dydt dy 1

== = (0,5pt
dx dt dx dt \/1+332£—7L)
dy d [(dy 1 d*y 1 r dy
2y (¥ - =24 — +——(0, 5 pt)
dz?  dx \ dt /1+ 22 d* 1+ 2% (14 g2)2 di———
par suite:
. 1 d*y 1
1+28)y" +ay —~y=0+= —2 — -y = 0(0,5 pt
(L+2%)y" +ay — 1y Sz~ 7Y = 00,5 pt)
d’on
y = 01(3%+(32€_%, c1,60 € R
¢ .u,. h . . - an h .
Yy = cpexp (?g—%>+(:2exp (—%n—CL), c1, 00 € R(0, 5 pt)

Exercice 2 (4,5 pts) Soit & résoudre 'équation différentielle snivante

Y+ (1-20)y+y* =14z —2° (E)
yl

LLy-y—-1=0+
vy y+1

=l<hly+l=z+c<=y+1= X" < y=Xre"—1(1 pt)

2. yo(z) =2z (a=1letb=0) (1 pt)

: . : 1 1 1
3. C’est une équation de Riccati, On pose z = = (0,5 pt), douy =z + —, donc
Y=Y Yy—r——" z

Z/
Yy = 1— —. Par suite
b ZZ

y+(1-2z)y+y’ = lta—a’

2! . 1 1\? 5
- +(1=-2z)|z+-|+|z+-) =1l+z—2
V4 z V4

z 1 1 1 1
—— A+ - —22-+20-+ - =
2?2z z z 22

—2'4+241=0(1pt)

z = \e® — 1 (d’apres la question (1))

L et — 1 <=
= e — =
Yy—x Y7 e -1

N

+ (0,5 pt)



4. 1a solution de (F) vérifiant y (0) = 0 est y (z) = 2. (0,5 pt)

Exercice 3 (7,5 pts) 1.

, 1—yHy 1 1 2y 1
1—- N — 1 2 = 0<:>(————[—-—:——<—_—> - — ,:—
c(=v)y -y (t+v) y(1+y?) = y 1+2)Y T2
Y )
— | =In|z|+ ¢ = = Az(1 pt
n1+y2 nlz| 4+ ¢ T4 o (1 pt)

2. On posc z = Q(O, 5 pt), alors
g

B = P (0,5 pt)
= 242 = ——
Y % — y? — 2P
(1—-2%)2 1 z
= e = = - =Ar, A€ R(0,5 pt
2(1+22) = 1+ 22 ! (0.5 pt)
Y
= ——— =)\ A€ R(0,5 pt
oA (0,5 pt)

3. le facteur intégrant p dépendant seulement de y, vérifie 'équation suivante

o ON _ oM 9

- dx O -
2o 9 = — (1 pt)
I

d’on, il suftit de prendre:

i(y) = (1ot

2 ( . y? — a? 2x
4.y = Qlyz <:>(yz—sz)d1q+2mycir1;:0:>(—‘U—Txv)dy%—id:r:()
ey Y Y
2z z?
Ju 2 .
el —— = T
oz v . U 2y+c(y) 2 2 u=—+y+k
@:(y - _r / *(y —z°) e L EcR
= o) =g )=yt ke
72 22 2
il suffit de prendre u (z,y) = — +y = Y Alors
Y Y
2 z? 2z x4y 1
(‘y—gﬁdy+——(],a¢:()<’:>zL(q;,y):c<:> Y :c,CER*@'QLE:—,CER*
Yy Yy y =ty c

Exercice 4 (5 pts) Soit f:R* — R
(z,y,2) == a?+y?+2°—2y— 22+ 1.

of
1. f est C*, oz (1L1,1) =57 OM _alors il existe un voisinage U dans R? du point

f(1,1,1) =0(0,5 pt)

(1,1), et un intervalle ouvert I de R contenant 1, et une fonction ¢ : U — [ qui associe
a chaque point (y,z) de U, le point z = ¢ (y,2) I'unique solution dans I de I'équation
f(z,y,2) =0 et vérifiant ¢ (1,1) = 1.



L ~ (e (y.2),,2) 99y

e ,Z = = ’
ay O (o (0:2)02) 370 2) + 26 (4.2)
Oy

P = 5 pt

SC01) = 00,5 py

0, = “2@wayz) 22 ‘
2 Yo 2),m2) 3¢ y,2) +20(y, 2)’
Oy

T (1,1) = 0(0.5pt

62(’ ) 0(7 p)

Oy - T892+ 200 2) - (2-2) 5 (6p (5.2) +2)
Oy* 7 (392 (y,2) + 20 (y, 2))* ’
o2 =

5@% (L,1) = ?(0,5 pt)

o = 20002 120(y2) - (2-22) 5 (B (y,2) +2)
072 (392 (y, 2) + 2p (y, 2))° ’
0% 2

5 (L0 = <505 pt)

o o = (2-29) 5 (60 (y,2) +2)
Oydz w.2) = (3% (y, 2) + 20 (y, 2))°
0% (1,1) = 0(0,5 pt)

Oydz - L2 PR

, O dp
© 1 ) = 1.1 - 1 k 1
¢ (1+h,1+k) @ (1, )+}L@y (1,1) + az( 1)
1 [ ,0% 0% , 0%
— AP (1.1) + 2Rk L)+ k22 (1.1 h, k|I?
a1 |Gy (WU F kg S LD+ R 5 (L] 4o (ik, k) (0.5 pt)
1 1 ,
e(1+h1+Ek) = 1~;h2~gk2+o(uh,k||z)
J

3o (M +h1+k)—@(1,1) = =3 (R*+ k) +e(hk)||hk|* = (B2 + k?) (—2+c(hk) <0

5
au voisinage de (0,0). Donc ¢ admet un maximum locale au point (1,1). (1 pt)




ECOLE NA:.. ..ALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’INGENIORAT

Département de Mathématiques

2ime Année Préparatoire Année: 2003 — 2004

Durée : 2 heures Module: Analyse I1

' Epreuve de Synthése

Exercice 1 (5 pts) Soient D = {(z,y) € R?/ 1 < .'pg +y? < 4}, T son bord, et k une

constante réelle. Calculer intégrale double [ = / / (LZ -+ yQ) dxdy en utilisant la formule de
D

Green, pour cela on exprimera Uintégrale / & I'aide d’une intégrale curviligne / Pdz + Qdy de

. r
facon que P ne dépende que de y et @ que de x, et vérifiant

oP 5Q
2 el == , — = e—— == .
P(0,0) = Q(0,0) =0, et 5 (0,0) = 57 (0,0) = k

Exercice 2 (5 pts) Soient S la surface définie par :
S={(r,y,2) € R¥/ a2+t =2etl1<z< 2},

face positive vers le bas et W = (y,z,2y) un champ de vecteur défini sur R3.  Calculer

/ / (Eo—;‘l/ff) ndo en utilisant la formule de Stokes.
D AS" “

) . . ( . 1 .
Exercice 3 (6 pts) Soit C' = {(Jz,y, 2eRY 4yt l<letd<y< 5} . Calculer de

deux maniéres différentes le volume de C':
1. en utilisant une intégrale triple (2 pts)
2. en utilisant la formule d’Ostrogradsky. (4 pts)

Exercice 4 (4 pts) Soit w la forme différentielle

x—1 Y

W= — - dy — — ‘ dz
iyt 2241 TR Ty

1. Montrer que w est fermée sur son domaine de définition. (1 pt)

2. Calculer / w ou C est le cercle de centre (1,0) et de rayon 1 orienté dans le sens
C
trigonométrique positif. (1 pt)

3. En déduire, en utilisant la formule de Green, la valeure de I'mtégrale / w, ou Cp est
4 CR

le carré de sommets (—~R, R), (=R,—R), (R,—R), (R, R), (R > 2), orient¢ dans le sens
trigonométrique positif. (2 pts)



ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’INGENIORAT
Département de Mathématiques

2" Année Préparatoire Année: 2003 — 2004

Durée : 2Heures Module: Analyse II

| Corrigé de Ia Synthése]

Exercice 1 (5 pts) Soient D = {(x,y) € R*/1<a? 442 <4},
I'=0,UT, on '
Iy ={(z,y) € R®/2? + 4 = 1} orienté dans le sens trigonométrique négatif,

Ty = {(2,y) € R?/2? + 3% = 4} orienté dans le sens trigonométrique positif,

0o 0P ) 9 oQ , OP 5
- — —— =2 +4%0.5 pt — -t =
O Oy . +‘UH(’ p)¢:>(9:1: ¢ 0y+y
P ne dépend que de y et @ que de z, donc il existe une constante ¢ € R telle que
oP 5 ,
Gy TV =c P=cy—1y 4
85 2 Q=cr+ i3+ ¢
o It =c Ty 2
Ox
oP 0
les conditions P (0,0) = Q (0,0) = 0, o (0,0) = a—g (0,0) = & donnent
Y

aa=c=0ec=k

donc

I 1.
P(r,y) = ky - gy‘i et Q (v, y) = ka + 5;1;'5(1 pt)

- |

¢y :]0,27] — Ty

t > (cost, sint)



est un paramétrage de I'y qui ne conserve pas Porientation.

0y 10,20 — I
t —— (2cost,2sint)

est un paramétrage de 'y qui conserve Porientation.

1 . ' 1 1
./r (kJ - %J > da + (k‘.’r + gf‘) dy = ./[\ (ky - gJ ) dx + (k:l: + §:E3> dy
1 4\ 1,
+ ky — 3V de + | kx + gzlf dy(0,5 pt)
JUy . —

' 1. 1
/ ky—gy‘5> dm+(l€x+§m3> dy
2n 1
= / {(k sint — — bln t) (—sint) + <k cost + 3 cos® t) (cos t)} dt
0
/271'{
o [ (71— cos2t\? (14 cos2t)
- [ [T () < (B )
. ! 2 2
1 1 1+ cosdt 1/3 7r
3/ <2+ A >”L 3<4>(2W> ;L5 pt)
T
s = —:(0,5pt)
I

1 1
/ ky — 7Y 3> daz+<kx+§z3> dy
27 8
— / {(2]@ sint — - Sm t) (—2sint) + <k2 cost + gcos3 t) (2cos t)] dt

2
= / { cost — sin’t (sin4t 1+ cos® t)} dt

)+
£) 2l 2 = ~ 2
_ / 2k (cos 21 dt+/ {1 <<1ﬁ(1052t> . <1+(,052t> >} "
Jo 2 2
l+ 4t 16 /3
= / ( e dt = — [ =) (27) = 8n(1,5 pt)
0 3 \4 =

/'—87r (0, 5pt)

‘ A 15
// (:E2+y2)d,xdy:87r—zz il
o 2 2

Exercice 2 (5 pts) S ={(z,9,2) € R3/z? +y? =2 et 1 < 2 <2}

— . i
// (RotW) ndo = / ydz + zdy + rydz(0.5 pt)
. a8 -
S

k cos’t — sin t) (sm4t 1 cos? t)} dt

)
OJ["—*

o

16
3

16

3

<




Figure 1:

Soit 95 = C, U Oy, ot

Ci={(z,y,2) eR?/ 2*+y?=1lctz=1}

Co={(z,9,2) e R® a? +y* =d et 2 =2}

orientées par le vecteur normal sortant de S.

Pour ¢ : On pose © = cost, y = sint, 2 = 1, 0 < t < 27 (0.5 pt). Porientation est

conservée(1 pt)

Pour Cy : On pose © = 2cost, y = 2sint, 2 =2, 0 < t < 27 (0.5 pt). lorientation n’est pas
conservée(1 pt)
/ ydr + zdy + zydz = / ydr + zdy + rydz + / ydr + zdy + 2ydz(0.5 pt)
as J O Ca T

27
= 4+ / (sint) (—sint) + (1) (cost) dt
Jo

2m
— / (2sint) (—2sint) + (2) (2cost) dt(0.5 pt)
JO T
= —7r+ 47 =37(0.5 pt)

, ., ., . 1
Exercice 3 (6 pts) Soit C' = {(w,y,z) eRY P+ yP+2<letl<y< 5}

V(C) = ///C dedydz

On pose x =rcost, z=rsint, y=y, 0<t <2m, 0<r< /12, 0<y<=(1pt)

VI g 117
V()= / / / rdtdrdy = —(1 pt)
o Jo Jo 24

1.

[N )




llll//////

n
i
II\\\\\' "\ -

Figure 2:

2. en utilisant la formule d’Ostrogradsky:

= // zdydz(0.5 pt)
aC
oC = SuU dl U dQ ou

1

S“{(ccyz)ERg/L +y? 4 2P —1(,t0<y<2}
={(z,y,2) €R¥/a? + 2* = L et y = 0}
3 1
dg——{ ER/Hi/Zi;(t/——}

4 2
orientées par le vecteur normal sortant de C.

//dedZ—//a:dgdz—O

d1

Pour S, I'application

¢ |0,27] x [%3,1} — S

(0.5 pt)
t,r) —— (rcost, —r¢ rsint
(t,7) = (rcost, VI =77 rsint)

est un parameétrage de S.

Iy |99 g ( r? cost r?sint >
"
07‘ or \/—7"2_|._1 —T2+1

(0.5 pt)




@ conserve orientation de S. (O 5 pt)

2 t
// xdydz = / / (rcost) —=—= T oos d dt—w/ ————Idr
g1 =12

7r/ (L - 1) du~%7z(u:m>m

1

Y2

Exerc1ce4 (4 ptS) UJ———W(JJ Z;——l)ﬁjr"dvb
Y r—1
1. On pose P = — et Q= ——"3
r—1) P (r— 1) +y

w est définie sur R® — {(1, 0)}
op -zt _ 04

or ((:L — 1)2 +y2>

donc w et fermeée

2.
p:lo,m] —C
¢ +— (14 cost,sint)

est un paramétrage de C qui conserve Vorientation.
[ et [ ) sty ) s =222
; ~dy — = cost) (cost) — (sint) (—smt)pat = T
clz—1)"+y (o= 1)+ 0 L
(-R.R), (-R.—R), (R,—R), (R, R), ou R>2

arré Cr et le cercle C(0,5 pt), alors:

3. Soit Cg le carré de sommets

Soit D le domaine limité par le ¢

| | [ (8Q 0P
Pde + Qdy — | Pdr+Qdy= 04 9N oy =
./(:R -+ Qdy /( x + Qdy // (aw 8y>dmdy 0(1 pt)

ou Cg et C sont orientées dans le sens trigonométrique positif. Donc

r/__]- «
/ L d H/def 27(0,5 pt)
CR(

-
©— 1)+ Y (z— 1)+
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\\\

Module : ANALYSE II Date : 04/09/2004 " Durée: 2 heures

Epreuve de RATTRAPAGE

Exercice 1 (4 pts):
La relation
2 2
y=2xy=a
définit y en fonction implicite de x , ou x en fonction implicite de y . Calculer

dfy o dix
dx* dy>

Exercice 2 (4 pts ):
On scie un baton de longueur L en trois morceaux de longueurs x, y , z . Trouver ces
trois derniéres longueurs qui rendraient extrémale (maximum) la quantité xy 2

Exercice 3 (4 pts ) :
Aprés intégration de I’équation différentielle
y’’+y=cos3x+3cosx
résoudre le probléme de CAUCHY correspondant .

Exercice 4 (4 pts ) :
Calculer I'intégrale triple

I= ”fZ;fyczlxdydz
D

avec . _
Q= {(x,y,z) R/ x +y2416 , Oézél_\ﬁ

Exercice S (4 pts) :
a) Quelles conditions doivent vérifier les fonctions A et B pour que I'intégrale curviligne

b PGoy) drQeydy
Soit nulle pour toute courbe fermee Usil Pona
P(x,y)=(xA)+B))y 3y Q,y)=yA(x)+B(x)

b) Si A est un polyndme et que B(0)=0 donner I’expression explicite de cette intégrale
curviligne .
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CORRIGE “ EPREUVE DE RATTRAPAGE D’ANALYSE I1
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2me Année Préparatoire Année: 2004 — 2005

Durée : 2H 00 | Module: Analyse 11

Partiel 1|

Exercice 1 (3 pts)

Déterminer lim A, avec
n—s—+00

1

(H (n+ k)> )

3=

A= Tt 1) (e 2) - (k)]

3=

Exercice 2 (6 pts)

Calculer l'intégrale

In(z% +4z +5
/ (@t 45)

(1+x)
Exercice 3 (2 pts)
Donner le développement limité, a ordre 4, au voisinage de zéro de

In (1 2
f(z)=In (EL;;“))

Indication: On utilisera le développement suivant:

2 xd

In (1 —_—r - _1”+1ﬁ n
n(lta) =z o+ () o)

Exercice 4 (3 pts)
Dessiner le domaine de définition de la fonction f : R?—— R définie par

r+y+1
z,y) = arccos | ——— | .
flz,y) a1co( o >

Exercice 5 (6 pts)

Pour l'intégrale

1
Ia: a—1 4 T
/0 z ( 1—x>d$

1. Ftudier la nature de cette intégrale suivant les valeurs du parameétre réel o.
2. Calculer /.

3. Donner une relation entre I, et I,_y, pour n € N*, et en déduire la valeur de Is.



ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’INGENIORAT

2¥me Annge Préparatoire Année: 2004 — 2005

Durée : 2H 00 Module: Analyse 11

' Partiel 11

Important: Ne pas rédiger plus d’un exercice sur une méme double feuille
La copie d’examen doit comporter impérativement 4 doubles feuilles.

Exercice 1 ‘(5 pts) Soit f la fonction de R?* dans R définie par :

2?in(z? + %)+ 2~y si(z,9) # (0,0)
f (vL?y) - { 0 si (27’1/) — (0,0)
I f J f
1. Calculer di (x,y) et (j— (x,y) pour tout (r,y) dans R?.(2 pts)
o dy Sl i

2. la fonction f est-elle continuement différentiable au point (0, 0)?(2 pts)

3. Calculer dfio) (5,3).(1 pt)

Exercice 2 (5 pts) Soit f la fonction de R? dans R définie par -
2 -y
i ———— 8] x’1

N
—
<

<
N

Etudier la différentiabilité de f sur R?.
Exercice 3 (5 pts) Soit f la fonction de R? dans R définie par : f (z,y) =e* ¥ -1—z—y.

1. Montrer que I'équation f (z,y) = 0 définit implicitement au voisinage du point (0,0) y
comme fonction de z. (1,5 pts)

2. Calculer alors ' (0) et y” (0) .(2 pts)

I ~

3. En déduire wlgr}o P.(l, 5 pts)

Exercice 4 (5 pts) Soient £ = {(u,v) € R*/ u>v}, D = {(z,y) eR¥/y* =4z >0} et g
I'application bijective de E dans D définie par g (u,v) = (uv,u +v) . Soit f une fonction de D
dans R, deux fois différentiable.

1. Transformer P'expression

o2 0?

o(f)= 2L O
Oxdy  Oyoz

en posant x = uv et y = u + v et sachant que [ est indépendante de la variable v.(4 pts)

2. En déduire toutes les fonctions f de classe C? indépendantes de v.(1 pt)




ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D'INGENIORAT
DEPARTEMENT MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE

2°™ Année Préparatoire Année universitaire : 2004/2005

PARTIEL I

Module : Analyse Il Semestre : IV Date : 13/04/2005 Durée : 2h00

Exercice 1 | Exercice2 | Exercice 3 | Exercice 4 OBSERVATIONS
BAREME 3 5 6 6

Exercice 1 :
Déterminer la plus grande et la plus petite valeur de la cote z du plan
z=6-4x-3y
pour ’ensemble des points d’intersection de ce plan avec le cylindre X+y’=1 .

Exercice 2 :
1) Résoudre I’équation différentielle suivante
(E1): 2°°(t)-22’(t)+z(t)=2sint+e'
( on donnera une solution particuliére pour chacun des seconds membres 2sint et €')
2) En utilisant le changement de variable t=tanx , résoudre

(E2): P (x cos4x-2y’(x)c0s2x[1+sinx cosx]+y(x)=3sin(tanx)
y

Exercice 3:

Soit f R-—v JR une fonction numérique . On considére 1’équation différentielle

E):  ofor S fm)y©=0

x2
Soient M(x,y)=xyf(xy) et N(x, y)=7(1+ fx)
OM(x,y) ON(x,y)
1) Calculer B et pe
2) En utilisant la variable t=xy , déterminer f pour que (E3) soit une équation aux différentielles
totales .

3) Résoudre alors cette derniére équation aux différentielles totales ( obtenue au point 2) .

Exercice 4 :
Résoudre le systéme différentiel linéaire suivant : X’(t)=AX(t)
ou
100 x (1)
A=2 1 =2 , X(O=|x,(t)
32 x3(8)
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Juin 2005

2ieme AP Module: Analyse IT

Durée : 2H 00

| Epreuve De Synthése |

Exercice 1 (2 pts) Donner la nature de Pintégrale impropre suivante

T ging

Exercice 2 (3 pts) Calculer le développement limité généralisé au voisinage de 0 & 1’ordre 2
ez

In(1—-2z)

Exercice 3 (4 pts) Résoudre dans R, I’équation différentielle suivante

dz

de la fonction z —

(1-2¥)y —zy—zy* =0
Exercice 4 (4 pts) Soit Q = {(z,y,2) € R¥/0 <z <1 et 2? +y? — 2y < 0}. Calculer I'inté-

grale triple suivante:
/// \/(g; +1)2 + (y — 1)2dzdydz
9

Exercice 5 (7 pts) Soient V le champ de vecteur défini sur R® par
Qye +®
V= —2gestv’

y'—

S={(z,y,2) e R¥/z? +y* = z et 1 < 2z < 4}, A, B des fonctions de R dans R, et C une fonc-
tion de R? dans R, telles que A (0) = C (0,0) =0

zA (y)
1. Déterminer les fonctions A, B, C telles que le champ de vecteur W = zB (y) défini
C(z,y)

sur R3, vérifie RotW = V. (2 pt)

2. Calculer en utilisant et seulement en utilisant la formule de Stokes 'intégrale

/5 | Vinde

sachant que S est orientée vers le bas. (3,5 pts)

3. Soit & = {(z,y,2) € R3/52% + 5y* = 2 + 4 et 1 < z < 4}. En déduire, de la question précé-
dente, la valeur de P'intégrale de surface suivante:

/2 [ Vinde

sachant que ¥ est orientée vers le bas. (1,5 pt)
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Module: Analyse 11 Année: 2005 — 2006 Durée: 2 heures

PARTIEL 11

Exercice 1 (4 pts) Soit Q = {(z,7,2) ER¥/ lz|+ |yl <let 2’ +y* <z<2—-2*—¢°}, D
un domaine de R3, et ¢ I'application de Q2 vers D qui a (z, y, 2) associe (u,v, z) = (¢ + ¥,y — 2, 2)

1. Déterminer le domaine D de R?® pour que P’application ¢ soit bijective (0,5 pt)

Exercice 2 (4 pts) Soient I' le chemin ouvert ABCDEFGH, ou A (1,3),B (3, 1),C (-31

)
D(-1,%),E(-1,-3), F (- 1-1), GG, -1),H(Q,- 1 etfl’apphcatlonde R? — {(1,0)}

2(1-z) —2y
((1—1)2+y2)2’ ((r—1)2+y2)2

vers R?, définie par f (z,y) =

2. Calculer I = [ (—2%—1%)5(133 — ——%Ly—gdy (2 pts)
- Y e

Exercice 3 (8 pts) Soient S = {(z,y,2) € R} z*+ y® =z et z < 4}, face positive vers le
bas, et W (z,y,2) = (y,72,0), et V = (z,y, z) deux champs de vecteurs définis sur R3.

1. Donner un paramétrage de S (1 pt)



9. Le paramétrage choisi conserve-t-il orientation de S7 (2 pts)

........................................................................................

........................................................................................

6. a Paide de la formule de Stokes, transformer J = / / (E%W) fido en une intégrale
S
curviligne (1 pt)

Exercice 4 (4 pts) Quelle est la nature des deux séries suivantes? justifiez votre réponse

L ZnZl ngifu(z pts)
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Module: Analyse II Année: 2005 — 2006 Durée: 2 heures

PARTIEL 3

Exercice 1 (6 pts) Soit f une fonction 2n-periodique définie sur |—n, 7] par

@) —1—; siz € ]—m,0]
T) = :
1-2  sizelon]
m
1. La fonction f est-elle paire ou impair? (1 pt)
Tracer le graphe de la fonction f sur I'vatervalle [—3x,37]. (1 pt)

Développer la fonction f en série de Fourjer. (2 pts)

=W N

Calculer la somme de la série de Fourier pour tout z dans |-, 7). (1 pt)

+00 (—“l)k
5. En déduire la somme de la série Z _Q—Z"_k—l

k=0

Exercice 2 (5 pts) Soit la série entiére — -5
g (n+1)(n+3,

- 1. Calculer le rayon de convergence R. (1 pt)

2. Déterminer le domaine de convergence simple et uniforme. (.1 pt)

(2z)"
(n+1)(n+3)

€ P . - L
3. En déduire la somme S (z) = )
n>0

1
(n+1)(n+3)
4. En déduire S (3) . (1 pts)
Exercice 3 (4 pts) On considere la suite de fonctions f, définies dans I'int ervalle [1, e] par:

folx) = { n®: (Inz)" siz €[l ¢

pour z € |-, R[.

[y

(décomposer la fraction en éléments simples). (2 pts)

10 siz=e
ol «v est un parameétre réel.
1. Montrer que la suite de fonctions (f,), converge simplement vers une fonct.ion f dans
lintervalle [1,¢]. (1 pt)
e
2. Calculer [, = / fu(z)dx (1 pt)
J 1

3. Calculer lim I, en fonction de a (1 pt)
n-—~—+00
4. En déduire des valeurs de a pour lesquelles la convergence n’est pas uniforme sur (1, el
(1 pt)

Exercice 4 (5 pts) Décomposer en séries enticres les fonctions suivantes

() t Lo h(z) = cos®z
jlr) = arctan { ————rx , (1) = COS™ T
g 1+ z*
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Exercice 1 (5 pts) Soit f une fonction 27-périodique définie sur [0, 27| par

x sizé€ 0,7

f(@:{ 0 size€]m2n|

1. Tracer le graphe de la fonction f sur Iintervalle [0, 47]. (0,5 pt)



...........................................................................................................................

Exercice 2 (3 pts) On considére 'équation différentielle

yll + Sy/ + 2y — e—~i,

ot y est une fonction de classe C? sur [0, +-oo[, vérifiant: y (0) = 0 et 3/’ (0)=1

1. donner D'expression de £ (y') et £ (y") en fonction de £ (y)(1 pt)

+00
Exercice 3 (12 pts) Le but de ce probléme est de calculer / s’nthdz'
p Smnz
2
idere la foncti = .
On considere la fonction f (2) Soha

1. Déterminer la nature des singularités de la fonction f.(1,5 pt)



9. Calculer le résidu de f en chacune de ses singularités (1,5 pt)

3 13
3. On considere le rectangle I' de sommets —R, +R, R + 2——2—7—T- et —R+ 3-575 (R € R"jr), de

cotés T';, Iz, '3 et T'y et orienté dans le sens trigonométrique positif

RI¥ 4 iz
-R+— — '
2 F3 _ R.,LM
NS
C A\
4
Ao
> >~
~-R 0 T, R
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