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Exercice 1 Série de Fourier.

Soit la fonction périodique f(t) ci-contre. )
1. Quelle est la période T de cette fonction.
2. Donner le développement en série de Fourier de cette fonction. 1

Rappel: La série de Fourier d’une fonction périodique f(t) est:

f(t)y=ao + > ancos(nwt)+ > bysin(nwt).
n=1 n=1

Exercice 2 Systéme amorti.

Une tige de longueur 3L porte en ses extrémités les masses M et m. La tige
peut tourner autour du point O. L’ensemble des frottements est symbolisé
par 'amortisseur de coefficient a. A I’équilibre le ressort était non déformé
et la tige était vérticale (représentée en pointillé.)
1. Trouver I’énergie cinétique T, I’énergie potentielle U, et la fonction

de dissipation D. ( < 1.)

2. Trouver le Lagrangien et déduire ’équation du mouvement.

3. Sachant que M=2kg, m=1kg, k=5N/m, L=1m, a=54N.s/m, g=10m/s* :
trouver la nature du mouvement.

4. Quelle est la valeur maximale que o ne doit pas dépasser pour qu’il y ait oscillations.

5. Lorsque o = 9N.s/m, le systéme oscille mais son amplitude diminue au cours du temps.
Trouver le temps 7 au bout duquel 'amplitude diminue & 1/5 de sa valeur.

92
Rappel: Pour 0 < 1:sinf ~0 , cosd~1— 5

Exercice 3 Systéme forcé.

Dans le systéme ci-contre, Le disque de masse M et de rayon R peut
tourner librement autour de son axe fixe. La masse m sur le plan
horizontal est reliée & un amortisseur de coefficient o et au disque
par un fil inextensible et non glissant. A 1’équilibre le ressort était

non déformé.
Une excitation sinusoidale F(t)=F  cos{t est appliquée sur la masse m.

1. Trouver I’énergie cinétique T, I’énergie potentielle U, et la fonction
de dissipation D. (Pour la variable z < 1.)

2. Trouver le Lagrangien et déduire I’équation du mouvement.

3. En utilisant ’équation du mouvement et la représentation complexe,
trouver Pamplitude A et la phase ¢ de la solution permanente z(¢)=Acos(2t+¢).

4. Déduire la pulsation de résonance {2g.

5. Donner la facteur de qualité @ et la bande passante B du systéme (Amortissement faible A < wy.)

1
Rappel: Le moment d’inertie du disque autour de son aze est [ = §MR2.
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1. La période de la fonction est . @
_ 1 (T S 12 3 4 _ £\
2. a0 =7 [, f(t)dt (05 =3 [fo Ldt + [; 2.dt + [, O.dt] = 1. @
T 202
an = %fo f(t) cosQW—f}t dt @ = - [f() 1.cos7rntdt + f2 2005”ntdt + f2 0. dt] = %sm?’gn
2 T . 2mnt 2 . t . t
=TT fo f(t) smﬂ—jﬁ dt @ = 1 [fo 1.szn%dt + fz 2sm7m dt + f2 0. dt]
= i(1 + cosTn — 2cos37rTn). @
Donc, f(t) =1+ Z —sm—cosnwt—i— Z (1 + cosmn — QCos?an)smnwt. @

Exercice 2
.2

2 9 .2
L T=3ml?0 + M2 = L(mA-am) %0 . @ D= 3iar? . @
U & $kI?0° — mg(L — Leost)) + Mg(2L — 2Leost) ~ | & (kL>—mgL+2MgL)0”. Kl)
2

2. Le Lagrangien est: £L =T — U = %(m + 4M)L2(9 — l(kL2 — mgL+2MgL)92.

kL—mg+2 Mg A
(m+4M)L 6 =o. (05

- kL— 2M
3. L’équation est de la forme: z + 2z + wox =0:avec | A = W, w% = (mT+]T/[)Lg @

A.N: @ ~ ’ 5,1rad2.572>0. ‘ @ Le mouvement est donc ’ apériodique. ‘ @
4. Pour qu’il y ait oscillations, il faut que @
= | o <2/(kL — mg+2Mg)(m+4M )/L \ ~[ 35,5N.m Ls. \@
5. Pour « = 9N.m ™. m et nous avons: ’ Ae At+T) — L g2t ‘@

— [r =15 | QS:w:lT%@

Exercice 3

L’équation du mouvement est: 9 + m+4M€ +

.2 9
1T ="Ty+ Tp= MR +ims = %(%M+m)¢2, @ (Car =R0.)

U= U= 526 = w? | (05) D=|lai".

.2
2. Le Lagrangien est: L =T — U = 2( M+ m)z — lka;'2.
d - a k F
oL\ _ oL _ a_D @ Tt — g; + T = . ‘
(%)% - —Dip |05 — B AT AT 05

_ 2 _ k
L’équation est de la forme: T+ 2\z + wox = —1— : avec A= 2(—a1m, Wy = (—% @

m+? m+z m+5
3. En utilisant la représentation complexe
Fgcos(Qt)—>F:Foeth @ .. . 9 F 2 _ ()2 A A = Iy
N , =7+ 2z + wizr = —= = (W +2j MDA =
z=Acos(Q+)—z=Ae!? 4 24z + Wor m+%M m+%M

T Fo/(m+L M) -

B s T e 1 - e
A= mar2in V(w3-02)"+4x202 0

4. La pulsation de résonance est {2 telle que g—é =0 , soit g = w% —2)\% @

5. Le facteur de qualité du systéme est @ la bande passante est @
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