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3°Licence STR EXAMEN FINAL Ondes et Propagation  
 
QUESTIONS DE COURS (5pts) 
I- On considère un milieu linéaire, homogène, 

isotrope, sans sources réelles et non magnétique.  Quelles sont les relations constitutives vérifiées 
par le milieu ?  A partir des équations de Maxwell dans le vide, 
montrer que le champ magnétique peut être régi 
par l'équation de Helmholtz (L’équation d’onde) 
en utilisant l’identité vectorielle  

ሬԦߘ × ൫ߘሬԦ × Ԧܺ൯ = ሬԦߘሬԦ൫ߘ ∙ Ԧܺ൯ − ଶߘ Ԧܺ 
Rép  
 les relations constitutives vérifiées par un  milieu 

LHI et non magnétique 
ሬሬԦܦ = ሬԦܧߝ
ሬԦܤ =   ሬሬԦܪߤ

Où ߝ = ߤ  ଴ est la permittivité du milieu etߝ௥ߝ = ଴ߤ௥ߤ = ௥ߤ) ଴ Sa perméabilitéߤ = 1, pour un 
matériau non magnétique)  L’équation de Helmholtz 
En appliquant  le  rotationnel (ߘሬԦ × ) à la première 
équation, on obtient : 

ሬԦߘ × ሬԦߘ × ሬԦܧ  = ߤ− ߲
ݐ߲ ሬԦߘ ×   ሬሬԦܪ

Où, en remplaçant ߘሬԦ ×  ሬሬԦ de la 2° équation dܪ
eMaxwell, 
ሬԦߘ × ሬԦߘ × ሬԦܧ  = ߤ− ߲

ݐ߲ ൬ ߲
ݐ߲ + Ԧ௘൰ܬ = ߝߤ ߲ଶܧሬԦ

ଶݐ߲  
Puisque le milieu est sans sources,ܬԦ௘ = 0 
En utilisant l’identité vectorielle  

ሬԦߘ × ൫ߘሬԦ × Ԧܺ൯ = ሬԦߘሬԦ൫ߘ ∙ Ԧܺ൯ − ଶߘ Ԧܺ 
On obtient  
ሬԦߘሬԦ൫ߘ ∙ ሬԦ൯ܧ − ሬԦܧଶߘ = ߝߤ− ߲ଶܧሬԦ

ଶݐ߲  
ሬԦܧଶߘ − ߝߤ  ߲ଶܧሬԦ

ଶݐ߲ = 0 
De la même façon on obtient  

ሬሬԦܪଶߘ − ߝߤ  ߲ଶܪሬሬԦ
ଶݐ߲ =  0 

Qui sont bien des équations d’onde ou de Helmholtz. 
En régime harmonique, nous obtenons ces équations 
d’onde.  

ሬԦܧଶߘ + ݇ଶܧሬԦ = 0
ሬሬԦܪଶߘ + ݇ଶܪሬሬԦ = ù ݇ଶ݋ 0 = ଶ߱ߝߤ   

 
 

 
II- définir les paramètres d'une ondes EM 
Rép  
Les paramètres de bases d'une onde sont:   La polarisation  la direction de propagation  la fréquence et la longueur d’onde   le vecteur nombre d’onde  la constante d'atténuation (ou son inverse la 

profondeur de peau) 
III- Montrer à partir de la loi de Gauss que la loi 

de conservation de la charge peut se mettre sous la 
forme : 

Ԧܬݒ݅݀ + ߩ߲
ݐ߲ = 0 

Sachant que  ߘ ∙ ൫ߘሬԦ ×൯ = 0 
Rép  
D’après l’équation de Gauss,  

ሬԦߘ ∙ ሬሬԦܦ = ߩ ⟹ ሬԦߘ ∙ ሬሬԦܦ߲
ݐ߲ = ߩ߲

ݐ߲  
ሬԦߘ × ሬሬԦܪ = ሬሬԦܦ߲

ݐ߲ + Ԧܬ ⟹ ߘ ∙ ൫ߘሬԦ × ሬሬԦ൯ܪ = 0 = ሬԦߘ ∙ ቆ߲ܦሬሬԦ
ݐ߲ +  Ԧቇܬ

ሬԦߘ ∙ ሬሬԦܦ߲
ݐ߲ = ሬԦߘ− ∙ Ԧܬ = 0 ⟹ ሬԦߘ ∙ ሬሬԦܦ߲

ݐ߲ = ሬԦߘ− ∙ Ԧܬ = ߩ߲
ݐ߲  

D’où  
Ԧܬݒ݅݀ + ߩ߲

ݐ߲ = 0 
EXERCICE  N°1  (6pts) 

1. Rappeler les équations de Maxwell reliant les 
vecteurs ܤሬԦ et ܧሬԦ 

2. Établir les équations de propagation du champ 
 .ሬԦ dans le videܤ ሬԦ et du champܧ

3. Les équations de propagation de ܧሬԦ et de ܤሬԦ dans 
le vide admettent comme solutions dans le cas 
de la propagation d’une onde plane 
monochromatique : 

ሬԦܧ = ሬԦ଴݁௝൫ఠ௧ି௞ሬԦܧ ∙௥Ԧ൯ ݁ܤ  ݐሬԦ = ሬԦ଴݁௝൫ఠ௧ି௞ሬԦܤ ∙௥Ԧ൯ 
 .ሬԦ଴ sont deux vecteurs constantsܤ ݐሬԦ଴݁ܧ

4. Calculer 
ሬԦܧݐ݋ݎ = ∇ × ,ሬԦܧ ሬԦܤݐ݋ݎ = ∇ × ሬԦܤ ሬԦܧݒ݅݀ = ∇ ∙ ,ሬԦܧ ሬԦܧݒ݅݀ = ∇ ∙  ሬԦܧ

5. Montrer que ܧሬԦ ݁ܤ  ݐሬԦ sont transversaux et que 
 .ሬԦ sont perpendiculaires entre euxܤ  ݐ݁ ሬԦܧ
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6. On considère une OPE (Onde Plane 
Électromagnétique) : 

ሬԦܧ = ሬԦ଴ܧ cos(߱ݐ −  ො. Préciser le sens et la vitesse de propagationݔ(ݖ݇
ainsi que la direction de vibration de ܧሬԦ. 
Déterminer ܤ.ሬሬሬԦ 

Rép  
1. Rappeler les équations de Maxwell reliant les vecteurs ܤሬԦ 

et ܧሬԦ 

ሬԦߘ × ሬԦܧ = − ሬԦܤ߲
ݐ߲  

ሬԦߘ × ሬԦܤ = ߤߝ ሬԦܧ߲
ݐ߲ +  Ԧܬߤ

ሬԦߘ ∙ ሬԦܧ = ߩ
ߝ  

ሬԦߘ ∙ ሬԦܤ = 0 
2. Établir les équations de propagation du champ ܧሬԦ et du 

champ ܤሬԦ dans le vide. 
Voir la 2° question de cours 

ሬԦܧଶߘ + ݇ଶܧሬԦ = 0
ሬԦܤଶߘ + ݇ଶܤሬԦ = ù ݇ଶ݋ 0 = ଶ߱ߝߤ  

1. Les équations de propagation de ܧሬԦ et de ܤሬԦ dans le 
vide admettent comme solutions dans le cas de la 
propagation d’une onde plane monochromatique : 

ሬԦܧ = ሬԦ଴݁௝൫ఠ௧ି௞ሬԦܧ ∙௥Ԧ൯ ݁ܤ  ݐሬԦ = ሬԦ଴݁௝൫ఠ௧ି௞ሬԦܤ ∙௥Ԧ൯ 
 .ሬԦ଴ sont deux vecteurs constantsܤ ݐሬԦ଴݁ܧ

1. Calculer 
∇ሬሬԦ × ,ሬԦܧ ∇ሬሬԦ × ሬԦܤ ∇ሬሬԦ ∙ ,ሬԦܧ ሬሬԦ∇ ݐ݁ ∙  ሬԦܤ

 Calcul de  ߘ ×  ሬԦܧ
ߘ × ሬԦܧ = ተተ

ොݔ ොݕ ݖ̂
߲

ݔ߲
߲

ݕ߲
߲

௫ܧݖ߲ ௬ܧ ௭ܧ
ተተ = ݆ሬ݇Ԧ ×  ሬԦܧ

ොݔ ቆ߲ܧ௭
ݕ߲ − ௬ܧ߲

ݖ߲ ቇ − ොݕ ൬߲ܧ௭
ݔ߲ − ௫ܧ߲

ݖ߲ ൰ + ݖ̂ ቆ߲ܧ௬
ݔ߲ − ௫ܧ߲

ݕ߲ ቇ 
Où 

ሬԦܧ = ሬԦ଴݁௝൫ఠ௧ି௞ሬԦ∙௥Ԧ൯ܧ = ቌ
଴௭ܧ଴௬ܧ଴௫ܧ

ቍ ݁௝൫ఠ௧ି௞ೣ௫ି௞೤௬ି௞೥௭൯ 
On remarque que chaque dérivation spatiale équivaut à une 
multiplication par la composante  de j ሬ݇Ԧ qui lui correspond, 
comme par exemple 

ቆ߲ܧ௭
ݕ߲ − ௬ܧ߲

ݖ߲ ቇ = ଴௭݆݇௬ܧ− +  ଴௬݆݇௭ܧ
൬߲ܧ௭

ݔ߲ − ௫ܧ߲
ݖ߲ ൰ = ଴௭݆݇௫ܧ− +  ଴௫݆݇௭ܧ

ቆ߲ܧ௬
ݔ߲ − ௫ܧ߲

ݕ߲ ቇ = ଴௬݆݇௫ܧ− +  ଴௫݆݇௬ܧ
D'où 

ߘ × ሬԦܧ = −݆ሬ݇Ԧ ×  ሬԦܧ
De la même façon, on montre que  

ሬԦߘ × ሬԦܤ = −݆ሬ݇Ԧ ×   ሬԦ Pour les divergences, on aܤ
ሬԦߘ ∙ ሬԦܧ = ௫ܧ߲

ݔ߲ + ௬ܧ߲
ݕ߲ + ௭ܧ߲

ݖ߲ = 
 ݆݇௫ܧ଴௫݁௝൫ఠ௧ି௞ೣ௫ି௞೤௬ି௞೥௭൯ 

−݆݇௬ܧ଴௬݁௝൫ఠ௧ି௞ೣ௫ି௞೤௬ି௞೥௭൯ 
−݆݇௭ܧ଴௭݁௝൫ఠ௧ି௞ೣ௫ି௞೤௬ି௞೥௭൯ = −݆݇௫ܧ௫ − ݆݇௬ܧ௬ − ݆݇௭ܧ௭ 

Qui est le produit scalaire du vecteur ݆ሬ݇Ԧ par ܧሬԦ. Donc  
ሬԦߘ ∙ ሬԦܧ = −݆ሬ݇Ԧ ∙  ሬԦܧ

De même 
ሬԦߘ ∙ ሬԦܤ = −݆ሬ݇Ԧ ∙  ሬԦܤ

2. Montrer que ܧሬԦ ݁ܤ  ݐሬԦ sont transversaux 
et que ܧሬԦ ݁ܤ  ݐሬԦ sont perpendiculaires 
entre eux. 

D'après les deux dernières équations de Maxwell, on a 
ሬԦߘ ∙ ሬԦܧ = −݆ሬ݇Ԧ ∙ ሬԦܧ = 0 
ሬԦߘ ∙ ሬԦܤ = −݆ሬ݇Ԧ ∙ ሬԦܤ = 0 

Qui montrent que  ሬ݇Ԧ ⊥ ሬ݇Ԧ  ݐ݁ ሬԦܧ ⊥  :ሬԦ De même, d'après les deux premières équations, on aܤ
ሬԦߘ × ሬԦܧ = −݆ሬ݇Ԧ × ሬԦܧ =  ሬԦܤ݆߱−
ሬԦߘ × ሬԦܤ = −݆ሬ݇Ԧ × ሬԦܤ =  ሬԦܧ݆߱ߤߝ

Ce qui montre que ܤሬԦ݁ܧ ݐሬԦ sont perpendiculaires entre eux. 3. On considère une OPE (Onde Plane 
Électromagnétique) : 

ሬԦܧ = ଴ܧ cos(߱ݐ −  ො. Préciser le sens et la vitesse de propagationݔ(ݖ݇
ainsi que la direction de vibration de ܧሬԦ. 
Déterminer ܤ.ሬሬሬԦ 

Soit une OPE (Onde Plane Électromagnétique) : 
ሬԦܧ = ଴ܧ ݐ߱)ݏ݋ܿ −  ො. Qu'on peut écrire sous forme complexeݔ(ݖ݇

ሬԦܧ = ଴ܧ ݐ߱)ݏ݋ܿ − ොݔ(ݖ݇ = ොݔ  ଴ܧ ݁௝(ఠ௧ି௞௭)   
 Cette onde se propage suivant l'axe des ݖ. 
 La direction de vibration et qu indique la 

polarisation de l'onde est une polarisation linéaire 
suivant l'axe des ݔ.  

 La vitesse de propagation ݒ = ߱/݇ 
Le champ ܤሬԦ sera déterminé à travers la 1°équation de 
Maxwell: 

ߘ × ሬԦܧ =  ሬԦܤ݆߱−

ߘ × ሬԦܧ = ተተ
ොݔ ොݕ ݖ̂
߲

ݔ߲
߲

ݕ߲
߲

ݖ߲
଴ܧ ݁௝(ఠ௧ି௞௭)  0 0

ተተ

= ොݔ0 − ଴݁௝(ఠ௧ି௞௭)൯ܧො൫݆݇ݕ + ݖ0̂ =  ሬԦܤ݆߱−
 

଴݁௝(ఠ௧ି௞ܧොݕ ) = ሬԦܤ߱  → ොݕ ଴ܧ
߱ ݁௝(ఠ௧ି௞ ) = ሬԦܤ  
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EXERCICE  N°2( 5pts) 
Le champ électrique d’une onde plane uniforme 

dans un milieu non magnétique s’écrit  
ሬԦܧ = ଴݁ିଶ௭ܧ cos(210ߨ଺ݐ − ොݔ(ݖ2       (ܸ/݉). 

Donner 
a) l’expression du champ 

magnétique 
b) la constante complexe de propagation. 

En déduire la  longueur d'onde  
c) la profondeur de pénétration,  
d) la valeur moyenne temporelle du 

vecteur de Poynting.  
Rép.  

Le champ électrique d’une onde plane uniforme dans un 
milieu non magnétique s’écrit  

ሬԦܧ = ଴݁ିଶ௭ܧ ݐ10଺ߨ2)ݏ݋ܿ − ොݔ(ݖ2       (ܸ/݉). Pour simplifier les calculs, on réécrit le champ électrique 
sous forme complexe 

ሬԦܧ = ଴݁ିଶ௭ܧ ݐ10଺ߨ2)ݏ݋ܿ − ොݔ(ݖ2
= ଴݁ିଶ௭ܧොݔ ݁௝൫ଶగଵ଴ల௧ିଶ௭൯
= ଴ܧොݔ ݁௝ଶగଵ଴ల௧݁ିଶ(ଵା௝)௭ 

Si on pose ݆݇௖ = 2(1 + ݆), le champ s'écrit comme: 
ሬԦܧ = ଴ܧොݔ ݁௝ଶగଵ଴ల௧݁ି௝௞೎௭  

a. l’expression du champ magnétique 
Puisque l'onde est une onde plane, le champ magnétique  est 
relié au champ électrique par la relation 

−݆݇௖ሬሬሬሬԦ × ሬԦܧ =  ሬԦܤ݆߱−
Où ݇௖ሬሬሬሬԦ = ݆݇௖̂݋  ݖù ݇௖ = 2(݆ − 1)   

݇௖ሬሬሬሬԦ × ሬԦܧ = ሬԦ ݇௖ܤ߱
߱ ݖ̂ × ଴ܧොݔ ݁௝ଶగଵ଴ల௧݁ି௝௞೎௭ =  ሬԦܤ

ሬԦܤ = ොݕ 2(݆ − 1)
߱ ଴ܧ ݁௝ଶగଵ଴ల௧݁ି௝௞೎௭  

Ou 
ሬԦܤ = 2(݆ − 1)

߱ ଴݁ିଶ௭ܧ ݐ10଺ߨ2)ݏ݋ܿ − ොݕ(ݖ2  
b. La constante complexe de propagation ߛ 

ሬԦܧ = ݐ10଺ ߨ2)ݏ݋଴݁ିଶ௭ܿܧ − ොݔ(ݖ2
→ ሬԦܧ = ොݔ଴݁ିଶ௭ ݁ି௝ଶ௭ܧ  

Qui est de la forme  
 ොݔ଴݁ିఈ௭݁ି௝ఉ௭ܧ

߱ = ߙ ,10଺ ߨ2 = ߚ ݐ݁ 2 = 2 
݇௖ = ߚ − ߙ݆ = ߱ඥߝ)ߤᇱ − (ᇱᇱߝ݆ = 2 − 2݆ 

Ou bien  
ߛ = ݆݇௖ = ߙ + ߚ݆ = 2 + 2݆  

c. La profondeur de pénétration 
ߜ = 1

ߙ = 0.5 
d. L’impédance d’onde complexe  

On a 
On vu que  

݇௖ሬሬሬሬԦ × ሬԦܧ =  ሬԦܤ߱
En module  

݇௖ܧ = ܤ߱ =  ܤ଴ߤ߱
D'où 

௖ߟ = ܧ
ܪ = ଴ߤ߱

݇௖
= 10଺ ߨ2 × 10ି଻ ߨ4

2 − 2݆ = × ߨ 10ିଵ ߨ4
1 − ݆  

En multipliant par l'expression conjuguée, on 
obtient: 
௖ߟ = ଶ(1ߨ0.2 + ݆) = 1,97 + ݆1,97 = 2,79݁௝ସ °  

e. Le vecteur de Poynting 
On calcule tout d’abord : 

ሬሬԦܪ = ሬԦܤ
଴ߤ

= ොݕ 2(݆ − 1)
଴߱ߤ ଴ܧ ݁௝ଶగଵ଴ల௧݁ି௝௞೎௭ 

∗ሬሬԦܪ = ොݕ 2(1 − ݆)
଴߱ߤ ଴݁ିଶ௭ܧ ݁ି௝൫ଶగଵ଴ల௧ିଶ௭൯ 

Le vecteur de Poynting moyen est par définition: 
SሬԦ = ሬԦܧ × ∗ሬሬԦܪ = ଴݁ିଶ௭ܧොݔ ݁௝൫ଶగଵ଴ల௧ିଶ௭൯

× ොݕ 2(1 − ݆)
଴߱ߤ ଴݁ିଶ௭ܧ ݁ି௝൫ଶగଵ଴ల௧ିଶ௭൯ 

SሬԦ = ሬԦܧ × ∗ሬሬԦܪ = ଴ଶܧݖ̂
2(1 − ݆)

଴߱ߤ ݁ିସ௭  
La puissance moyenne transportée par l'onde est donc: 

〈SሬԦ〉 = 1
2 ℛ݁൛ܧሬԦ × ሬሬԦ∗ൟܪ = ଴ଶܧݖ̂

2
଴߱ߤ ݁ିସ௭  

EXERCICE  N°3(4pts) 
Une mesure de champ électromagnétique a été 

effectuée dans un appartement situé à proximité d’un 
émetteur radiofréquence. La mesure est effectuée à l’aide 
d’un mesureur de champ électrique. La mesure indique 
un champ électrique d’amplitude crête de 10 V/m.  

i. Déterminez la densité de puissance 
crête et moyenne transportée par l’onde 
électromagnétique.  

ii. Les recommandations européennes 
d’exposition du public aux champs 
électromagnétiques exigent que les personnes ne 
soient pas soumises à une densité de puissance 
crête > 2 W/m². Que concluez-vous de cette mesure 
? 

Rép.  
i. On suppose un régime sinusoïdal. La puissance 

crête transportée par l’énergie électromagnétique est de :  
௠ܲ௔௫ = |ܧ| ×  |ܪ|

La puissance moyenne de 
௠ܲ௢௬  = 1/2 × |ܧ|  ×  .|ܪ|

En supposant que l’onde est plane (mode TEM), ce 
qui est vrai à une distance suffisamment importante de 
l’émetteur radiofréquence (condition de champ lointain), les 
champs électrique et magnétique de l’onde sont en phase et 
reliés par l’impédance d’onde ߟ = 377  dans l’air ou dans 
le vide :  

|ܧ|
|ܪ| =  ߟ 

La puissance transportée par l’onde mesurée est de : 
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௠ܲ௔௫  = |ܧ|  × |ܪ| = |ܧ|
ߟ = 100

377 = 265 ܹ݉/݉ଶ 

௠ܲ௢௬  = 1
2 × |ܧ|  × |ܪ| = 1

2 ௠ܲ௔௫ = 133 ܹ݉/݉ଶ 
ii. La puissance crête transportée par l’onde est 

environ 10 fois plus faible que la limite prévue par la 

recommandation d’exposition du public. A priori, il n’y a 
pas de problèmes légaux liés à l’exposition du public et donc 
pas de modifications à apporter par le propriétaire de 
l’émetteur (hormis si le principe de précaution est appliqué). 

Bon travail

 


