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EXAMEN FINAL
Ondes et Propagation

QUESTIONS DE COURS (5pts)

I- On considére un milieu lin€aire, homogeéne,
isotrope, sans sources réelles et non magnétique.

o Quelles sont les relations constitutives vérifiées
par le milieu ?

o A partir des équations de Maxwell dans le vide,
montrer que le champ magnétique peut étre régi
par l'équation de Helmholtz (L équation d’onde)
en utilisant I’identité vectorielle

Vx(PxX)=0(7-X)-v?X
Rép
e Jes relations constitutives vérifices par un milieu

LHI et non magnétique

D=ef o

B =uH
Ou & = g€y est la permittivité du milieu et
U= Urlo = o Sa perméabilité (U, =1, pour un
matériau non magnétique)
e [’équation de Helmholtz

En appliquant le rotationnel 07 X)) a la premiere
équation, on obtient :

— = = a — —

VXVX E=—-u—VxH
Ou, en remplacant VX H de la 2° équation d
eMaxwell,

P F = (L4 1) = e
= — — —_— e g_
Hai\ar te ‘f at?
Puisque le milieu est sans sources,], = 0
En utilisant l’identité vectorielle
7 x (7 x &) = 7(7 - X) - 727

On obtient
(7 - B) = vF = e L
BT -
V2E E o
Heaez =
De la méme fagon on obtient
v2H O _ 0
Moz =

Qui sont bien des équations d’onde ou de Helmholtz.
En régime harmonique, nous obtenons ces équations
d’onde.

25 2r —
4 E +k li =0 ot k2
VZH + k*H =0

= pew?
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Ipts 1I- définir les paramétres d'une ondes EM

Rép -

Les paramétres de bases d'une onde sont:

e La polarisation

e [a direction de propagation

e la fréequence et la longueur d’onde

e e vecteur nombre d’onde

e la constante d'atténuation (ou son inverse la
profondeur de peau)

IIII]— Montrer a partir de la loi de Gauss que la loi
A .
""" de conservation de la charge peut se mettre sous la

forme :
L, dp
divi+—=0
J at
Sachant que |7-(|7><)=0
Rép
D apres I’équation de Gauss, @
Lo _ dD dp
7-D= —=—
- P a o
- . 0D . _ (0D .
VxH=—-+] =7V (VxH)y=0="7 Frasl
_ aD 57 0 ﬁaﬁ 5.2 _0p
—_— = — e — _— - = —_
Jat J t J Jat
D’ou
. dp
d —=0
lv]+6t

EXERCICE _N°1_(6pts)

1. Rappeler les équations de Maxwell reliant les

vecteurs B et E
2. Etablir les équations de propagation du champ

E et du champ B dans le vide. 1>

3. Les équations de propagation de E et de B dans
le vide admettent comme solutions dans le cas
de la propagation d’une onde plane
monochromatique :

E = Eyel(0t=k7) ot B = Byel(@t-F7)
Eoet §0 sont deux vecteurs constants.
4. Calculer

rotE =VXE,rotB=VXxB divE =V-E,divE =V E

5. Montrer que E et B sont transversaux et que
E et B sont perpendiculaires entre eux. @

A.B
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6. On  considére une OPE (Onde Plane
Electromagnétique) : @
E= F?o cos(wt — kz)X.
Preciser le sens et la vitesse de propagation
ainsi que la direction de vibration de E.
Déterminer B.
Rép

—

1. Rappeler les équations de Maxwell reliant les vecteurs B

ok -

Fxpe_8
XE=——
at
FxB = enl b f
X = —_
o w
7.F=P
- = £
V-B=0

2. Etablir les équations de propagation du champ E et du
champ B dans le vide.

Voir la 2° question de cours

25 2R —

174 €+k E_Ooukzz,ung

V2B + k*B =0

1. Les équations de propagation de E et de B dans le
vide admettent comme solutions dans le cas de la
propagation d’une onde plane monochromatique :

E = Eyel(@t=k7) ot B = Bjel(wt=k7)

EO et EO sont deux vecteurs constants.

1. Calculer
VXxEVxB V-EetV-B

-

v Calculde V X E

x y 2z
rxio|r L O kxE
*E=6x 3y 9z T
E. E, E,
o (0F: _ 08y _A<6EZ_6EX)+ZA 9E, OE,
dy 0z Jx 0z dx  dy
Oou
- EOx
Ezﬁoej(wt—k-F) — EOy ej(wt—kxx—kyy—kzz)
EOz

On remarque que chaque dérivation spatiale équivaut a une

multiplication par la composante de jE qui lui correspond,
comme par exemple

(aEz—aﬂ) = —Eo,jky, + Eq,jk
ay 9z 0z y Oy] z
(aEz - aE") = —Eo,jky + Equjk
ax aZ 0zJ) Kx oxJ Xz
(aﬂ_a&>:_5 ik, + E,.jk
Ax ay Oy] X oxJ y

D'ou
2/1
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VxE=—jkxE
De la méme fagon, on montre que
VxB=—jkxB
Pour les divergences, on a
JE, N 6& N JE, _
dx dy 0z
jkxonej(wt—kXx—kyy—kzz)

—

V-E=

_jkyEoyej(wt_kxx_kyy_kzz)
_ijEOZej(wt—kxx—kyy—kzz)
= —jkyEy — jkyEy —jk;E,
Qui est le produit scalaire du vecteur jk par E. Donc
V-E=—jk-E
De méme

- -

—jk B
2. Montrer que E et B sont transversaux @
et que E et B sont perpendiculaires

entre eux.
D'apres les deux derniéres équations de Maxwell, on a
V-E=-jk-E=0
V-B=—-jk-B=0

Qui montrent que
kLlEet k1B
De méme, d'apres les deux premieres équations, on a:
VxE=—jkxE=—joB
ﬁxﬁz—jzxﬁzeujwﬁ
Ce qui montre que Bet E sont perpendiculaires entre eux.
3. On considere une OPE (Onde Plane
Electromagnétique) : @
E = E, cos(wt — kz)Z.
Preciser le sens et la vitesse de propagation
ainsi que la direction de vibration de E.

Déterminer B.
Soit une OPE (Onde Plane Electromagnétique) :
E= E, cos(wt — kz)X.
Qu'on peut écrire sous forme complexe
E = E, cos(wt — kz)® = R E, e/ (@t=k2)
v’ Cette onde se propage suivant l'axe des z.
v’ La direction de vibration et qu indique la
polarisation de l'onde est une polarisation linéaire
suivant l'axe des x.
v La vitesse de propagation v = w [k
Le champ B sera déterminé a travers la 1 Séquation de
Maxwell:

VxE=—jwB

% y 2

R 2 9 0
VXE=1 5% 3y oz

Ejel@t=ka o 0
= 0% — 9(jkE,e/@t=k)) + 02 = —jwB

§Eyel @tk ) = yB — ﬁ%ef(‘“t‘k )=B
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EXERCICE N°2( 5pts) k.E = wB = wyuyB
. . > . D'ou
Le chgmp electnquf:'d un?’or}de plane uniforme E wug 2m10°x 4110~ 1 x 47 101
dans un milieu non magnétique s’écrit Ne=g=" = ST = -
N c — 4] —J
E = Eje ?? cos(2m10%t — 22)8  (V/m). En multipliant par ['expression conjuguée, on
Donner obtient:

a) lexpression  du  champ 1 D e = 02m2(1 + )2 = 1,97 + /1,972 = 2,79¢)* |2

magnétique e. Levecteur de Poynting

b) la constante complexe de propagation. @ On calcule tout d’abord :

En déduire la long'ue’ur dionde - B _ 3720 -1) B, oJ2m10% g—jkez

¢) la profondeur de pénétration, = U Uow °

d) la valeur moyenne temporelle du g = L2(1-)) Ey 2% g~ (2m10°-22)

vecteur de Poynting. @ - How

Rép. Le vecteur de Poynting moyen est par définition:

Le champ électrique d’une onde plane uniforme dans un S—ExH = RE e~%* ol (2m10%t-22)
milieu non magnétique s’écrit 20— ) .
S 5 -2z ,—j(2m10%t-2z)
E = Eje?? cos(2m10°t — 22)x  (V/m). xy L@ Eje™e
Pour simplifier les calculs, on réécrit le champ électrique - 2(1—))
sous forme complexe S=EXH =2E;———e ™%
. 1)
E = Eye ?? cos(2m10°t — 22)% , - al) -
= RE,e™%* pl(2m105t-22) La puissance moyinne transportée par | oznde est donc:
= RE, e/2m10°t g=2(14))z S = ERe{E x H'} = 2E; ——e™%
Si on pose jk, = 2(1 + j), le champ s'écrit comme: Ho®
‘ﬁ = RE, e)2m10% g=jkez EXERCICE N°3(4pts)

a. [Dexpression du champ magnétique Une mesure de champ électromagnétique a été
Puisque l'onde est une onde plane, le champ magnétique est effectuée dans un appartement situé a proximité d’un
relié au champ électrique par la relation émetteur radiofréquence. La mesure est effectuée a aide

. —Jjke X E = —jwB d’un mesureur de champ électrique. La mesure indique
Ou k. = jkcz ouk,=2(j—1) un champ électrique d’amplitude créte de 10 V/m.
. - i Deéterminez la densité de puissance
ke XE = wB créte et moyenne transportée par ['onde
ke 2 % RE, e/2m10% g =ikez = B électromagnétique.
w : ii. Les recommandations européennes
B=9 2-1 E, e/2710°t g=jkez d’exposition du public aux champs
- électromagnétiques exigent que les personnes ne
Ou soient pas soumises a une densité de puissance
- 2(-—-1 Ste > 2 _
B G-1 Eoe~?2% cos(2m105t — 22)7 (;rete 2 W/m? Que concluez-vous de cette mesure
w @D

b. La constante complexe de propagation y Rép.

E = Eje™**cos(2m 10°t — 22)% i On suppose un régime sinusoidal. La puissance
- E = Eje ?? /273 créte transportée par l’énergie électromagnétique est de :
Qui est de la forme Py = |E| X |H|

Eje~%e IB?3

w=2m10° a=2etf =2 La puissance moyenne de

kczﬁ_jazw/'u(gr_jglr)zz_zj' Pmoyzl/leEllel
Ou bien : : : En supposant que [’onde est plane (mode TEM), ce
IV =jkc=a+jp=2+ 2]| qui est vrai a une distance suffisamment importante de
¢.  La profondeur de pénétration I’émetteur radiofréquence (condition de champ lointain), les
5= 1 — 05 champs électrique et magnétique de [’onde sont en phase et
Ta reliés par l'impédance d’onde n = 377 dans I’air ou dans
d. L’impeédance d’onde complexe le vide :
Ona
5 ]
n vu que — =7
ko xE = B IH]
En module La puissance transportée par [’onde mesurée est de :
3/1 A B
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_ _|E] 100 _ 5 recommandation d’exposition du public. A priori, il n’y a
Prax = |EI X |H| = T 377 265 mW /m pas de problémes légaux liés a I’exposition du public et donc
pas de modifications a apporter par le propriétaire de

1 1
x |E| x |H| = Epmax = 133 mW /m? ["émetteur (hormis si le principe de précaution est appliqué).
Bon travail

Pmoy 2

ii. La puissance créte transportée par [’onde est
environ 10 fois plus faible que la limite prévue par la

4/1
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