Faculté de la Technologie

Département 2°™ Année ST

Exercice N°1 : (08 points)

Epreuve de Moyenne Durée

2éme

Année Universitaire 2008/2009
Année Sciences Technique
Module :

Math VI

On considére la fonction & valeurs réelles f(x)=4e** —6 dans I’intervalle 0, 4] .

1-Montrer qu’il existe un zéro o pour la fonction f dans I’intervalle [0,4[ et trouver o de

facon analytique.

p)

(01 pt)

2-Peut-on appliquer la méthode de dichotomie pour calculer « ? Justifier votre réponse.

(01

3-Pour approcher le zéro @ on considére les méthodes de point fixex**) = ¢, (x(k)),i =123,

avee |

(pl(x):x+4eX/4—6 ; (pz(x):x—4+6e"(/4 ; (p3(x)=x-—

Etablir si les trois méthodes sont convergentes (03 pts)

4-Pour la méthode de fonction @ (x)=x -

x/4

16

+

3
32

3 , . .. i s s
+ 32 déterminer le nombre minimal d’itérations

, . . NP N -6 ..
nécessaires pour avoir une erreur inférieure a10™, lorsqu’on a choisi x) tel que ‘X(O) - a‘ <2. (03

pts)

Exercice N°2 : (06 points)

On considére le systtme AX =b

Ou

A

3

1
4

e

)|

X2

d

1-Calculer la matrice G de Gauss-Seidel associée au systéme.

(01 pt)

2- En partant de la relation AX = b, montrer que(D—E) 'b=X-GX .

et en déduire que :

x ) _x )~ _(1-G)x ) - x)

3- Déduire alors de ce qui précéde que : “X(k) _X”z = “(I -G)™! “Z”X(k“) —X(k)”z

(01 pt)

(01 pt)

(01 pt)

4- Calculer H(I - G)’IH2 et en déduire que “X(k) - X”z < ZHX(I‘“) - X(k)Hz (01 pt)

5-En déduire une condition suffisante pour avoirHX(k) - X”2 <107,

Exercice N°2 : (06 points)

(01 pt)

Considérons le systéme linéaire AX =b dont la matrice est tri-diagonale et inversible :

q
b,
0

0

G
&,

0
C

By
0

Les matrices de la factorisation LU de la matrice A sont bi-diagonales de la forme :

| 0

1

P
0

0
1

0
0

ﬁn—l
0

1
P

0
0

0

1_

0

0
8 Cpy
bn a, |
a 17 0 0 ]
0 a, 7, 0
0
. 0 o, 7.
0 0 0 a, |

Donner les expressions des coefficients «;, S, et y; en fonction des coefficients de A, en utilisant

A=LU.
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Faculte de la Technologie Année Universitaire 2008/2009
Département 2°™ Année ST 2°™ Année Sciences Technique
Module : Math VI
Corrigé Epreuve de Moyenne Durée
EXERCICE 1- : (08 Pts)
l-onaf(0)=-2<0, f(4)=4e—6>0; f(x) étant continue, I € [0,4] tel que f(ax)=0

f(x) est croissante sur I’intervalle [0,4] donc «a est unique. (0.5 pt)
Son expression analytique est donnée par : f (a) —4e"" —6=0=—=>a = 41né

(0.5 pt)
2- Vuque f(0)f(4)<0 et f(x) est croissante sur I'intervalle [0,4] ; on peut bien appliquer
la méthode de bissection pour calculer le zéroar . (1 pt)

3. Pour prouver que les méthodes sont convergentes, il faut vérifier que :
1-vxe[0,4], ®,(x)[0,4]

2- @] (x| <1 pour x € J0.4]
®,(x)= x+4e"* -6, ®|(x)=1+e"* est toujours positif dans I’intervalle[0,4], donc

@, (x)= x+4e** — 6 est strictement croissante.

Ona ‘d)l (05)( = % >1 donc la méthode du point fixe x = x+4€** —6 diverge. (1 pt)

D@, (x)=x—4+6e*, ®,(x)=1 —ge‘m change de signe dans Iintervalle[0,4]. La

condition 2 n’est pas vérifiée donc la méthode x = x—4+6e*'* diverge (1 pt)

X/ 4 X/ 4
@, (x)=x— © +i, D, (x)=1- © et toujours  positif dans I’intervalle[0,4], donc
16 32 64
e>(/4
D, (x)=x— +— est strictement croissante.
16 32

: 125 : e
Ona |®,(ar) = —= <1, la méthode du point fixe X=X —
’ 128

+— converge (1 pt
2 ge (1 pt)

() a‘ = |0, (x9)- @, (o) = |03 (£)x® ~ ] < x¥ —a] (1 pt)
Ou £e(0,4) et C= maxge[ojé‘]‘d);(f)( =1 _6_14 (1 pt)

Comme
‘X(k) —a‘ <C"x® —a‘ =2C", on veut trouver le plus petit des n tels que2C" <10~°. Donc
In2+6In10  In2+6In10
~InC  In(64/63)

==> n>921 (1 pt)
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Faculte de la Technologie Année Universitaire 2008/2009
Département 2°™ Année ST 2°™ Année Sciences Technique
Module : Math VI

EXERCICE 1 : (06 Pts)
On consideére le systéme : AX =b

e (e[

1-Calcul de la matrice de Gauss-Seidel G associée au systéme :
Onpose A=D-E-F

30 00 0 -1
D= , E= et F=
M L

Ona G=(D-E)'F

Lo
3.0 L3
o-e-|, oo}
12 4
1 1
. 3 %0 -1 0 -3
G=(D-E)'F= , G=
1o 1jo o 0 L
12 4 12
2-Onpose A=D-E-F

S S

2-Le systéme AX =b s’écrit alors (D—E—~F)X =b
Dot (D-E)X =FX+b=> X=(D-E)'FX+(D-E)'b=GX+(D-E)'b
= (D-E)'b=X-GX (1pt)

On écrit le processus itératif :
X*D_exX™ =(D-E)'b=> X&) - x(K> ~GX®™ =(D-E)'b-X" (a)
X-GX =(D-E)'b = X -X® _GX = ( —E)"'b-x® (b)
‘ay=(b) => XV _ x ) = x® _x _GX +GX

X K _ X () = —G)(X(K)—X) (1 pt)

3-0Ona X® - x® - (1 —G)(X®) - Xx)
= (X(K _ )z—(l ~G) ( (K+1) X(K))
= x=x], o -ey (k< - X = -0y ) - x €, @

Page 3/5



Faculte de la Technologie Année Universitaire 2008/2009
Département 2°™ Année ST 2°™ Année Sciences Technique
Module : Math VI

4- Calcule de H(' - G)_IHZ

1
Onala déﬁnition”ﬁ“2 = {i[i‘qj ‘2]}2
i=1 \_j=I

1
1 -6)" ={1+£+E}2 = 22~ 19467 =13952
2 169 ' 169 169
Doir X" - xH2 =1,3952| X Y — x<K>H2 < 2fx e - x<K>H2 (01 pt)

La condition suffisante pour avoir HX k) _ XH2 <10~

om0 x], <2 x]

[x® - XH2 <107 ==> 1,3952x ") - x<K>H2 <107 ==>|x K - x(K)H2 <0.716.107

(01 pt)
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Faculte de la Technologie Année Universitaire 2008/2009
Département 2°™ Année ST 2°™ Année Sciences Technique

Module : Math VI
EXERCICE 3 : (06 Pts)

Ona
fa, ¢, 0 . . . 0]
b, a, ¢, . . . 0
A=
O bn—l an—l Cn—l
0 0 h G
1 0 ] _0‘1 7 O |
B, 1 0 a, 7,
|_ = U =
o . . . g, 1 0 0o . . 0 ay Ve
o . . . 0 B 1] 10 . . .. 0 0 a, |
Le produit LU donne
2 7 0 . . : 0o ]
ap, Brta, y, . . : 0
LU =
0 . By BaaVea t g Vo
L O . . . O anflﬂn /Bn}/n—l +an_
fa, ¢, 0 . . .0 ]
b a, ¢, . . . 0
= = A
O bn—l a'n—l Cn—l
0 0 b ¢, |
D’ou
b .
p,=—— pour2<i<n (02 pts)
a_,
y,=¢C pourl<i<n-1 (02 pts)
b .
a,=a ,a,=a-By , =a—-——=¢, pour2<i<n (02 pts)

-1
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