RATTRAPAGE

le sujet est RECTO_VERSO
Tout résultat non justifié ne sera pas pris en considération.

Remarque :

Exercice 1 : ( 6 pts)

Soit le systéme AX = b ol 4 = IR SRR 8|G0 =" [
-1

1) Ecrire le processus itératif de Jacobi X*) = JXx® + C.
2) Calculer [|J]|, et |IJ] .. Que peut-on déduire pour' la convergence, pour tout
X0 e R*?
.3) Pour X9 = Q, calculer les utérées XM'et X@ puis estimer l'erreur X - X I
ol X désigne la solution exacte de AX = b ( préciser quelle norme vous utiliser
et pourquoi? }, X® est-elle une bonne zpproximation de X

Exercice 2 : ( 7 pts)

On ”o@ldéretrols fonctions . g, A, suffisamment dérivables dans lintervalle
»z-.% 317
7)% oit la table

f‘ffg
=
1

i
H e 5
1 l j

—— — —
e
Al !
Calculer le polyndme dt'inte_rpolation P(x) de f aux points -1, = 1/2, 1/2 sous

la forme de Lagrange et 'ordonner suivant les puissances croissantes de x.
2) On considére la table

== ]
gx)i -1 —-1
Calculer le polyname d'interpolation O(x) de g aux points =1/2, 1/2, 1 sous

la forme de Newton et I'ordonner suivant les puissances croissantes de x.
(donner |a table des différences divisées ).

£

Tourner la page




3) On considére la table

sl s
Uk - T PSR
Montrer, sans le calculer explicitement, que le polynéme

R(x) = 3((c + DOR) - (x - 1)P(x))

est le polyndme d'interpolation de aux paints -1, -1/2, 0, 1/2, 1
4) a) Montrer que R est aussi le polynéme d'interpolation de k aux points
= /2,172, 1 :

b) Ecrire I'erreur d'interpolation en ces quatre points et en déduire une majoration
de I'erreur d'interpolation E(x) = h(x) - R(x).

( On suppose que h®(x)| <1 Yk e N)

Exercice 3 : ( 7 pts).

[ o) (8.

1

2 2

[) En posant x = a =4, montrer que le polynéme caractéristique
P(A) = det(4 = A)) = O(x) s'écrit

21
Ox) =x>-2x+2

On condidére la matrice 4 d'ordre 3 définie par A = L ¢ 1+ | aeR
1
by ¢

2) On condidére I'equation

Ox)=0, xe[0, 1] (1)
a) Montrer que (1) est équivalente a I'équation
; 8
Xo—

i =0), x € (0,51 @

b) Montrer que ¢ et l'intervalle [0, L ] réalise les hypothéses du theoreme du point
fixe; que peut-on en déduire?.

¢) On considére le processus iteratif
Yol = @), X0 =7 ®) a
et on note s € [0, %] la solution de i'équation (1). Calcme;le alll::ig: :.ne
estimation de I'erreur |s — xz|; en déduire un encadrement de |a
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Correction du Rattrapage

Exercice 1: (6 pts) Soit le systeme Ax = b ou

3 e ] 0 )
4 -— I 2 ¥ b = 2 e X2
A ) 0 X3
1) Vi ay # 0, on peut donc déterminer la matrice de jacobi J
On décompose la matrice A en A4 = D - E - F
Soit
XD = JyW 4, X% = (xf;“f’,x;“’.x;*’)‘
X0 e R?
le processus de Jacobi associe au systeme AX =5
La matrice de JacobiJ = D™'(E + F).= (J)),, est define par
T S
“Tofus Y ( ; A s
Jy = i\ / Donc J = I = S
Sk e/ =)
L -_!;- 0 0
"'/ U =
Le vecteur itéré C = D-'b esttel que C, = ‘ DoncC=| | \
- '.._ 0
N
Le processus iteratif s'ecrit
s
() _':..I_. _]_. \ P
Sl f 0
{k"ﬂwfl = %I 0 )] ‘(«1 l
| ' )
4~ 0 0 {
£ *
2) J etant symetrique, alors
Wi, = 1o, = Max(© + | 3H] + &, |54 +040, [ 3| +0+0) =1 %1 QD
On ne peut rien dire sur la convergence de processus (c-a-d pas de conclusion) O.:?’
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: colae il ]
ptﬂynﬁrnes élémentaires de Lagrange, aux points d’interpolation, s'écrivent
W e e St () (o) P

L= ey = Her DG+ ),

"Lé polynéme d'interpolation, sous la forme de Lagrange, s'écrit
Px)=Lo—-L1+ 12

o .%(x_.zL)(H %) +20x + 1)(:- %—) +§—(x ﬁ&

= =1+ 2x +4x?

2) Pour la table \)
. T3

v XY 3

' : |8t -ﬂe«ﬁ
‘On a la table des difféences divisées ’

D.D.\.2"D.D,

| 2 .
X
e 1 =2 _ 4 -

\ 2 T
-4

ol

I | el

Le polyndme d'interpolation, sous la forme de Newton, s'écrit

Q(x)=—;l+2(x+-%-)_4(x+_%_)( e

Bea-. o - = | +2x—dx?
: r définition des polynémes d'interpolation P, © -

d (I




etona

R(=1) = (-1 + DO(-1) = (-1 = 1)P(-1))
_ 2P¢1)
= 2D S f-1) = 1 = h(-1)

RCE) = (4 +D0EH - (4-DP(-4)
=+ ((-E+1D)ED- (L -1D)ED) = -1 ~h(—J-) A L\
R(0) = +((0 + 1DQ(0) - (0 - 1)P(0)) = L2470 = =L = 0 = h(0) :
K== (G RO G l)P(%—)) _
= +(($+1)W=(F - DW) =1 =4($)
R(1) = +((1 + HEM) - (1 - DHPA))
= 280 = g(1) = -1 = h(1)
d’ol, R est le polynéme d'interpolation de 4 aux points -1; - 1/2, 0, 1/2, 1
4) a) Pour dire que R est le polynéme d'interpolation de h aux points -1, - 1/2, 1/2 1 __
il suffit de vérifier que R coincide avee haux points -1, —1/2, 1/2, 1 (c-a-d R(x;) = Alx)) \" 0.5
pour x; = -1, =1/2, 172, 1) et que @ (R) < n =3 (on a4 points d'interpolation), or ces e

conditions sont vérifiées dans.la question precedente

b) On a'l'expression de l'erreur d'interpolation

@+ D+ L) (r-4)e-D Ll

(=4 -9@], e Tl

Calculons Sup[_,. ,]|v(x)] ou v(x) = (ﬂ & .“'_)(AJ =D

|EG)| = Ih(x) - R@)| =

,.
)

V() = 2x(c — 1)+ 2x(x? - L) = Lx(8x - 5)

Le tableau de vanations de v

(E_e_qui donne
Supy, W) = ¢
Puisque A% (x)| < 1ona
EG) s+ = -

&
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On ﬁ_oﬁdidére_ la matrice 4 d'ordre 3 définie pard = | 1

1)Enposantx=a-1

- Le polynéme caractéristique de A est définie par

Ak
2
X

2
2) a) Pour toutx € [0, - Jona

Al 2 3,
P(A) = det(d - AI) = 1= e % ® =% <240 O@x)
I o

O0x) =0 o x?-2L Lx+2=00 4322154+ 8 = 0 SR
21 —dx?) = g 2l
< x( x°) =8 & x T P(x)

b) Montrons que les hypotheses du Théoréme du point fixe sont vérifies

bi1) Montrons que ¢ est contractante dans [0, 11.

= 8 = = dxis7
o(x) TR ¢'(x) 64~ (4 )ﬁ, () ="197 sl Giast)’

Ona¢p'(x) >0 et ) < 0,vx e 10, L[, car

9'(x) ; 0'(0)

\a ' (+)

Autrement dit ¢’ est positive décroissante dans [0, i ] Donc

k= Max[olllw(x)l (p() 4 =008 < |

donc ¢ est contractante dans [0 1]

b2) Montrons que (o, 1] est stable par @ .

Comme ¢’ est positive dans [0, 1] donc ¢ est croissante dans [0, +].
A= d



Donc ¢([0. +1) = [#O) @ (+)] = [ 4. 2] = [0.38095, 0.4]

doip([0. +1) < [0, 1], (o)

donc [0, 1] est stable par ¢.

bs) Comme [0, L] et ¢ satisfont aux hypothéses du théoréme du point fixe,

On a les conclusions:

(Cy) 35 e [a, b] telque s ='(,o(s).

0
(C2) Vxo € [, b], xn1 = @lx,) cOnverge vers s. @

(C3) On a les estimations d'erreur suivantes:
D) Ixn—s| < 'E\'lx‘ - xg|.

2) P-Tm-l "-\'I bt "rf‘;'IJ:H '--1-.‘1]‘

¢) Pour xp = —?l_—,.\'! = ((xo) = —g'-. Xy = %%'9—' =0.39293 G ) : e Lol
On a l'estimation d'erreur

I T P o
L N0 T\ O N TR B 23 I N o R
AW T _k[l_ xi| =2 B | 58535 6
150166567 x 10~* < 50.10"*
Alors |xa — 5| < 0.5.1072

| ()
{ m—-—n+1l=-=2

m=-]lcarx; =0.39293 =3.1071+9,1072% +...
= h=2CS.e,
Aprés l'arrondissement:

s~0.394+102 car2 < 5
D'ou l'encadrement

0.38 =0.39-10"2 <5 <0.39+ 1072 = 0.40 @
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