[JNION7 INTERSECTION, DIFFERENCE SYMETRIQUE

Enoncés

Enoncés des exercices

| EXERCICE 1] [Indication ] [Correction |
Que dire de deux sous-ensembles A et B de F tels que AUB=ANB?

| EXERCICE 2| [Indication] [Correction |

Soient A, B, C trois ensembles.
A quoi équivaut I'égalité AUB=ANC?

| EXERCICE 3] [Indication] [ Correction ]

Soient A, B, C trois ensembles.

AUBCA
Montrerque{ JEC UC#BCC’.

ANBCANC

| EXERCICE 4] [Indication ] [Correction |

Soient A, B, C trois ensembles.
Montrer que (AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U(CNA).

| EXERCICE 5 | [Indication ] [Correction |

Pour toutes parties A et B d’un ensemble E, on pose AAB = (AUB)\ (AN B).

A A B est appelé différence symétrique de A et de B.
1. Montrer qu'une définition équivalente est : AAB = (AN B)U (AN B).
2. Vérifier que AAB=BAA, AAB=AAB=AAB, e AAB=AAB.
3. Calculer AA(, AAA et AALE.

On désigne par A, B et C trois parties de F.

4. Montrer que AN(BAC)=(ANB)A(ANC).
5. Vérifier également que AA(BAC)=(AAB)AC.
6. Quel signifie alors Ay A As A -+ A A, si Ay, Ay, ..., A, sont n parties de E, avecn > 27
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[JNION7 INTERSECTION, DIFFERENCE SYMETRIQUE

Indications, résultats

Indications ou résultats

]INDICATION POUR L'EXERCICE 1\ [Retour & 1'énoncé

Les ensembles A et B sont égaux.

| INDICATION POUR L’'EXERCICE 2| [Retour & 'énoncé |

L’égalité équivaut a la double inclusion B C A C C.

| INDICATION POUR L'EXERCICE 3| [Retour & I'énoncé]

On se donnera un élément x de B et on se demandera s’il appartient ou non a ’ensemble A.

NB : Il y a une deuxieme méthode qui n’utilise pas d’éléments de B.

| INDICATION POUR L’EXERCICE 4 | [Retour & I'énoncé]

Commencer par exemple par “factoriser” B dans la premiere intersection.

| INDICATION POUR L’'EXERCICE 5| [ Retour & 'énoncé |

1. 2. 3. Ce sont des vérifications immédiates.

4. Utiliser la distributivité de I'intersection.

5. Montrer que AA (BAC)=(ANBNC)UANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCO).
Ensuite, évaluer (A A B) A C, mais si possible sans répéter des calculs analogues.

6. C’est I’ensemble des éléments de E qui appartiennent a exactement un nombre impair
d’ensembles Aj. La démonstration s’effectue par récurrence sur le nombre n des Ay.
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[JNION7 INTERSECTION, DIFFERENCE SYMETRIQUE

Corrigés

Corrigés des exercices

’CORRIGE DE L'EXERCICE 1\ [Retour a 1'énoncé |

On a toujours les inclusions AN B C Aet AC AU B.
L’hypothese de I’énoncé implique donc A=ANB=AUB.
De méme, par symétrie, B=AN B = AU B. On en déduit A = B (réciproque immédiate).

CORRIGE DE L’EXERCICE 2\ [Retour a 1'énoncé |

Danslesens < :si BC AC Calors AUB=A=AnNC.

Réciproquement, on suppose que AUB = ANC.

On a toujours B C AUB et ANC C A. L’hypothese implique donc B C A.
De méme, les implications A C AU B et ANC C C impliquent ici A C C.

CORRIGE DE L'EXERCICE 3| [ Retour & I'énoncé]

Soit x un élément de B. On doit montrer que x est dans C'.
— Si x est dans A, alors il est dans A N B donc dans A N C donc dans C.

— Si x n’est pas dans A, il est tout de méme dans A U B donc dans AU C.
Ainsi x est dans A U C' mais pas dans A. Il est donc dans C.

Conclusion : on a l'inclusion B C C.

Remarque : on peut aussi utiliser les inclusions

- B=BN(AUB)CBN(AUCQC) et

- BN(AuC)=(BNA)U(BNC)C (ANnC)U(BNC) puis
- (AnC)u(BNnC)=CnNn(AUB) CC.

’CORRIGE DE L'EXERCICE 4\ [Retour a I'énoncé |

Soit X = (AUB)N(BUC)N(CUA).

On “factorise” B dans la premiere intersection : (AU B)N(BUC)=BU(ANC).
Ainsi: X =[BU(ANC)|N(CUA)=[BN(CUA)|U[ANC)N(CUA)].

Mais (AN C)N(CUA)seréduit a (ANC) car (ANC) C (AUC). On en déduit :
X =BN(CUAJUANC)=[(BNC)U(BNA)|UANC)

=(ANB)U(BNC)U(CNA)
C’est ce qu’il fallait démontrer.

Page 3 Jean-Michel Ferrard www.klubprepa.net ©EduKlub S.A.

Tous droits de 'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation
individuelle et privée sont interdites.


file:www.klubprepa.net 

[JNION7 INTERSECTION, DIFFERENCE SYMETRIQUE

Corrigés

’CORRIGE DE L'EXERCICE 5\ [Retour & ’énoncé |

1. On a les égalités :
AAB =(AUB)\(ANB)=(AUB)N(ANB)
=(AUB)N(AUB)=(ANB)U(ANB)
2. Ona AA B = BA A car la définition est symétrique par rapport en A et B. On a :
AAB =(ANB)U(ANB)=(ANB)U(ANB)=(AUB)U(ANDB)
=(AUB)N(ANB)=AAB
Par symétrie, on en déduit : AAB=BAA=BAA=AAB.
On peut alors écrire : AAB=AAB=AAB=AAB.
3. - AAD=(AUD)\ (AND)=A\0=A.
- AAA=(AUA)\(ANA)=A\A=0.
-~ AAE=(AUE)\(ANE)=E\ A=A
4. On a les égalités :
(ANB)A(ANC) =[(ANB)UANC)\[(ANB)N(ANC)]
=[AN(BUO)]\[AN(BNC)]
=AN[(BUC)\ (BNC)=AN(BAC)
5. Tout d’abord, par définition :
AA(BAC)=XUY avec X = AN(BAC)et Y = AN (BAC).
OrX=An[BnC)u(BNC)]=(ANBNC)U(ANBNC).
D’autre part (changer A en A et B en B dans le calcul précédent) :
Y=AN(BAC)=(ANBNC)U(ANBNC).
Ainsi: AA(BAC)=(ANBNCO)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNO).
Enfin on note que (AAB)AC=CA(AAB)=CA(BAA).
Pour obtenir (A A B) AC il suffit d’échanger A et C' dans I'expression de AA (BAC).
On voit que cette expression n’est pas modifiée dans cet échange.
Conclusion : pour toutes parties A, B,C' de E,ona AA(BAC)=(AAB)AC.
Remarque : 'ensemble AA (BAC) = (AAB)AC est donc formé des éléments de E

qui sont dans I'un et dans 'un seulement des trois ensembles A, B, C', ou bien qui sont
simultanément dans ces trois ensembles.

6. Les propriétés AAB = BA A (commutativité) et AA(BAC) = (AAB)AC (asso-
ciativité) montrent que la notation Ay A Ay A --- A A, a un sens (et désigne toujours la
méme partie de F) quelque soit I'ordre dans lequel on effectue les calculs.

Plus précisément A; A Ay A --- A A, désigne I'ensemble des éléments de E qui appar-
tiennent a exactement un nombre impair d’ensembles Aj.

Cette propriété est en effet vraie si n = 2 (car A; A Ay est 'ensemble des éléments de F
qui sont dans I'un et dans I'un seulement des deux ensembles A; et As).

C’est vrai aussi si n = 3, comme le montre la question précédente.

Plus généralement, si la propriété est vraie au rang n (n > 2) elle I'est au rang n+ 1 grace
alégalité Ay AAs A - AA,AA = (AAAA - AA)AA.
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