VIBRATIONS ET ONDES

Partie 1 (Vibrations)

Chapitre 1

GENERALITES ET MATHEMATIQUES DES OSCILLATIONS
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EXERCICES DE REVISIONS: VIBRATIONS-CHAP.I (F. HAMMAD)

UNIVERSITE A.MIRA DE BEJATA 2010-2011

1) PERIODES, FREQUENCES, PULSATIONS, PHASES, ET PARITE

1.1 Trouver parmi les fonctions ci-dessous celles qui ne sont pas périodiques.

1.2 Déterminer la période, la fréquence, et la pulsation des fonctions qui sont périodiques.
1.3 Les fonctions en (c) et (d) sont Acos(wt+ ¢). Trouver leur amplitude A et leur phase ¢.
1.4 Trouver la parité de toutes les fonctions. (La parité veut dire paire ou impaire.)

(On suppose que les graphes (n) et (o) représentent une seul période d’un mouvement période, & vous de les

prolonger pour découvrir leur parité.)

(b) (c)

3 3

2 2

1 1
4“32.1i123'is 3 b 12 3 4 s

(e) (f)

2
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Solution:

1.1 Les fonctions qui ne sont pas périodiques sont: (b), (f), (g), (j)-

1.2 La période, la fréquence, et la pulsation de chacune des fonctions périodiques sont:

(e), (h): T=3s, {=0,33Hz, w = % rad/s

(c), (d), (1), (m), (0): T=4s, f=0,25Hz, w = Frad/s

i), (k): T=2s, f=0,5Hz, w = 7rad/s

(i), (k) : ,5Hz, /

n): T=5s,f=0,2Hz, w= 2Trad/s.
5

1.3 Acos(wt+¢). Pour avoir 'amplitude A il suffit de repérer le maximum du graphe.

Pour avoir la phase ¢ il suffit d’utiliser la valeur de f ent = 0:
(¢c): A=2.  Pourt=0: Acos(0+¢)=1=2cosp =1=>cos¢ = :>¢
(d): A=2. Pourt = 0: A cos(0+¢)=-1=>2cos¢p = 1= cos¢p =3 => ¢ =
1.4 Les parités de chacune des fonctions sont les suivantes:
(a): impaire, (b): impaire, (c): ni paire ni impaire, (d): ni paire ni impaire, (e): paire, (f): impaire, (g):
paire, (h): ni paire ni impaire, (i): ni paire ni impaire, (j): impaire, (k): impaire, (1): ni paire ni impaire,
(m): ni paire ni impaire. Si les graphes (n) et (o) représentent chacun une seule période de mouvements
périodiques, leur prolongement auront les formes suivantes:

(n) (0)

On voit alors que (n) est impaire alors que (o) n’est ni paire ni impaire.

2) NOMBRES COMPLEXES ET SUPERPOSITION DE MOUVEMENTS
2.1 Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme exponentielle: Ae/?.
(iii)

W5 iy (i) 2 = 2j. 2—31>(1+\ﬂ) (iv) fi

Solution:

(i)A:‘@—i—j%‘:l et tan¢g =
(ii) 2—2j =2v/2e 7%,

(iii) [ ]2: —is 1+\/§j:2ej%} :>(§f]%> (1+\/§j):efj%.26j% =267% .
(

iv) [(1+7) =V2e9T ; (—V3+j) =275 = 7\/1§+ij = */ii]z% = %ej

2e 7

L — ¢ =30° = I. Donc, % +ji =i,

%\w
a\

o[

2.2 Ecrire les sommes suivantes sous la forme d’une seule exponentielle: Ae/?.
(i) 0,707e75 +1,366e7 7, (i) 2,733¢’% + e, (iii) V/3ei + 3¢l 7, (iv) 1,035¢72 — 0, 6.

Solution:

(i) A=

eI +1,366¢8 %

:\/(0’707“33'g + 17366ef57") (0 7071 + 1,366e—j%’*)

\/0 5 + 1,866--0,707X 1,366 {ej(gff") +e i (5-) } \/2 366+2x0,966 cos (% — 27) ~ 0,707.

Puisque 0,707¢’5 41,366¢/ % = [0,707cos (%) +1,366c0s (

Im(o,707eJ 5 41,3666 7 ) _0,707sin( % )+1,366 sin( 2F
Rc(o,7o7ej%+1,366€ﬁ'%“) 0,707 cos( % ) +1,366 cos( 2%
Donc 0,707¢4% +1,366¢7 % a0 0,707¢7 % .

+710,707sin +1,366sin (27) | , alors
54

tan ¢ =

0,577T=> ¢ ~ 30°=g

Q
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(ii) 2,733¢7 6 +€73 ~ 3,347e/%. (iii) V3eI§ +3ed T = /3e7% . (iv) 1,035€7 2 0,621,196 7 5 .

2.3 Trouver, en utilisant la représentation complexe, ’amplitude complexe associée aux
superpositions ci-dessous. Ecrire ’expression réelle du mouvement résultant et déduire
sa pulsation, son amplitude, et sa phase dans chaque cas.

(i) v/3cos (3t + 7) + cos (St + g) . (ii) 2sin (t + Z) + 3,864 cos (t + 767T> .
(if) (V3 + 1) sin (2t + 5 ) +2v2sin (2t + T) .

2 2 4
(iv) —= cos <5t + E)—l—— sin (5t + %)—&—4 cos (5t + ;-) .

V3 6/ V2
Solution: ) ) .
(i) V3 cos (3t + m) + cos (3t + F) — V3eI BT 4 i (3t3)
= (V3eI™ 4+l %) el
= 2e77% I3
2cos (3t — %) — = 2eI(3-%),

L’amplitude complexe du mouvement est 2¢ 75 . L’expression réelle du mouvement résultant est 2cos(3t—7% ).
Sa pulsation est w =3rad/s. Son amplitude est A = 2. Sa phase est ¢ = —.

(i) 2sin(t+F) + 3,864cos (t+ ) o 26/ (5 -F) 4 38641 7)
3,864 cos (t+ %) — ~ 38646l 5elt
L’amplitude complexe du mouvement est 3,864e7 5. L’expression réelle du mouvement résultant est 3,864cos (t + %) .
Sa pulsation est w =1rad/s. Son amplitude est A ~ 3,864. Sa phase est ¢ ~ 7.

(i) (V3+1)sin (2t+ Z) +22sin (2t + 25)  —  (V3+1)ed (1H5) 4 2,/2ed 20+ 5F)
0,732 sin (2t - %) — A~ 0,732 e TG 2t

LT
L’amplitude complexe du mouvement est 0,732 "7 6. L’expression réelle du mouvement est 0,732sin (2t — %) .
Sa pulsation est w =2rad/s. Son amplitude est A ~0,732. Sa phase est ¢ = —F.

(iv)

2 2 4 201 (3+F) | 9 (5-1) (5t44m
ﬁ005(5t+%)+ﬁsm(5t+%)+4cos(5t+§) — =€ 7 + =€ e j46]< t+%)
3,887 cos (5t + Z) — A 3,887ei% el5t

L’amplitude complexe du mouvement est 3,887 e?2. L’expression réelle du mouvement est 3,887cos (5t + %) .
Sa pulsation est w =5rad/s. Son amplitude est A ~3,887. Saphaseest ¢ = 7.

2.4 Trouver, en utilisant la méthode trigonométrique, le mouvement résultant dans chaque
cas. Préciser pour quels cas on obtient le phénoméne de battement.

(i) 2 cos (St + g)—&—Q cos (2t + ). (ii) 3 sin (6, 5t + §>+3 sin (3, 5t + %) )
(iif) 4 sin (5, 5t + g)+4cos (4, 5t + %) .
Solution:

Le phénomeéne de battement n’apparait clairement que lorsque la pulsation de I'enveloppe “25*2 est tres
faible devant la pulsation de la composante plus rapide %

(i) 2 cos (8t + F) + 2 cos (2t + m) = 4 cos (3t — T) cos (5t + 3T) (pas de battement )
(ii) 3 sin (6,5t + %) + 3 sin (3,5t + ) = 6 cos (1,5t + 55 ) sin (5¢ 4+ 37 ) (battement peu visible)
(iii) 4 sin (5,5t + %) + 4 cos (4,5t + F) = 8 cos (0, 5¢+ 75 ) cos (5t+37) (battement trés visible)
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2.5 Trouver parmi les superpositions de mouvements sinusoidaux ci-dessous celles qui donnent
un mouvement périodique; préciser leur périodes résultantes.

(i) 2 cos (2, 5t + 7)+6 cos (8t + g) .
(iil) 9sin (\/§t + %>+cos (t + %) .
(v) sin (\/gt + g) + 4sin (\/ﬁt + 4;) .

Solution: /
Ty 2m/25 1
(i) T, 32 =

2 7'('/8

T, 271/3
(i) L1 = 2n/3m

Ty 27/7w

T, 271/V/2
(i) T = 2TV

Ty 27 /1 V2

() 11 = 2V
Ty 2n/y12n
(Do 23

Ty 27T/\/ﬁ
(vi)

Ty 27/7m
Ty 27/5 7

(i) 5 sin (37t + g)+3 sin (7wt + 7).

(iv) sin (\/gt + g>+4cos (\/ﬁmt + g) .

. ™ 3
(vi) 7cos (mﬁ + 5) + 6 cos <5t + 4) .

6 . . .
== rationnel=—mouvement résultant périodique de période T=5T1=16T,=4rs.
7 .. .
= =3 rationnel=—>mouvement résultant périodique de période T=3T;=TTo=2s.
1 . . e
= — non rationnel=-mouvement résultant non périodique.
= 27 non rationnel=—>-mouvement résultant non périodique.
= /5 non rationnel=>mouvement résultant non périodique.

5 . ..
= = — non rationnel=—-mouvement résultant non périodique.

3) CIRCUITS ELECTRIQUES EN REPRESENTATION COMPLEXE

3.1 Soit les circuits ci-dessous, ou i (t) = I sin wt.

. R i L
Lawn g1\
Ur U

(i) (if)

i C
L

Uc
(iii)

L C R
S| W
u

(iv)

a) L’impédance complexe Z d’un circuit est définie par 1’équation
En utilisant la représentation complexe du courant i, trouver pour chacun des circuits

précédents I’impédance complexe Z.

b) Retrouver I’'impédance complexe Z équivalente au dérnier circuit directement en
remarquant le branchement en série des impédances

Rappel: ur =Ri.

di 1 ..
ur, :L% UC:%:EIZdt

Solution:
a) Utilisons la représentation complexe :

i(t) = Ipsinwt — i (t) = Tye!*t.
u(t) — u(t).

(i) ur =Ri — up=Ri= Zp =R.
di di . .
(ii) ur, =L— — w=lo=jlwi= 2, =jlw.
1 1 .. 1,
(lll)uCZE“/‘Zdt — uczafldt:jciwzﬁgc

- jCw’

. di 1 .. . dz 1 .. .
(1v)u:uL+uc+uR:L—+6fzdt+Rz—> QZQL+QC+QR:L£+6fgdt +Ri

dt

— u = (jLw+ — +R)t
u=(j +ij+ )i

X 1

1-LCw?4jRCw

b) Cette impédance peut étre trouvée directement en remarquant que les impédances Z;, Z., et Zp

1
sont en série et par conséquent Z = Z; +Z-+2Zp = jLw+ G
J

1-LCw?4jRCw
JjCw

+R=
w
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3.2 Soit le circuit ci-contre, ou i (t) = Ij cos wt.

(i) Trouver en utilisant les courants 'impédance complexe Z
équivalente au circuit.

(ii) Retrouver I'impédance complexe équivalente Z directement
sans passer par les courants.

(iii) Vérifier que pour LCw? = 1 'impédance complexe Z est réelle.

(iv) Trouver une relation entre R, L, et C pour laquelle
I’impédance complexe Z est aussi réelle.

Solution:
(1) Utilisons la représentation complexe suivante:
i(t) = Ipcoswt — i (t) = Ipel“t.
i1 (t) = I cos (wt 4 ) — iy (t) = LI @WtHe) = [ eiwt,
ig (t) = Iy cos (wt + ¢y) — iy (t) = Iped@ttd2) = [ et

L’impédance complexe Z est définie par u=2 1

. izif(l'lJrlé)

u=Z (i +1iy) di, . . .
Nous avons: { u=uy +up = u= LE +Ri; = (jJLw + R) 4 =

_ . 1 .. 1.

L=up+tlo u=Ri + 5 [idt = R+ -0k

u u R +jlw) (1 +jRCw) R(1 —LCw?) + jw (L + R*C
wo (L Y s g = BHJ )2( jROw) _ R( )2‘7'( )
JlWw+R gy 1 — LCw* + 72RCw 1 — LCw* 4 j2RCw

7Cw

(ii) On peut trouver I'impédance équivalente directement en observant le branchement des quatre impédances:

ZL+ZR (ZL +ZR)//(ZR+ZC)
| L — P
ZptZc

. 1
(ZL4 2. (Znt 2o)  UWTR) (1” JCW) (R+ jLw) (1 + jRCw)

Z= _ _
= (Z.+Z Z Z 1 1 — LCw? + j2RC
(ZL+2p)+(EZr+20) (jLw+R)+(R+ . ) w? + J2RCw
1Cw
L+ R2C
(iii) Pour LCw? =1, on trouve Z = —2~_R7C’ qui est bien réelle.

(iv) Pour que Z soit réelle il faut que Im (£) =0.  On a
R(1 — LCw?) 4 jw (L +R?*C)  R(1 — LCw?)? + 2RCw? (L + R?C) + jw(1 — LCw?) (L — R%C)

= 1 — LCw? + j2RCw (1 — LCw?)? 4 (2RCw)?

On voit que Im (Z) =0 pour LCw? =1 (ce qui a été verifi¢), et pour L—R2C=0 c’est-a-dire pour L=R2C.

3.3 Soit le circuit ci-contre, ou i (t) = Ijsin wt.

(i) Trouver I’impédance complexe Z équivalente i L C R
directement sans passer par les courants. W
(ii) Comment se simplifie Z pour LOw? = 17 R C

Trouver dans ce cas le module de Z ainsi que
sa phase ¢. (Il suffit de trouver tan¢.)
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Solution:

(i) Les impédances complexes associées & R, L, et C sont respectivement :

1
Zr =R, Z; =jlw, Z¢ = o Nous avons alors les simplifications suivantes:
jCw

Z, Z. Z@Ze+Z.)
T e I e T e N I =

IN

1
R(R+ — .
Zp (Zr+Z ( 'CUJ) 1—LCw? R(1+jRCw
Z—ZL+§C+£R(; tZC) :jLw—&-‘C + ]1 e ( 'jC )
Zr+(Zr+Z0) JCw gy JCw 14 j2RCw
7Cw
1+ jRC
(ii) Pour LCw? = 1, Z se simplifie en Z=R -
1+ j2RCw
T R2C202
Son module est |Z] ZR\/%.
1+ 4R*C?w? b
1+ jRCw 1+ 2R*C?w* — jRCw Im (2) —RCw
ouvons fa phase 1 + j2RCw 1+ 4R2C%w? ang Re(Z) 1+ 4R2?C%w?

3.4 Soit le circuit ci-contre, ou i (t) = Ij cos wt. I i
(i) En passant a la représentation complexe, appliquer 1
la loi des mailles a la maille de droite du circuit. R
(ii) Déduire "amplitude complexe /; du courant i, en G) @
fonction de I’amplitude Iy du courant rentrant.
(iii) Déduire en fonction de I, I’amplitude complexe U 45 C
associée a la tension u,p entre les deux points A et B. T

Solution:
(1) Utilisons la representation complexe suivante:
i (t) = Iy cos(wt)— i (t) = Tpe?*t.
i1 ({;) =1 cos(wt + ¢)—> 11 (t) = Ilej(wt+¢) = llejo.)t.

Appliquons la loi des mailles & la maille de droite: u; +uo+uc+up =0

di .. 1 , . ) .
= L?}l + g fudt+ 5 [ (@ - i) dt + R(E; 1) = 0.
.. di o . L. di . 1
(ii) Comme ditl = jwiy, [iydt zj—wgl, pr [ idt :j—wz, on trouve

1+ jRCw
2 — LCw? + jRCw

2 B 1 .
Lw+R + — )79 — (—+R)[ge/“' =0 = . =
(JLw+R + ij)*le (ij+ Vpe I,

dt

L’amplitude complexe U 45 de uy 5 est donc, U y4p = jLwl; =

(iii) upgp =L— = jLwi;, = jLwl, e/t
Lw (—RCw + j)

2 — LCw? + jRCw °
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4) INTEGRALES ET SERIES DE FOURIER

4.1 Effectuer les intégrales suivantes:
2 T T
3 2 2
Q) /1 sin 2t (ii) /0 sin 220 di. (i) /0 cos 2 dt
3 5 1
(iv)/ (3t — 2) cos 5t dt. (v)/ sin 2¢ cos 3t dt. (vi)/ sin? ¢ dt.
1 3

—1

( )/T . 27mt 27rmt i ( )/T . 27mt , 27rmt i (i )/T 27mt 27rmt i
vii sin ——t cos ——t dt. viii sin ——t sin ——t dt. ix cos ——t cos .

o T T o T T o T T
Solution:
T 2 3r]? 2 3 2
(1) sin —tdt = |—-—cos—t| =——[(cos3m—cos— | = —.

1 2 3m 2 1 3T 2 3m

T T

2 T 2 T

(ii)/o sin %t dt = [—27”1 cos ;nt]o =5 (cos2mn — cos0) = 0.

T T
2 T 2 T
(iii)/ cos 124 dt = [ sin mt] = — (sin27mn —sin0) = 0.
0 T ™ 0 2mm

3 1 33
(iv) / (3t —2)cosbt dt = [ (3t — 2)sin 5t] - / —sin 5t dt
1 5 1N 5 ,
= [1 (3t — 2) sin 5t} + [3 cos 5t} _1 (7sin15 —sin5) + 3 (cos15 — cosb).
5 125 .5 25

(v) Il faut d’abord transformer le produit en une somme: (Voir page 1)

5 1 [° 1 1 °
/ sin 2t cos3t dt = 7/ [sin (—t) 4 sin5t] dt = = [cos (—t) — = cos 5t
5 2/, 2 5 s
== — - — 0825 + — cos 15.
2(3085 2COS3 10cos 5+locos 5

(vi) Il faut d’abord transformer le produit en une somme:

L 1/t 1 1 ! 1
/ sin tdt:f/ (1 —cos2t)dt=-|t—=sin2t| =1— —sin2.
. 2/, 21" 2 » 2

(vii) 11 faut d’abord transformer le produit en une somme:

T T T
2 2 1 2 — 2
/ sin 2% cos 2Ty gy = L / SmMH/ sin 220t
0 T 2 0 T 0

T T

(viii) Il faut d’abord transformer le produit en une somme:

T T T
2 2 1 2 — 2

/ g 20, oo 2mmy L / Coswt_/ g 2P tm) |

0 T T 2 | /o T 0 T
1[/T Ty T

e Si n=m: = = / l.dt—/ cosﬂt dt| =—.
1[ /T o2r(m— T 9

«Sintm I T

(ix) I faut d’abord transformer le produit en une somme:

T T T
2 2 1 2 — )
/ cos ﬂt cos mnt dt == / cos Mt +/ cos Mt
0 0 0

T T 2 T T dt

T T
e Si n=m: = % [/ 1.dt —|—/ cos 4%nt dt :%.
0 0
1| /7 2n(n- E)
e Sin#m: = 3 [/ coswt dt+/ cosWtdt] =0.
0 0
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4.2 Développer en série de Fourier les fonctions périodiques suivantes.

NN\
4\ P ﬁl 2 3 \s

)

Rappel: L’équation d’un segment de droite inclinée est at+[.

Solution:
(i) D’apres le graphe, la fonction n’est ni paire ni impaire, et sa période est T=2s.

1 /T 1 1 3/2 2 13
ag = —/ flydt = = / 2.dt+/ 1.dt+/ (2t —2).dt| =—.
T Jo 2 1Jo 1 3/2 8

2 (T 2
ap = T/o f(t) cos %nt dt
2 1

3/2 2 9 3
== [/ 2. cosnt dt+/ 1. cos mnt dt+/ (2t — 2).cosnt dt | = (1 — COoS m) .
3

2 /2 7'1'2112

0 1
2 (7 2
by = T/ £(t)sin %t dt
2

2 /2 mn m2n? 2

La série de Fourier de la fonction est donc

13 2 3 /1 2 3
flt)= 5 + Z a2 <1 — cos 72m) cos nwt — Z (71'11 cosn + ) sin 72rn> sin nwt.

n=1 n=1

(k) D’apres le graphe, la fonction est impaire, et sa période est T=2s.
ag = a, = 0. (Car la fonction est impaire.)

2 [t 2 2 ! 4
b, = —/ f(t)sin UL V- [/ 2t. sin ﬂnt} = —— cos 7.
T ™

oo 4 00 4(_1)n+1
La série de Fourier de la fonction est donc  f(t) = — Z — cosnsinnwt = Z ————— sinnwt
= ™™ ~ ™

(1) D’apres le graphe, la fonction n’est ni paire ni impaire, et sa période est T=4s.

1 t14+T 1 1 3
ap = f(t)dtz{/ —2t.dt+/2.dt}:1.
1 1

T/, 41
2 [T 2mnt
an =7 ; f(t) cos 7;1 dt

20/ ? 2,3
=1 [/_1—275.005 %t dt—l—/1 2.cos%t dt} = E(sin% —sin%).

1 3/2 2 1 9 3
=- / 2.sin ot dt—l—/ 1.sin7nt dt+/ (2t —2) .sinmnt dt| = —— cosmn — sin 222
0 1 3

9
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2 [OtT 2
by = — / £ (t)sin %t dt

2 o ™ 3 ™ 2 m 3 8 -
=7 [/I—Qt‘ sin 715 d)H—/1 2.sin 775 dt} = E(Bcos7 - COST) - Wsm7'
La série de Fourier de la fonction est donc
ft)y=1- :_01 %(sin BWTH — sin %) cos nwt + g |:2(3COS % — cos 3L2n) — % sin % sin nwt.

(o) D’apres le graphe, la fonction n’est ni paire ni impaire, et sa période est T=4s.

1 (" 17 /2/1 4 3
aOZTOTf(t) dt:4{/0 <2t+1>.dt+/2 (—t+3).dt}:4.

2mnt
anzf/o f(t)cos%n dt

2 (/1 4 ] 3
=1 [/0 <2t—|—1> .cos%t dt+/2 (—t+3).cos%t dt_ = (cosmn —1).
2 (T 2
ba=7 f2(t)sin %t dt 4
2 1 1 1
=3 [/O (2t+1> .sin%nt dt+/2 (—t+3).sin%ntdt_ = — (2~ cosmm).

La série de Fourier de la fonction est donc

3 ~— 3 — 1
f@) = 1 + ; ) (cosmn — 1) cos nwt + ; — (2 — cos mn) sin nwt.

4.3 Développer en série de Fourier puis tracer le spectre de la fonction périodique
suivante.

On donne I’équation de la premiére bosse a droite : 2sin §t.

Solution:
D’apres le graphe, la fonction est paire et sa période est T=3s.
! Tf(t)dt 1/32 inTrar = 2 p
a9 = — = - sin — = —.
0T T 0, 3Jo 30, %
2 2mn 2 T 21 8
ap = — t)cos —tdt == [ 2sin—-t cos —tdt =——.
Tof() T 3/0 3 3 7 (1 - 4n?)
b, = 0. (Car la fonction est paire.) ZM 3we
" . . 4 & 8 g B
La série de Fourier de la fonction est  f(t) = — + Z — 5 Cos NWt. %
T (1 —4n )

Le spectre de la fonction est le graphe des a,, et b, en fonction de nw (Voir ci-contre) :

Le graphe des b,, pour ce cas n’existe pas car ils sont tous nuls.



	ExeRevVib.Chap1(1)
	ExeRevVib.Chap1(2)

