
VIBRATIONS ETONDES
Partie 1 (Vibrations)

Chapitre I

GÉNÉRALITÉS ETMATHÉMATIQUES DES OSCILLATIONS



EXERCICES DE RÉVISIONS: VIBRATIONS-CHAPITRE I

Relations Trigonométriques

cos(��) = cos� sin(��) = � sin�
cos� = sin(�+

�

2
) sin� = cos(�� �

2
)

cos(�� �) = cos� cos� + sin� sin� sin(�� �) = sin� cos� � cos� sin�
cos(�+ �) = cos� cos� � sin� sin� sin(�+ �) = sin� cos� + cos� sin�
cos 2� = cos2 �� sin2 � = 2 cos2 �� 1 = 1� 2 sin2 � sin 2� = 2 sin� cos�

cos� cos� =
1

2
[cos (�� �) + cos (�+ �)] sin� sin� =

1

2
[cos (�� �)� cos (�+ �)]

cos2 �+ sin2 � = 1 sin� cos� =
1

2
[sin (�� �) + sin (�+ �)]

cos2 � =
1 + cos 2�

2
sin2 � =

1� cos 2�
2

cos�+ cos� = 2 cos

�
�� �
2

�
cos

�
�+ �

2

�
sin�+ sin� = 2 cos

�
�� �
2

�
sin

�
�+ �

2

�
Nombres Complexes (j2 = �1)

Z = x+ jy x = A cos� ; y = A sin� Z = A cos�+ jA cos�

Z� = x� jy tan� =
y

x
=
Im (Z)
Re (Z) Z� = A cos�� jA cos�

jZj =
p
ZZ� =

p
x2 + y2 = A cos�+ j sin� = ej� Z = Aej� , Z� = Ae�j�

Z1Z2=A1ej�1A2ej�2=A1A2ej(�1+�1)
Z1
Z2
=
A1e

j�1

A2ej�2
=
A1
A2
ej(�1��2) jZ1Z2j=jZ1j jZ2j

����Z1Z2
����= jZ1jjZ2j

Dérivées

d

dx
(cosx) = � sinx d

dx
(sinx) = cosx

d

dx
(xn) = nxn�1

d

dx
(eax) = aeax

d

dx
(lnx) =

1

x

d

dx
(fg) =

df

dx
g + f

dg

dx
;
d

dx
f(g(x)) =

@f

@g

dg

dx

IntégralesZ
cosx dx = sinx+ C

Z
sinx dx = � cosx+ CZ

xn dx =
1

n+ 1
xn+1 + C

Z
1

x
dx = ln jxj+ CZ

eax dx =
1

a
eax + C

Z
fg dx = fG�

Z
df

dx
G dx (G =

Z
g dx)

Séries de Fourier

f (t) = a0 +
1P
n=1

an cosn!t+
1P
n=1

bn sinn!t (! = 2�=T )

a0 =
1

T

Z T

0

f (t) dt an =
2

T

Z T

0

f (t) cosn!t dt bn =
2

T

Z T

0

f (t) sinn!t dt

F . H AM M AD http://sites.google.com/site/exerev
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1)PÉRIODES, FRÉQUENCES,PULSATIONS,PHASES, ETPARITÉ
1.1 Trouver parmi les fonctions ci-dessous celles qui ne sont pas périodiques.
1.2 Déterminer la période, la fréquence, et la pulsation des fonctions qui sont périodiques.
1.3 Les fonctions en (c) et (d) sont A cos(!t+ �): Trouver leur amplitude A et leur phase �.
1.4 Trouver la parité de toutes les fonctions. (La parité veut dire paire ou impaire.)
(On suppose que les graphes (n) et (o) représentent une seul période d�un mouvement période, à vous de les
prolonger pour découvrir leur parité.)
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Solution:
1.1 Les fonctions qui ne sont pas périodiques sont: (b), (f), (g), (j).

1.2 La période, la fréquence, et la pulsation de chacune des fonctions périodiques sont: (a),
(e), (h): T= 3s, f=0,33Hz, ! = 2�

3 rad/s
(c), (d), (l), (m), (o): T= 4s, f= 0,25Hz, ! = �

2 rad/s
(i), (k): T= 2s, f= 0,5Hz, ! = �rad/s
(n): T= 5s, f= 0,2Hz, ! = 2�

5 rad/s.

1.3 A cos(!t+�). Pour avoir l�amplitude A il su¢ t de repérer le maximum du graphe.
Pour avoir la phase � il su¢ t d�utiliser la valeur de f en t = 0:

(c): A= 2. Pour t = 0: A cos(0+�)= 1=) 2cos� = 1=) cos� = 1
2 =) � = �

3 .
(d):A= 2. Pour t = 0: A cos(0+�)=�1=) 2cos� =�1=) cos� =�12 =) � = 2�

3 .

1.4 Les parités de chacune des fonctions sont les suivantes:
(a): impaire, (b): impaire, (c): ni paire ni impaire, (d): ni paire ni impaire, (e): paire, (f): impaire, (g):
paire, (h): ni paire ni impaire, (i): ni paire ni impaire, (j): impaire, (k): impaire, (l): ni paire ni impaire,
(m): ni paire ni impaire. Si les graphes (n) et (o) représentent chacun une seule période de mouvements
périodiques, leur prolongement auront les formes suivantes:

2−3− 1−4− 1 2 4

3

s

2

2−3− 1−4− 1 2 4

3

s

2

3

(n) (o)
On voit alors que (n) est impaire alors que (o) n�est ni paire ni impaire.

2)NOMBRESCOMPLEXES ET SUPERPOSITION DEMOUVEMENTS

2.1 Écrire les nombres complexes suivants sous la forme exponentielle: Aej�.

(i)

p
3

2
+ j

1

2
: (ii) 2� 2j: (iii)

 p
3

2
� j 1

2

!�
1 +
p
3j
�
: (iv)

1 + j

�
p
3 + j

:

Solution:
(i) A =

���p32 + j 12

��� =1 et tan� =
1
2p
3
2

= 1p
3
=) � =30� = �

6 : Donc,
p
3
2 + j 12 = e

j �6 :

(ii) 2�2j =2
p
2e�j

�
4 :

(iii)
hp

3
2 � j

1
2 = e

�j �6 ; 1+
p
3j = 2ej

�
3

i
=)

�p
3
2 � j

1
2

� �
1 +
p
3j
�
= e�j

�
6 :2ej

�
3 =2ej

�
6 :

(iv)
�
(1 + j) =

p
2ej

�
4 ;

�
�
p
3 + j

�
= 2e�j

�
6

�
=) 1+j

�
p
3 + j

=
p
2ej

�
4

2e�j
�
6
= 1p

2
ej

5�
6 :

2.2 Écrire les sommes suivantes sous la forme d�une seule exponentielle: Aej�:
(i) 0; 707ej

�
3 +1; 366ej

5�
4 ; (ii) 2; 733ej

�
6 + ej

�
2 ; (iii)

p
3ej

�
6 +3ej

4�
3 ; (iv) 1; 035ej

�
2 �0; 6:

Solution:

(i) A =
���0,707ej �3 + 1,366ej 5�4 ���=r�0,707ej �3 + 1,366ej 5�4 ��0,707e�j �3 + 1,366e�j 5�4 �
�
r
0,5 + 1,866+0,707�1,366

h
ej(

�
3�

5�
4 ) + e�j(

�
3�

5�
4 )
i
=
q
2,366+2�0,966 cos

�
�
3 �

5�
4

�
� 0,707.

Puisque 0,707ej
�
3 +1,366ej

5�
4 =

�
0,707cos

�
�
3

�
+1,366cos

�
5�
4

��
+j
�
0,707sin

�
�
3

�
+1,366sin

�
5�
4

��
; alors

tan � =
Im
�
0;707ej

�
3 +1;366ej

5�
4

�
Re
�
0;707ej

�
3 +1;366ej

5�
4

� = 0;707 sin(�3 )+1;366 sin(
5�
4 )

0;707 cos(�3 )+1;366 cos(
5�
4 )
� 0,577=) � � 30�=�

6 :

Donc 0,707ej
�
3 +1,366ej

5�
4 � 0,707ej �6 :
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(ii) 2,733ej
�
6 +ej

�
2 � 3,347ej �4 : (iii)

p
3ej

�
6 +3ej

4�
3 =

p
3ej

�
2 : (iv) 1,035ej

�
2 �0,6�1,196e�j �3 :

2.3 Trouver, en utilisant la représentation complexe, l�amplitude complexe associée aux
superpositions ci-dessous. Écrire l�expression réelle du mouvement résultant et déduire
sa pulsation, son amplitude, et sa phase dans chaque cas.

(i)
p
3 cos (3t+ �) + cos

�
3t+

�

2

�
: (ii) 2 sin

�
t+

�

4

�
+ 3; 864 cos

�
t+

7�

6

�
:

(iii)
�p
3 + 1

�
sin
�
2t+

�

3

�
+2
p
2 sin

�
2t+

5�

4

�
:

(iv)
2p
3
cos
�
5t+

�

6

�
+
2p
2
sin
�
5t+

�

4

�
+4 cos

�
5t+

4�

3

�
:

Solution:
(i)

p
3 cos (3t+ �)+ cos (3t+ �

2 ) �!
p
3ej(3t+�) + ej(3t+

�
2 )

=
�p
3ej� + ej

�
2

�
ej3t

= 2e�j
�
6 ej3t

2 cos (3t� �
6 )  � = 2ej(3t�

�
6 ):

L�amplitude complexe du mouvement est 2e�j
�
6 : L�expression réelle du mouvement résultant est 2cos(3t��

6 ):
Sa pulsation est ! =3rad/s. Son amplitude est A = 2. Sa phase est � = ��6 :

(ii) 2 sin
�
t+ �

4

�
+ 3,864 cos

�
t+ 7�

6

�
�! 2ej(t+

�
4�

�
2 ) + 3,864ej(t+

7�
6 )

3,864 cos
�
t+ �

3

�
 � � 3,864ej

�
3 ejt

L�amplitude complexe du mouvement est 3,864ej
�
3 : L�expression réelle du mouvement résultant est 3,864cos

�
t+ �

3

�
:

Sa pulsation est ! =1rad/s. Son amplitude est A � 3,864. Sa phase est � � �
3 :

(iii) (
p
3+1) sin

�
2t+ �

3

�
+ 2
p
2 sin

�
2t+ 5�

4

�
�! (

p
3+1)ej(2t+

�
3 ) + 2

p
2ej(2t+

5�
4 )

0,732 sin
�
2t� �

6

�
 � � 0,732 e�j

�
6 ej2t

L�amplitude complexe du mouvement est 0,732 e�j
�
6 : L�expression réelle du mouvement est 0,732sin

�
2t� �

6

�
:

Sa pulsation est ! =2rad/s. Son amplitude est A �0,732. Sa phase est � = ��6 :

(iv)

2p
3
cos
�
5t+ �

6

�
+ 2p

2
sin
�
5t+ �

4

�
+ 4 cos

�
5t+ 4�

3

�
�! 2e

j(5t+�
6 )p

3
+ 2e

j(5t��
4 )p

2
+ 4ej(5t+

4�
3 )

3,887 cos
�
5t+ �

2

�
 � � 3,887ej

�
2 ej5t

L�amplitude complexe du mouvement est 3,887 ej
�
2 : L�expression réelle du mouvement est 3,887cos

�
5t+ �

2

�
:

Sa pulsation est ! =5rad/s. Son amplitude estA�3,887. Sa phase est � = �
2 .

2.4 Trouver, en utilisant la méthode trigonométrique, le mouvement résultant dans chaque
cas. Préciser pour quels cas on obtient le phénomène de battement.
(i) 2 cos

�
8t+

�

2

�
+2 cos (2t+ �) : (ii) 3 sin

�
6; 5t+

�

3

�
+3 sin

�
3; 5t+

�

4

�
:

(iii) 4 sin
�
5; 5t+

�

4

�
+4 cos

�
4; 5t+

�

6

�
:

Solution:
Le phénomène de battement n�apparaît clairement que lorsque la pulsation de l�enveloppe !1�!2

2 est très
faible devant la pulsation de la composante plus rapide !1+!2

2 .

(i) 2 cos
�
8t+ �

2

�
+ 2 cos (2t+ �) = 4 cos

�
3t� �

4

�
cos
�
5t+ 3�

4

�
(pas de battement )

(ii) 3 sin
�
6; 5t+ �

3

�
+ 3 sin

�
3; 5t+ �

4

�
= 6 cos

�
1; 5t+ �

24

�
sin
�
5t+ 7�

24

�
(battement peu visible)

(iii) 4 sin
�
5; 5t+ �

4

�
+ 4 cos

�
4; 5t+ �

6

�
= 8 cos

�
0; 5t+ �

24

�
cos
�
5t+ 5�

24

�
(battement très visible)
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2.5 Trouver parmi les superpositions de mouvements sinusoïdaux ci-dessous celles qui donnent
un mouvement périodique; préciser leur périodes résultantes.
(i) 2 cos (2; 5t+ �)+6 cos

�
8t+

�

2

�
: (ii) 5 sin

�
3�t+

�

3

�
+3 sin

�
7�t+

�

4

�
:

(iii) 9 sin
�p
2t+

�

4

�
+cos

�
t+

�

6

�
: (iv) sin

�p
3t+

�

5

�
+4 cos

�p
12�t+

�

2

�
:

(v) sin
�p
3t+

�

3

�
+ 4 sin

�p
15t+

4�

5

�
: (vi) 7 cos

�
�t+

�

2

�
+ 6 cos

�
5t+

3�

4

�
:

Solution:

(i)
T1

T2
=
2�=2.5

2�=8
=
16

5
rationnel=)mouvement résultant périodique de période T=5T1=16T2=4�s:

(ii)
T1

T2
=
2�=3�

2�=7�
=
7

3
rationnel=)mouvement résultant périodique de période T=3T1=7T2=2s:

(iii)
T1

T2
=
2�=
p
2

2�=1
=

1p
2
non rationnel=)mouvement résultant non périodique.

(iv)
T1

T2
=

2�=
p
3

2�=
p
12�

= 2� non rationnel=)mouvement résultant non périodique.

(v)
T1

T2
=

2�=
p
3

2�=
p
15
=
p
5 non rationnel=)mouvement résultant non périodique.

(vi)
T1

T2
=
2�=�

2�=5
=
5

�
non rationnel=)mouvement résultant non périodique.

3) CIRCUITS ÉLECTRIQUES EN REPRÉSENTATION COMPLEXE
3.1 Soit les circuits ci-dessous, où i (t) = I0 sin!t:

Ri
Ru

Li
Lu

Ci

Cu

CLi

u

R

(i) (ii) (iii) (iv)

a) L�impédance complexe Z d�un circuit est dé�nie par l�équation u = Z i.
En utilisant la représentation complexe du courant i, trouver pour chacun des circuits
précédents l�impédance complexe Z.

b) Retrouver l�impédance complexe Z équivalente au dérnier circuit directement en
remarquant le branchement en série des impédances

Rappel: uR =Ri: uL =L
di

dt
: uC =

q

C
=
1

C

R
idt.

Solution:
a) Utilisons la représentation complexe :

i (t) = I0 sin!t �! i (t) = I0e
j!t:

u (t) �! u (t) :
(i) uR =Ri �! uR =Ri=) ZR =R.
(ii) uL =L

di

dt
�! uL =L

di

dt
= jL!i =) ZL = jL!:

(iii) uC =
1

C

R
idt �! uC =

1

C

R
idt =

1

jC!
i =) ZC =

1

jC!
:

(iv) u = uL + uC + uR = L
di

dt
+
1

C

R
idt+ Ri �! u = uL + uC + uR = L

di

dt
+
1

C

R
idt + Ri

=) u = (jL! +
1

jC!
+ R)i

=) Z = jL! + 1

jC!
+ R = 1�LC!2+jRC!

jC!

b) Cette impédance peut être trouvée directement en remarquant que les impédances ZL, ZC , et ZR
sont en série et par conséquentZ = ZL+ZC+ZR = jL!+

1

jC!
+R= 1�LC!2+jRC!

jC! :
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3.2 Soit le circuit ci-contre, où i (t) = I0 cos!t:
(i) Trouver en utilisant les courants l�impédance complexe Z

équivalente au circuit.
(ii) Retrouver l�impédance complexe équivalente Z directement

sans passer par les courants.
(iii) Véri�er que pour LC!2 = 1 l�impédance complexe Z est réelle.
(iv) Trouver une relation entre R; L; et C pour laquelle

l�impédance complexe Z est aussi réelle.

L

C

R1i

2i

i
R

u

Solution:
(i) Utilisons la représentation complexe suivante:

i (t) = I0 cos!t �! i (t) = I0e
j!t:

i1 (t) = I1 cos (!t+ �1) �! i1 (t) = I1e
j(!t+�1) = I1e

j!t:
i2 (t) = I2 cos (!t+ �2) �! i2 (t) = I2e

j(!t+�2) = I2e
j!t:

L�impédance complexe Z est dé�nie par u=Z i

Nous avons:

8<: u = Z (i1 + i2)
u = uL + uR
u = uR + uC

=)

8>>><>>>:
u = Z (i1 + i2)
u = L

di1
dt
+ Ri1 = (jL! + R) i1

u = Ri2 +
1

C

R
i2dt = (R +

1

jC!
)i2

=)

u = Z( u

jL! + R
+

u

R +
1

jC!

) =) Z = (R + jL!) (1 + jRC!)

1 � LC!2 + j2RC! =
R(1 � LC!2) + j!

�
L + R2C

�
1� LC!2 + j2RC! :

(ii) On peut trouver l�impédance équivalente directement en observant le branchement des quatre impédances:

RZ
LZ RZ

CZ
�!

CR ZZ +
RL ZZ +

�!
)()( CRRL ZZ//ZZ ++

Z = (ZL + ZR): (ZR + ZC)
(ZL + ZR) + (ZR + ZC)

=
(jL! + R)

�
R +

1

jC!

�
(jL! + R) +

�
R +

1

jC!

�= (R + jL!) (1 + jRC!)
1 � LC!2 + j2RC! :

(iii) Pour LC!2 =1; on trouve Z = L + R2C

2RC
, qui est bien réelle:

(iv) Pour que Z soit réelle il faut que Im (Z) =0. On a

Z =
R(1 � LC!2) + j!

�
L + R2C

�
1 � LC!2 + j2RC! =

R(1 � LC!2)2 + 2RC!2
�
L + R2C

�
+ j!(1 � LC!2)

�
L � R2C

�
(1 � LC!2)2 + (2RC!)2

:

On voit que Im (Z) =0 pour LC!2 =1 (ce qui a été veri�é), et pour L�R2C=0 c�est-à-dire pour L=R2C.

3.3 Soit le circuit ci-contre, où i (t) = I0 sin!t:
(i) Trouver l�impédance complexe Z équivalente

directement sans passer par les courants.
(ii) Comment se simpli�e Z pour LC!2 = 1?

Trouver dans ce cas le module de Z ainsi que
sa phase �: (Il su¢ t de trouver tan�:)

L

C

R

R

Ci
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Solution:
(i) Les impédances complexes associées à R, L, et C sont respectivement :

ZR =R, ZL = jL!; ZC =
1

jC!
: Nous avons alors les simpli�cations suivantes:

RZ

RZ

CZ

LZ CZ
�!

CR ZZ +

RZ
LZ CZ

�!
( )CRR ZZZ +//LZ CZ

�!
Z

Z = ZL+ZC+
ZR: (ZR + ZC)
ZR + (ZR + ZC)

=jL!+
1

jC!
+

R

�
R +

1

jC!

�
2R +

1

jC!

=
1 � LC!2
jC!

+
R (1 + jRC!)

1 + j2RC!
:

(ii) Pour LC!2 = 1; Z se simpli�e en Z=R 1 + jRC!

1 + j2RC!
:

Son module est jZj =R
r

1 + R2C2!2

1 + 4R2C2!2
:

Trouvons la phase: Z=R 1 + jRC!
1 + j2RC!

=R
1 + 2R2C2!2 � jRC!

1 + 4R2C2!2
=) tan� =

Im (Z)
Re (Z) =

�RC!
1 + 4R2C2!2

:

3.4 Soit le circuit ci-contre, où i (t) = I0 cos!t:
(i) En passant à la représentation complexe, appliquer

la loi des mailles à la maille de droite du circuit.
(ii) Déduire l�amplitude complexe I1 du courant i1 en

fonction de l�amplitude I0 du courant rentrant.
(iii) Déduire en fonction de I0 l�amplitude complexe UAB

associée à la tension uAB entre les deux points A et B:

Solution:
(i) Utilisons la representation complexe suivante:

i (t) = I0 cos(!t)�! i (t) = I0e
j!t.

i1 (t) = I1 cos(!t+ �)�! i1 (t) = I1e
j(!t+�) = I1e

j!t:

LR

C C

G

1i
A

Bi 1i •

•
i

Appliquons la loi des mailles à la maille de droite: uL+uC+uC+uR = 0

=) L
di1
dt
+

1

C

R
i1dt+

1

C

R
(i1 � i) dt + R(i1 � i) = 0:

(ii) Comme
di1
dt
= j!i1;

R
i1dt =

1

j!
i1;

di

dt
= j!i;

R
idt =

1

j!
i; on trouve

(jL!+R +
2

jC!
)I1e

j!t � ( 1

jC!
+R)I0ej!t = 0 =) I1 =

1 + jRC!

2 � LC!2 + jRC!I0:

(iii) uAB =L
di1
dt
= jL!i1 = jL!I1e

j!t:

L�amplitude complexe UAB de uAB est donc, UAB = jL!I1 =
L! (�RC! + j)
2� LC!2 + jRC!I0:
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4) INTÉGRALES ET SÉRIES DEFOURIER
4.1 E¤ectuer les intégrales suivantes:

(i)
Z 2

1

sin
3�

2
t dt: (ii)

Z T

0

sin
2�n

T
t dt: (iii)

Z T

0

cos
2�n

T
t dt:

(iv)
Z 3

1

(3t� 2) cos 5t dt: (v)
Z 5

3

sin 2t cos 3t dt: (vi)
Z 1

�1
sin2 t dt:

(vii)
Z T

0

sin
2�n

T
t cos

2�m

T
t dt: (viii)

Z T

0

sin
2�n

T
t sin

2�m

T
t dt: (ix)

Z T

0

cos
2�n

T
t cos

2�m

T
t dt:

Solution:

(i)
Z 2

1

sin
3�

2
t dt =

�
� 2

3�
cos

3�

2
t

�2
1

= � 2

3�

�
cos 3� � cos 3�

2

�
=
2

3�
:

(ii)
Z T

0

sin
2�n
T
t dt =

�
� T

2�n
cos

2�n
T
t

�T
0

= � T

2�n
(cos 2�n� cos 0) = 0:

(iii)
Z T

0

cos
2�n
T
t dt =

�
T

2�n
sin

2�n
T
t

�T
0

=
T

2�n
(sin 2�n� sin 0) = 0:

(iv)
Z 3

1

(3t� 2) cos 5t dt =
�
1

5
(3t� 2) sin 5t

�3
1

�
Z 3

1

3

5
sin 5t dt

=

�
1

5
(3t� 2) sin 5t

�3
1

+

�
3

25
cos 5t

�3
1

=
1

5
(7 sin 15� sin 5) + 3

25
(cos 15� cos 5) :

(v) Il faut d�abord transformer le produit en une somme: (Voir page 1)Z 5

3

sin 2t cos 3t dt =
1

2

Z 5

3

[sin (�t) + sin 5t] dt = 1

2

�
cos (�t)� 1

5
cos 5t

�5
3

=
1

2
cos 5� 1

2
cos 3� 1

10
cos 25 +

1

10
cos 15:

(vi) Il faut d�abord transformer le produit en une somme:Z 1

�1
sin2 t dt =

1

2

Z 1

�1
(1� cos 2t) dt = 1

2

�
t� 1

2
sin 2t

�1
�1
= 1 � 1

2
sin 2:

(vii) Il faut d�abord transformer le produit en une somme:Z T

0

sin
2�n
T
t cos

2�m
T
t dt =

1

2

"Z T

0

sin
2� (n�m)

T
t+

Z T

0

sin
2� (n+m)

T
t

#
dt = 0.

(viii) Il faut d�abord transformer le produit en une somme:Z T

0

sin
2�n
T
t sin

2�m
T
t dt =

1

2

"Z T

0

cos
2� (n�m)

T
t�

Z T

0

cos
2� (n+m)

T
t

#
dt

� Si n=m: =
1

2

"Z T

0

1:dt�
Z T

0

cos
4�n
T
t dt

#
=
T

2
:

� Si n 6=m: =
1

2

"Z T

0

cos
2� (n�m)

T
t dt�

Z T

0

cos
2� (n+m)

T
t dt

#
= 0:

(ix) Il faut d�abord transformer le produit en une somme:Z T

0

cos
2�n
T
t cos

2�m
T
t dt =

1

2

"Z T

0

cos
2� (n�m)

T
t+

Z T

0

cos
2� (n+m)

T
t

#
dt

� Si n=m: =
1

2

"Z T

0

1:dt +

Z T

0

cos
4�n
T
t dt

#
=
T

2
:

� Si n 6=m: =
1

2

"Z T

0

cos
2� (n�m)

T
t dt+

Z T

0

cos
2� (n+m)

T
t dt

#
= 0:
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4.2 Développer en série de Fourier les fonctions périodiques suivantes.

2−3− 1−4− 1 2 3 4

1

3

s

2

2
3 2−3− 1−4− 1 2 3 4

1

3

s

2

(i) (k)

2−3− 1−4− 1 2 3 4

3

s

2

2−3− 1−4− 1 2 4

3

s

2

3

(l) (o)
Rappel: L�équation d�un segment de droite inclinée est �t+�.

Solution:
(i) D�après le graphe, la fonction n�est ni paire ni impaire, et sa période est T=2s:

a0 =
1

T

Z T

0

f(t)dt =
1

2

"Z 1

0

2:dt+

Z 3=2

1

1:dt+

Z 2

3=2

(2t� 2) :dt
#
=
13

8
:

an =
2

T

Z T

0

f(t) cos
2�n
T
t dt

=
2

2

"Z 1

0

2: cos�nt dt+
Z 3=2

1

1. cos�nt dt+
Z 2

3=2

(2t� 2) . cos�nt dt
#
=

2

�2n2

�
1� cos 3�n

2

�
:

bn =
2

T

Z T

0

f(t) sin
2�n
T
t dt

=
2

2

"Z 1

0

2. sin�nt dt+
Z 3=2

1

1. sin�nt dt+
Z 2

3=2

(2t� 2) . sin�nt dt
#
= � 1

�n
cos�n� 2

�2n2
sin

3�n
2
:

La série de Fourier de la fonction est donc

f(t) =
13

8
+

1X
n=1

2

�2n2

�
1� cos 3�n

2

�
cos n!t�

1X
n=1

�
1

�n
cos�n+

2

�2n2
sin

3�n
2

�
sinn!t:

(k) D�après le graphe, la fonction est impaire, et sa période est T=2s.
a0 = an = 0. (Car la fonction est impaire.)

bn =
2

T

Z t1+T

t1

f (t) sin
2�n
T
t dt =

2

2

�Z 1

�1
2t: sin�nt

�
= � 4

�n
cos�n:

La série de Fourier de la fonction est donc f(t) = �
1X
n=1

4

�n
cos�n sinn!t =

1X
n=1

4(�1)n+1

�n
sinn!t:

(l) D�après le graphe, la fonction n�est ni paire ni impaire, et sa période est T=4s.

a0 =
1

T

Z t1+T

t1

f (t) dt =
1

4

�Z 1

�1
�2t. dt+

Z 3

1

2. dt

�
= 1.

an =
2

T

Z t1+T

t1

f (t) cos
2�nt
T

dt

=
2

4

�Z 1

�1
�2t. cos �n

2
t dt+

Z 3

1

2: cos
�n
2
t dt

�
=

2

�n
(sin

3�n
2
� sin �n

2
):
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bn =
2

T

Z t1+T

t1

f (t) sin
2�n
T
t dt

=
2

4

�Z 1

�1
�2t. sin �n

2
t dt+

Z 3

1

2. sin
�n
2
t dt

�
=

2

�n
(3 cos

�n
2
� cos 3�n

2
)� 8

�2n2
sin

�n
2
:

La série de Fourier de la fonction est donc

f(t) = 1�
1X
n=1

2

�n
(sin

3�n
2
� sin �n

2
) cos n!t+

1X
n=1

�
2

�n
(3 cos

�n
2
� cos 3�n

2
)� 8

�2n2
sin

�n
2

�
sinn!t:

(o) D�après le graphe, la fonction n�est ni paire ni impaire, et sa période est T=4s.

a0 =
1

T

Z T

0

f (t) dt =
1

4

�Z 2

0

�
1

2
t+ 1

�
. dt+

Z 4

2

(�t+ 3) . dt
�
=
3

4
.

an =
2

T

Z T

0

f (t) cos
2�nt
T

dt

=
2

4

�Z 2

0

�
1

2
t+ 1

�
. cos

�n
2
t dt+

Z 4

2

(�t+ 3) . cos �n
2
t dt

�
=

3

�2n2
(cos�n� 1) :

bn =
2

T

Z T

0

f(t) sin
2�n
T
t dt

=
2

4

�Z 2

0

�
1

2
t+ 1

�
: sin

�n
2
t dt+

Z 4

2

(�t+ 3) : sin �n
2
t dt

�
=

1

�n
(2� cos�n) :

La série de Fourier de la fonction est donc

f(t) =
3

4
+

1X
n=1

3

�2n2
(cos�n� 1) cos n!t+

1X
n=1

1

�n
(2� cos�n) sinn!t:

4.3 Développer en série de Fourier puis tracer le spectre de la fonction périodique
suivante.

2−3− 1−4− 1 2 3 4

1

2

3

s

On donne l�équation de la première bosse à droite : 2 sin �3 t.

Solution:
D�après le graphe, la fonction est paire et sa période est T=3s.

a0 =
1

T

Z T

0

f(t)dt =
1

3

Z 3

0

2 sin
�

3
t dt =

4

�
:

an =
2

T

Z T

0

f(t) cos
2�n
T
t dt =

2

3

Z 3

0

2 sin
�

3
t cos

2�n
3
t dt =

8

�
�
1� 4n2

� :
bn = 0: (Car la fonction est paire.)

La série de Fourier de la fonction est f(t) =
4

�
+

1X
n=1

8

�
�
1� 4n2

� cos n!t:

na

ω2 ω3ω

π15
8− π35

8−

π3
8−

π
4

Le spectre de la fonction est le graphe des an et bn en fonction de n! (Voir ci-contre) :

Le graphe des bn pour ce cas n�existe pas car ils sont tous nuls.
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