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Fiche TD N ◦ 2 (Suites et Séries de Fonctions)

Exercice 1 Étudier la convergence simple et uniforme de (fn)n sur le domaine indiqué :

1. fn(x) =
{
xn ln(x) ]0, 1]

0 x = 0
sur [0, 1]

2. fn(x) = x arctan(nx) sur R

3. fn(x) = naxe−nx sur R avec a ∈ R

4. fn(x) =
nex + xe−x

n + x
sur [0, 1]

Exercice 2 Soit (fn)n∈N∗ la suite de fonctions définies sur [−1, 1] par fn(x) =
x

1 + n2x2
.

1. Montrer que (fn)n∈N∗ converge uniformément sur [−1, 1] vers une fonction f qu’on déterminera.

2. Étudier la convergence uniforme de (f ′n)n∈N∗ sur [−1, 1].

3. On considère la suite (gn)n∈N∗ définie sur [−1, 1] par gn(x) =
ln(1 + n2x2)

2n2
.

Montrer que (gn)n∈N∗ est uniformément convergente sur [−1, 1] vers 0.

Exercice 3 Étudier la convergence (simple, normale) des séries de fonctions suivantes :

1.
∑
n

xn

1 + xn
sur R+ 2.

∑
n≥2

xe−nx

ln(n)
sur R+ 3.

∑
n≥0

xn

n!
sur [−a, a]

Exercice 4 Soit (fn)n une suite de fonctions telle que : fn(x) = e−n
αx pour α > 0.

On pose f (x) =
+∞∑
n=0

fn(x).

1. 1. Trouver le domaine de définition de f .

2. 2. Étudier la convergence uniforme sur [a,+∞[.

Exercice 5 Pour tout entier n ≥ 1 et tout x ∈ R+, posons

fn(x) = x
2e−nx et Fn(x) =

∫ x

0

fn(t)dt.

A. Étude de la série de fonctions
∑
n≥1

fn(x).

1. Montrer que la série de fonctions
∑
n≥1

fn

converge normalement sur R+.

On pose f (x) =
∞∑
n=1

fn(x) ∀ x ∈ R+.

2. Montrer que f et continue sur R+.
3. Calculer f (x) pour tout x ∈ R+.

B. Etude de la série de fonctions
∑
n≥1

Fn(x).

1. Soit x ∈ R∗+. A l’aide de deux intégrations par
parties, calculer Fn(x).

2. Montrer que la série de fonctions
∑
n≥1

Fn(x)

est normalement convergente sur R+.

On pose F (x) =
∞∑
n=1

Fn(x) ∀ x ∈ R+.

3. Calculer lim
x→+∞

F (x).

C. Montrer que F (x) =
∫ x

0

f (t)dt, ∀ x ∈ R+.
D. En déduire l’identité suivante :

∫ ∞
0

t2

et − 1dt = 2
+∞∑
n=1

1

n3


