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Exercicel: Le CRC - Code Cyclique de Redondance (6 pts)

Soit le polyndme générateur G(X)=x"+x>+x.
a. On souhaite transmettre |le message suivant :1111011101.
a.1. Donner I’expression de m(x).
a.2. Quel serale CRC aagjouter ? (utiliser ladivision binaire)
b. Le message 1111000101010 est regu. Est-il correct ?
c. Quel est I’utilité de ce code détecteur d’erreur ?

Exercice2: Codelinéaire en bloc et correction (6 pts)

Soit le code linéaire systématique défini par la matrice de contréle :

101

011
P=

110

111

Déterminer n et k.

Donner la désignation compléte de ce code.

Coder le message suivant : 10011101.

Donner la matrice de contréle H.

Vérifier si les messages suivants sont corrects : 1111100, 0111000.

Donner e nombre de combinaisons pour les erreurs : @) simples, b) doubles.
Construire la table d’erreur/syndrome pour les erreurs simples et e cas sans erreurs.
Corriger le message 0100101 par la méthode de syndrome.

S@rmpap T

Exercice 3. Code par répétition (n,2) (3 pts)

On considére un code correcteur d'erreur C(n,k) pour lequel k = 2 et n est un entier pair tel que
n = 6, et dont les mots de codes « Vv » sont obtenus a partir des mots dinformations u = (ul, u2) en les
répétant (n/2- 1) fois. En d'autres termes, le mot de code obtenu a partir de u = (ul, u2) ou (ul, u2)
appartient a{ 0,1} * sécrit :

v=(ul, u2,ul, u2, ....,ul, u2) *)
Par exemple, si n = 8, le mot de code obtenu a partir de (1, 0) est (1,0, 1, 0, 1, 0, 1, 0).
a. Donnez une matrice génératrice G de ce code C(n,2) (ou, pour rappel, n est un entier pair supérieur
ou égal a6).
b. Donnez une matrice de contrdle H de ce code.
c. Pour n=6, coder le message 110110.
d. Quéel est le nombre maximal g de bits erronés que ce code garantit de pouvoir toujours détecter ?
Page (1/2)

Responsable de module : Mr. Abed M 2015-2016 Département de Génie Electrique




Université AbdelHamid Ibn Badis - Mostaganem Faculté des Sciences et de la Technologie

Rappedls : Matrice génératrice et matrice de contréle d’un code linéaire systématiqgue C(n, k)

k : nombre de bits du message sans codage (longueur du message aprés codage de source)
n : nombre de bits du message aprées codage de canal (longueur du mot de code)
r=n-k : nombre de bits de contréle (ou de redondance)

G=(I | P), [Id=kxk, [P]=kxr; r=n-k

H=G'=(P" | 1,), [P"]=rxk,[I]=rxr; r=n-k
g

H = (——), [P]=kxr, [I]=rxr; r=n-k

A
s=RH'

QUE DIEU VOUSAIDE
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Exercicel: LeCRC - Code Cyclique de Redondance (6 pts)

Soit le polyndme générateur G(x)=x"+x?+x.
a. On souhaite transmettre e message suivant : 1100010101.
a.1. Donner I’expression de m(x).
a.2. Quel serale CRC agjouter ? (utiliser ladivision binaire)
b. Le message 1111000101010 est regu. Est-il correct ?
c. Quel est I’utilité de ce code détecteur d’erreur ?

Exercice 2 : Codelinéaire en bloc et correction (6 pts)

Soit le code linéaire systématique défini par 1a matrice de contréle :

111
101
lo11

110

Déterminer n et k.

Donner la désignation compléte de ce code.

Coder le message suivant : 10011101.

Donner la matrice de contréle H.

Vérifier si les messages suivants sont corrects : 1111100, 0111000.

Donner e nombre de combinaisons pour les erreurs : @) simples, b) doubles.
Construire la table d’erreur/syndrome pour les erreurs simples et le cas sans erreurs.
Corriger le message 0100101 par la méthode de syndrome.

S@rmPpap T

Exercice 3: Code par répétition (n,2) (3 pts)

On considére un code correcteur d'erreur C(n,k) pour lequel k = 2 et n est un entier pair tel que
n = 6, et dont les mots de codes « v » sont obtenus a partir des mots d'informations u = (ul, u2) en les
répétant (n/2- 1) fois. En d'autres termes, le mot de code obtenu a partir de u = (ul, u2) ou (ul, u2)
appartient 2{0,1} > sécrit :

v=(ul,u2,ul, uz, ..., ul, u2) *)
Par exemple, si n = 8, le mot de code obtenu a partir de (1, 0) est (1,0, 1, 0, 1, 0, 1, 0).
a. Donnez une matrice génératrice G de ce code C(n,2) (ou, pour rappel, n est un entier pair supérieur
ou égal a6).
b. Donnez une matrice de contréle H de ce code.
c. Pour n=6, coder le message 110110.
d. Qud est le nombre maximal g de bits erronés que ce code garantit de pouvoir toujours détecter ?
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Rappedls : Matrice génératrice et matrice de controle d’un code linéaire systématiqgue C(n, k)

k : nombre de bits du message sans codage (longueur du message apres codage de source)
n : nombre de bits du message apres codage de canal (longueur du mot de code)
r=n-k : nombre de bits de contrdle (ou de redondance)

G=(Ix| P), [1]=kxk, [P]=kxr; r=n-k
H=G'=(P" | 1,), [P"]=rxk,[I;]=rxr; r=n-k
i =
HT=(——), [P]=kxr, [I\]=rxr; r=n-k

' A
s=RH'

QUE DIEU VOUSAIDE
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Corrigétypedetest écrit n°1/sujet A

Exercice 1: Le CRC - Code Cycliqgue de Redondance (Cyclic Redundancy Code)
(6 pts)

Soit le polyndme générateur G(x)=x"+x?+x.
a.  On souhaite transmettre e message suivant :1111011101.
a.1. Donner I’expression de M(x).
La représentation général e sous forme polynomiale des suites de bits a transmettre M=mym....m,
s’écrit par le polyndme :

M (X)=mh+mh.X+. .. +mgx™
Lasuite 1111011101 est donc représentée par le polynéme (n=10) :
M(X)=1. X+ L xE+LX +LxC+H0C+L X+ LC+L P+ X+ L =x 2+ 3+ X+ x®+ X3+ x%+ 1 (0.5pt)
a.2. Quel serale CRC aagjouter ? (Utiliser ladivision binaire)

Le code cyclique de redondance (CRC) est un code linéaire systématique détecteur d’erreurs. Le

calcul de bits de redondance constituant le CRC est décrit ci-apres.

Emission d’un CRC : On gjoute a droite du message a émettre « M » un code de contréle tel que le

polynéme correspondant au message plus le code de contrdle soit divisible par le polynéme

générateur choisi.

Le calcul du CRC alatransmission inclut les étapes suivantes:

1) Choix de polynéme générateur, noté G(x), d’ordre m.

2) Transformation de G(x) en un mot binaire comme nous I’avons fait avec le message « M ».

3) Ajout de m zéros au message binaire a transmettre. Le mot résultant « M » contient alors (n+m)
bits.

4) A cet étape, si nous choisissons la méthode de la division euclidienne, on transforme M. en forme

polynomiale puis on effectue une division euclidienne de M ¢(x) sur G(x) dans laquelle on ne tient pas

compte du quotient. Le reste de division représente le CRC a gjouter au mot avant transmission.

Sinon, la division binaire est plus simple et donc plus recommandée: Elle consiste a gouter

itérativement au mot binaire M en base 2 (‘ou exclusif xor’), le mot correspondant au polynéme

générateur de telle sorte que si le bit de poids fort du reste intermédiaire est ‘0’ on décale de reste

intermédiaire. Cette opération de décalage-sommation est poursuivie jusqu’a ce que le mot obtenu

soit inférieur au polyndme générateur. Ce mot correspond au CRC tandis que le quotient est sans

intérét.

Dans notre cas :

G(x)= x*+x?+x ce qui correspond au mot binaire de polyndme générateur : 10110.

M=1111011101 et donc M=11110111010000 (ajout de 4 zéros correspondant a I’ordre de polynéme
générateur m=4).

Ladivision binaire est effectuée comme suit :
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111101110100 00

o
=
o
o
o

1110100 0O
0

[ERN
o
[ERN
[ERN

0011111010000
10110

010010100 0O
10110

(1.5 pts)

0010
10

o
[

00 O O
0

[EEN
[ —

001
1

o

00 0O
110

o

0 01100

Le CRC est par consequent 1100 (0.5 pt). Le mot de code a transmettre sur le cana est
11110111011100 (0.5 pt).

b. Lemessage 1111000101010 est regu. Est-il correct ?

Réception d’un CRC et détection d’erreurs: Le mot recu contient le message de la source plus le
CRC de m hits. Il doit étre divisible par le polynéme générateur. La vérification de transmission sans
erreurs se fait par division euclidienne en base 2 ou par division binaire de mot recu et du polynéme
générateur qui doit résulter en un reste qui est nul.

111100010101 01
10110

01000001010 101
110

0011001010101

10110
01111010101 (L5 pts)
10110
0100010101
10110
001110101
10110
0101101
10110
0000 O 1
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Le reste de la division n’est pas nul ; il existe alors des erreurs dans le mot recu (0.5 pt).

c. Quel est I’utilité de ce code détecteur d’erreur ?
Ce code est tres utilisé car il est connu par sa performance tres élevée de détection d’erreurs di

essentiellement & sa méthode particuliere de calcul de bits de redondance en dépendance du polynéme
générateur. Nous le savons d’ailleurs de la théorie de I’information que le codage est plus performant
lorsqu’il est plus complexe. On retrouve ce code trés souvent dans les réseaux locaux ains que les
réseaux de télécommunications.

Par exemple, le CRC-16 (G(X)=x"®+x"+x?+1) et CRC-CCITT (G(X)=x"+x™+x°+1) utilisés en
téléphonie sans fils détectent des erreurs simples et doubles, des erreurs impaires, plusieurs bits
successifs erronés, dits salves, de 16 bits ou moins, 99.997% des salves de 17 bits et jusqu’a 99.998%
des salves de 18 hits ou plus.

La detection performante des erreurs sans pouvoir les détecter permet de réinterroger I’émetteur afin
de retransmettre de nouveau le message jusqu’a étre recu sans erreurs (1 pt).

Exercice 2 : Codelinéaire en bloc et correction (7.5 pts)

Soit le code linéaire systématique défini par la matrice de contréle :

101
|o11
1110

111

a. Déerminer n et k.

La matrice géneratrice d’un code linéaire en bloc (version systématique) a laforme suivante :
G=(Ix| P), [I]=kxk, [P]=kxr; r=n-k

ou pour rappd :

k : nombre de bits du message sans codage (longueur du message apres codage de source)
n : nombre de bits du message apres codage de canal (longueur du mot de code)

r=n-k : nombre de bits de contrdle (ou de redondance)

Dans notre cas:
[P]=kxr=4x3

Cequi donne:
k=4, r=3 et donc n=r+k=7 (0.5 pt)

b. Donner la désignation complete de ce code.
Ce code est un code linéaire systématique de longueur n=7 dont 4 bits de message a coder et
3 bits de contréle. La forme de P est connue en théorie de codage et elle correspond au code de
Hamming dans sa version systématique (0.5 pt). La distance minimale de ce code est donc d=3.
La désignation compléte de ce code s’écrit alors C(7,4,3) (0.5 pt).
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c. Coder e message suivant : 10011101.
L e codage du message est effectué en deux étapes :
1) Découpage du message en paguets de k bits,
2) Multiplication de chagque paquet par la matrice génératrice donnant ainsi le mot de code : v=mG,
m étant |e message de source de longueur k=4 dans notre cas.
1000101
0100011
G=(I|P)=G=(14]P) = 0010110 (0.25 pt)
0001111

1000101
0100011
m=[1001] - vy=mG=[1001] =[1001010]

0010110

0001111

1000101
=[1101] -~ w=m,G=[1101] 0100011 =[1101001]
o= - Vem = 0010110/

0001111

Le mot atransmettre sur le canal est donc 10010101101001. (0.25 pt)

d. Donner lamatrice de controle H.
La matrice de contrdle d’un code linéaire en bloc (version systématique) alaforme suivante :
H=G'=(P" | 1,), [P"]=rxk,[I;]=rxr; r=n-k
ce qui donne:
1011100
H={0111010| (0.25pt)
1101001
e. Véifier s les messages suivants sont corrects: 1111100, 0111000.
Un mot de code R est regu correctement si :

RH™=0
avec

d’ou

H'=[111| (0.25pt)

001
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Pour R;=1111100 on trouve
R.H'=011 (0.25pt)
Il existe des erreurs dans R; (0.25 pt).

Pour R,=0111000 on trouve
R, H'=010 (0.25 pt)
Il existe des erreursdans R, (0.25 pt).

f. Donner le nombre de combinaisons pour les erreurs : @) simples, b) doubles.

Nous savons d’aprés la théorie de codage que chaque ligne de H' correspond & une erreur simple.
Donc le nombre des erreurssimplesest n - (0.25 pt).

Le syndrome s défini par :

s=RH", R=rgr1....In1

est de taille r. Le nombre de combinaisons possibles du syndrome est donc 2" dont un état de zéros
partout relatif a une transmission sans erreurs.
Le nombre de combinaisons doubles est donc :
2'n-1  (0.25pt)

Dans notre cas, le nombre des erreurs simples est n=7. Le nombre des erreurs doubles est donc

23.7-1=0 (0.25pt)
Ce qui est attendu car le code de Hamming est de distance d=3 et donc ne peut corriger qu’une seule
erreur :

t:[dT_lJ:Lljzl ©:25pt)

ol | . |est le symbole de |la partie entiére.

g. Construire la table d’erreur/syndrome pour les erreurs simples et le cas sans erreurs.
La table d’erreur/syndrome est constituée en se basant sur les regles suivantes :
1) Chaque ligne de H' correspond & une erreur simple,
2) Lai éme ligne correspond a I’erreur en bit d’indice i-1. Ceci correspond a une erreur en bit ri.q
donc a une valeur de 1 dans le vecteur d’erreur e a la position i-1 oU e=epe;....e,1 relié au
syndrome par larelation :

s=RH"= (v+te)H =vH +eH = eH"

puisque vH'=0 du fait que v est un mot de code valide.
(2 pts)

Syndrome | Erreur Observation

000 0000000 | Pas d’erreurs

001 0000001 | Erreur simple en septiéme bit rg (ceci correspond ala7°™ lignede H")

010 0000010 | Erreur simple en sixiéme bit rs (ceci correspond ala6™ lignede H")

011 0100000 | Erreur simple en deuxiéme bit ry (ceci correspond ala2°™ lignedeH")

100 0000100 | Erreur simple en quatriéme bit r, (ceci correspond ala5™ lignede H")

101 1000000 | Erreur simple en premier bit ro (ceci correspond ala 1% lignede H')

110 0010000 | Erreur simple en troisiéme bit r, (ceci correspond ala3*™ lignede H")

111 0001000 | Erreur simple en quatriéme bit r (ceci correspond ala4®™ lignedeH')
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h. Corriger le message 0100101 par la méthode de syndrome.
Le syndrome correspondant & ce mot recu est :
s= [0100101H =[110]
La correction de I’erreur s’effectue en ajoutant le vecteur d’erreur correspondant au syndrome 110
au mot recu. A partir de la table d’erreur/syndrome ci-dessus on trouve le mot corrigé v comme
suit:
V =R+e =[0100101]+[0010000]=[0110101] (1pt)
On vérifieque:
v H'=0

Exercice 3. Code par répétition (n,2) (1.5 pts)

On considére un code correcteur d'erreur C(n,k) pour lequel k = 2 et n est un entier pair tel que
n = 6, et dont les mots de codes « Vv » sont obtenus a partir des mots dinformations u = (ul, u2) en les
répétant (n/2- 1) fois. En d'autres termes, le mot de code obtenu a partir de u = (ul, u2) ou (ul, u2)
appartient a{ 0,1} ? sécrit :

v=(ul, u2,ul, u2, ...., ul, u2) *)
Par exemple, si n = 8, le mot de code obtenu a partir de (1, 0) est (1,0, 1, 0, 1, 0, 1, 0).
a. Donnez une matrice génératrice G de ce code C(n,2) (ou, pour rappel, n est un entier pair
supérieur ou égal a 6).

G=(1C110:1C110... 110
01010101..:01

La matrice G n’est rien que une répétition de (n/2) fois la matrice d’identité I,. Ceci produira un
mot de code detaille n (0.25 pt).

b. Donnez une matrice de contréle H de ce code C(n,2).
H=G'=(hy hy) ; h,=(10101010...10)"; h,=(01010101...01)". (0.25pt)

c. Pour n=6, coder |e message 110110.

c=(1C 10 10
010101
(0.25 pt)

Le mot de code atransmettre est : v=111111010101101010 (0.25 pt)

d. Quel est le nombre maximal g de bits erronés que ce code garantit de pouvoir toujours détecter ?

Il est clair que la distance de Hamming est égale a n/2 (qui correspond aux messages 01 et 10).
Puisqu’il s’agit d’un code linéaire, le nombre maximal q de bits erronés que ce code garantit de
pouvoir toujours détecter est égale ad-1=n/2 -1. Le nombre maximal de bits erronés que ce code peut
corriger est égale at=partie réelle((d-1)/2)=partie réelle((n/2-1)/2).
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Corrigétypedetest écrit n°1/sujet B

Exercice 1: Le CRC - Code Cycliqgue de Redondance (Cyclic Redundancy Code)
(6 pts)

Soit le polyndme générateur G(X)=x"+x?+x.
a. On souhaite transmettre e message suivant : 1100010101.
a.1. Donner I’expression de m(x).
La représentation général e sous forme pol ynomiale des suites de bits a transmettre M=mym....m,

s’écrit par le polyndme :

M (X)=mh+mh.X+. .. +mgx™
Lasuite 1100010101 est donc représentée par le polynéme (n=10) :
M (X)=Lx*+1.x%+0.x"+0.x5+0.x°+ 1. x40 +1Lx*+0.x +1x =+ X3+ x* + x*+ 1 (0.5pt)
a.2. Quel serale CRC aagjouter ? (Utiliser ladivision binaire)
Dansnotrecas :
G(x)= x*x*+x ce qui correspond au mot binaire de polynéme générateur : 10110.
M=1100010101 et donc M=11000101010000 (ajout de 4 zéros correspondant a I’ordre de polynéme

générateur m=4).
Ladivision binaire est effectuée comme suit :

110001010100 0O
10110

01110

[ —

010100 0O

0101101010000
10110

(1.5 pts)

000001010000
10110

0001000

Le CRC est par conséquent 1000 (0.5 pt). Le mot de code a transmettre sur le cana est
11000101011000 (0.5 pt).

d. Lemessage 11110001010101 est regu. Est-il correct ?

La vérification de transmission sans erreurs se fait par division euclidienne en base 2 ou par division
binaire de mot recu et du polynéme générateur qui doit résulter en un reste qui est nul.
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1111000101010 1
10110

010000010101 01
10110

(1.5 pts)

Le reste de la division n’est pas nul ; il existe alors des erreurs dans le mot recu (0.5 pt).

e. Quel est I’utilité de ce code détecteur d’erreur ?
Méme réponse que celle du sujet A.

Exercice 2 : Codelinéaire en bloc et correction (7.5 pts)

Soit le code linéaire systématique défini par la matrice de contréle :

111
|101
lo11

110

a. Déterminer n et k.
La matrice génératrice d’un code linéaire en bloc (version systématique) alaforme suivante :

G=( I | P), [IJ=kxk, [P]=kxr: r=n-k

Dans notre cas:
[P]=kxr=4x3

Cequi donne:
k=4, r=3 et donc n=r+k=7

b. Donner la désignation compléete de ce code.’
Méme réponse qu’en sujet A.
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c. Coder le message suivant : 10011101.
L e codage du message est effectué en deux étapes :
1) Découpage du message en paquets de k bits,
2) Multiplication de chaque paquet par la matrice génératrice donnant ainsi le mot de code : v=mG,
m étant |e message de source de longueur k=4 dans notre cas.
1000111
G=( I | P)= G=( L | P) = 0100101
=(Ik| P)=G=(14|P) = 0010011
0001110

1000111

0100101

m=[1001] - vi=mG=[1001] =[1001001]
0010011

0001110

1000111
=[1101] -~ w»=mG=[1101] 01()010]'—u10110m
M= - Vs M= 0010011/

0001110

Le mot atransmettre sur le canal est donc 10010011101100.

d. Donner la matrice de contrdle H.
Lamatrice de contréle d’un code linéaire en bloc (version systématique) alaforme suivante :

H=G'=(P" | 1,), [P"]=rxk,[I;]=rxr; r=n-k
ce qui donne:
1101100
H=/1011010
1110001

e. Vérifier s les messages suivants sont corrects : 1111100, 0111000.
Un mot de code R est regu correctement si :
RH'=0
avec

d’ou
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111

101
011
H'™=|110
100
010
001

Pour R;=1111100 on trouve

R, H'=011

Il existe des erreurs dans Ry.

Pour R,=0111000 on trouve

R, H'=000

Il n’existe pas d’erreurs dans Ry.

f. Donner le nombre de combinaisons pour les erreurs : @) simples, b) doubles.
Méme réponse qu’en sujet A.

g. Construire la table d’erreur/syndrome pour les erreurs simples et le cas sans erreurs.
L e tableau de syndrome est constitué en se basant sur les régles suivantes :

1) Chaque ligne de H' correspond & une erreur simple,

2) Lai eme ligne correspond a I’erreur en bit d’indice i-1. Ceci correspond a une erreur en bit ri.,
donc a une valeur de 1 dans le vecteur d’erreur e a la position i-1 ou e=ege;....e,1 relié au
syndrome par larelation :

s=RH"= (v+te)H =vH +eH = eH"

puisgue vH =0 du fait que v est un mot de code valide.

Syndrome | Erreur Observation
000 0000000 | Pas d’erreurs
001 0000001 | Erreur simple en septiéme bit rg (ceci correspond ala7°™ lignedeH")
010 0000010 | Erreur simple en sixiéme bit rs (ceci correspond ala6™ lignede H")
011 0010000 | Erreur simple en troisiéme bit r, (ceci correspond ala3*™™ lignede H')
100 0000100 | Erreur simple en cinquiéme bit r4 (ceci correspond ala5“™ lignede H')
101 0100000 | Erreur simple en deuxiéme bit ry (ceci correspond ala2°™ lignedeH")
110 0001000 | Erreur simple en premier bit r5 (ceci correspond &la4“™ lignede H')
111 1000000 | Erreur simple en premier bit ro (ceci correspond ala 1€ lignede H')

h. Corriger le message 0100101 par la méthode de syndrome.

Le syndrome correspondant & ce mot recu est :

s= [0100101]H =[000]

Le syndrome est nul et donc le code ne peut ni détecter ni corriger I’erreur. Il s’agit d’une erreur

multiple.
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