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Codage convolutionnel

Introduction

Les codes convolutifs différent des codes blocs en ce qu'ils forment
des mot-codes, ou séquences codées, en fonction de l'information
présente (message présent) et de l'information précédente
(messages précédents), c'est-a-dire en fonction d'une séquence
d’information.

Les techniques de construction des codes convolutifs sont de nature
heuristique, contrairement aux méthodes algébriques et
combinatoires utilisées dans la construction des codes blocs.
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Codage convolutionnel

Codeur convolutif et décodeur dans un canal de

transmission bruité

La figure ci-dessous montre un codeur et un décodeur convolutifs ou la
séquence d'information x = (xo, x1, X2, . . .) est convertie en une séquence codée
y = (Yo, Y1, ¥2,...). Les effets perturbateurs du canal de transmission sont
modélisés a I'aide d’une séquence d'erreur e = (e, €1, €2, .. .). Au récepteur, le
décodeur estime la séquence d'information (ou message) transmise,

X = (X0, X1, X2, ...), de la séquence codée regue r = (ro, r1, r2, . . .).

X

X y r
ey X2, X1, Xof | - y2, 1, yol EEERECIRETRC] I .., X2, X1, X0
codeur canal décodeur
—_— utif > e »1 convolu- ——»
convoluti ...,e2,€1,€0 tionnel

~ = L séquence
séquence séquence séquence dinf K

ve - . information
d’information codée recue décodée
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Codage convolutionnel

Exemple (code convolutif de rendement R = %)

La figure ci-dessous montre un codeur convolutif. La séquence
d'information x = (xg, x1, X2, . . .) est convertie en deux séquences

codées y(@ = (y, (0),y1(0),y2(0), ) et y() = (y, (1),y1(1),y2(1), ..). et

son rendement R = n= 2.

y©

(©) ) (0
é\ <o Y2 N Yo

(1)

y

o O o

Y2 Yo
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Codage convolutionnel

Exemple (code convolutif de rendement R = %)

La figure ci-dessous montre un codeur de rendement R = %

mEnalis

WIN
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Codage convolutionnel

Exemple (code convolutif de rendement R = %)

La séquence d'information x = (xo, x1, X2, . . .) est décomposée a I'aide d'un
convertisseur série-paralléle en deux séquences :

x© ((0) (0) ,(0) )

= Xy 3 Xy o
NORNRC NN
ou encore : X = (xéo),xél),x{o),xi ) xéo), - .). La séquence de sortie sortie

est une combinaison linéaire de I'entrée :

0
y(O) = (()ayl 7y2 5o )
1
y(l) = (()7}/]% 7y2 9. )
y? = @27

clest-a-dire 1 y = (3, y§, v O,y P,y Dy ).
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Codage convolutionnel

Codeur convolutif et décodeur dans un canal de

transmission bruité

Dans le cas général, un codeur convolutif code k séquences d'information :

0 0) (0) (0
x© = (x(() ),xf ),xé ),...)

X(kfl) (k—1) _(k—1) )

— (k—1)
= (x5 x5 ixx ...

en n séquences codées :

0 0) (0) (0
v = " A%,
n—1 n—1 n—1 n—1
A 7 S 7 S N S
a I'aide des k registres a décalage de longueur : mo, my, ..., my_;.
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Codage convolutionnel

Codeur convolutif et décodeur dans un canal de

transmission bruité

La mémoire totale M d'un codeur convolutif est donnée par :

La longueur de contrainte est égale au nombre maximal de bits de
sortie pouvant étre affectés par un bit a I'entrée d'un codeur
convolutif :

K= [1+m,]—1+ max m;
=0k i=0,...,k—1
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Séquences génératrices et matrices génératrices

Séquences génératrices

Dans les codes convolutifs, les bits des séquences, y(©, ... y("=1),
a la sortie du codeur sont des combinaisons linéaires des bits de la
séquence d'entrées : x(9), ... x(k=1) Ainsi, chacune des n sorties
du codeur au temps discret j, est une combinaison linéaire des
éléments (ou bits) des k séquences d'entrée (a I'entrée et dans les
registres a décalages) :

0 0 0 1 1 k—1 k—1
R GRS LT T LTI v
1 0 0 1 1 k—1 k—1
A N SO R o
n—1 0 0 1 1 k—1 k—1
57 = el x0T )
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Séquences génératrices et matrices génératrices

Exemple (combinaison linéaire pour les codes de rendements
—1 — 2
R=5et R=3%)

Les bits yj(o) et yj(l) a la sortie du codeur convolutif de rendement
R = % a I'instant j est :

yj(o) = x-(o) -l-X-(O) —i—XJ(O)E;

yj(l) _ (0)+x( )1+x(0)3
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Séquences génératrices et matrices génératrices

Exemple (combinaison linéaire pour les codes de rendements
—1 — 2
R=5et R=3%)

Pour le code convolutionnel de rendement R = % les trois sorties,
au temps J, sont :

yj(O) _ (0) JrX( )3_|_X(1) (i)2
x(0) x@)
yj(l) _ (0) +X( )2+X( )erj(i)2
x‘(E) x(1)
yj(2) = XJ-(O) +>(J-(E)1+><J-(P1
N’
x(0) x()
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Séquences génératrices et matrices génératrices

Matrices génératrices

On peut déterminer pour chaque sortie j =0,...,n— 1, une
réponse impulsionnelle yY), en appliquant a I'entrée la séquence
x() =(1,0,0,0,...). Par exemple, si on applique a I'entrée du
codeur convolutif de rendement R = % la séquence

©) =(1,0,0,0,...), alors :

JO = 0,0 )
PO ”+x(°) O]

que l'on peut exprimer en fonction de séquences génératrices :
g® = (101 1)
g = (110 1)
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Séquences génératrices et matrices génératrices

Matrices génératrices

De maniére semblable, pour les deux séquences du code convolutif
de rendement R = % on aura avec les entrées x(°) = (1,0,0,0,...)

et x() = (0,0,0,0,...) :

o)

o)

o)

et avec x(0) = (0,0,0,0,.

&)

o)

%

= (100 1)
= (0110)
= (1100)
) et xW =(1,0,0,0,...) :
= (01 10)
= (101 0)
= (010 0)
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Séquences génératrices et matrices génératrices

Matrices génératrices

Tout comme pour un code bloc linéaire avec comme message a
I'entrée : m(x) = 1, le mot-code sera c(x) = g(x) et par
conséquent les séquences génératrices du code convolutif sont, dans
le cas d'un codeur convolutionnel simple n'ayant qu'une seule
entrée :

y9 = xxgl), (=0,....,n—1)

ol les éléments de la séquence s'expriment par :
O _ S, L0
Yt = Z Xt—18)
1=0
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Séquences génératrices et matrices génératrices

Matrices génératrices

Dans le cas général, on a :

k—1
yU) = ()*g() (=0,...,n=1), avec
i=0
) k—1 [m;—1 ) )
o - S0
i=0 L /=0

On peut utiliser la notation matricielle :

y = xG
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Séquences génératrices et matrices génératrices

Matrices génératrices

La matrice génératrice G est de la forme :

r () — o -1 B
gy - ge | &) .. &y
: . . : . . 0 0
(0) (n—1) (0) (n—1)
k1.0 Sk-1.0 8k—1.1 k11
(0) (n—1)
&o0.0 -+ 8o,0
0 . . i 0
(0) (n—1)
8k—1.0 Sk-1.0 o) T 5
] n—1
£0,1 &0,1
0 0
(0) (n—1)
Sk—1.1 Sk_11
(0) gc(anc;l)
0 0 0 X . .
(0) (n—1)
L gk—:l,o e gk—1,o d
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Séquences génératrices et matrices génératrices

Exemple (matrice génératrice pour le code de rendement

_ 1
Ty
1 1/0 1|1 0|1 1{0 0|0 0|0 O
G — 0 0|1 1{0 1{1 01 1|10 0|0 O
- 0 0/0 0|1 1{0 1|1 0|1 1|0 O
0O 0/0 0|0 Of1 1|0 1|1 0|1 1

Par exemple, la séquence d'information
x = (xo0, x1, X2,x3) = (1,0,1,1) sera codée avec la séquence :

y = xG=(11,01,01,01,11,01,11)
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Séquences génératrices et matrices génératrices

Exemple (matrice génératrice pour le code de rendement

R=2)

O OO0 OO =
O OO Ol O
O OO0 OO
O OO Kk o
O Ol= OO =
O OO |k =
O = Ol O
= OO R
O HlRkRHOO
H Ol OO
O = P OO
= = O O oo
= OO RO O
= =IO O oo
O OO Olo o
O H O OO o
O OO OO o
O OO Ooo o

La séquence d'information x = (11, 10, 11) sera codée par :

y = xG = (111,011,000, 000,000, 100)
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Représentation polynémiale

Transformée en D

On peut représenter les séquences d'information (message), les séquences
codées et la matrice génératrice d'une code convolutif sous forme
polynémiale. On utilise comme variable un opérateur de retard D. Ainsi
une séquence message peut s'exprimer par :

0 = (000, )

¢

avec i =0,...,k—1

XO(D) = X +xD+ D% + D3 +
alors qu'une séquence codée devient :
yi) = (yo 7)/1()7)/2(),}/3(),...) avec i =0,...,n—1

4

YD) = ()+y1()D—|—y2()D2+y3()D3
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Représentation polynémiale

Transformée en D

Quant a la matrice génératrice (donnée par I'ensemble des réponses
impulsionnelles), elle s'écrit :

gj(.i) = (gj(é), J.(l"), J.(Qi), J(3'),) avec i =0,...,k—1letj=0,...,n-
o
GO(D) = g9 +gPD+gPD?+gPD%+ ...

Ainsi le codage convolutif d'une séquence d'information X()(D) est
obtenu par :

Y)(D) = X(D)G)(D) i=0,...,n—1

dans le cas d’un codeur convolutif 3 entrée simple.
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Représentation polynémiale

Transformée en D

Dans le cas général (a entrées multiples) par :

G(':)(D)
, G(D)
YD) =[ xOm) xO(p) ... xt-1(D) ] _ i=0,...,n—1
G} ,(D)
ou encore :
| Y(D) = X(D)G(D) |
c'est-a-dire :
o) ¥y ... 6" V(b
G§°)(D) Ggl)(D) GE”*‘)(D)
YO =[ xOm) xWp) ... xk-1p) ] : _ :
¢ o)y &P ) ... &M
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Représentation par diagrammes d’états

Diagramme d'états

On peut illustrer le fonctionnement d'un codeur convolutif a |'aide
d'un diagramme d’état ou les 2M états représentent le contenu de
la mémoire du codeur et les transitions entre les états S; — S; sont
déterminées par les bits de la séquence d'information x. La
séquence des transitions indique également la séquence codée.
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Représentation par diagrammes d’états

Exemple (Diagramme d'état)

La figure ci-dessous montre un codeur convolutif de rendement

(0)

y

/JZ\ m'y;m'y)wx'yl()u)

(1)

y

0 O
2%

(1)
(]

Y
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Représentation par diagrammes d’états

Exemple (Diagramme d'état)

Sa mémoire étant de M = 3 cellules, son diagramme d'état
comprendra 23 = 8 états. Les bits d'information étant appliqué a
I'entrée du codeur, un a la fois, il en résulte deux transitions
possibles a chaque instant. A chaque transition corresponds aussi 2
bits codés. La figure de la page suivante montre les diagramme
d'états avec ses transitions ainsi que les bits d'information et les
bits codés.
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Représentation par diagrammes d’états

Exemple (Diagramme d'état)
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Codes catastrophiques

Définition (code catastrophique)

Lorsque I'on code de I'information avec certains codeurs
convolutifs, il est possible qu'un nombre fini d'erreurs dans le canal
de transmission se traduise par un nombre infini de bits
d'information en erreur au décodeur, causant ainsi un situation de
propagation d'erreurs catastrophique.

Définition (code catastrophique) :

Un code convolutif est dit code catastrophique si son diagramme
d'état comprends une boucle pour laquelle une séquence d'infor-
mation non nulle corresponds a une séquence de sortie (codée) de
zéros uniquement.
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Codes catastrophiques

Exemple (code convolutif catastrophique)

La figure montre un codeur convolutif de rendement R = % La
réponse impulsionnelle de ce code est donnée par :
g = (011 1) e gM=(111 0)

(0)

y

(0)

Yo

(0)
o

ooty St

)

y

(1)
L

VRN
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Codes catastrophiques

Exemple (code convolutif catastrophique)

Le codeur ayant 3 cellules, on peut le représenter par un diagramme
d'état a 23 = 8 états
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Codes catastrophiques

Exemple (code convolutif catastrophique)

Supposons que |'on transmette la séquence d'information suivante :

x = 0,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,...
—— N N~
répétition

alors la séquence codée sera :
y = 00,00,01,10,00,00,00, 00,00, 00,00, 00,00, ...
—_—— —— A,_j

répétition

et la séquence des états du codeur convolutif sera :

S = S0 >507507517537567557537567557537567557"'
—~— ——— e — ——— —
état initial
répétition
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Codes catastrophiques

Exemple (code convolutif catastrophique)

Supposons que le canal de transmission introduise les erreurs
suivantes :

y= 00, 00, 01, 10, 0O, 0O, 00O, OO0, 0O, 00, 00, 00, O00,

e= 00, 00, 00, 00, 00, Ol, 10, 00, 0O, 00, 00, 00, 00,
r= 00, 00, 01, 10, 00, 01, 10, 00, 00, 00, 00, 00, 0O,

La séquence d'états correspondant a la séquence recue est :
S = So,So, S0, 51, 53, Se, Sa, So, So, So, So, So, So, . - -
et la séquence d'information décodée par ce décodeur sera :

x = 0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,...
~— =~ =~
T T T
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Codes catastrophiques

Exemple (code convolutif catastrophique)

Donc, le nombre fini d'erreurs causées par le canal (deux erreurs de
transmission) se traduit par un nombre infini (potentiellement) d’erreurs
dans la séquence d'information décodée. Le codeur convolutif est donc un

codeur catastrophique.
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Codes catastrophiques

Théoreme (code catastrophique)

Théoréme (code catastrophique) :
Un code convolutif de rendement R = 1 de fonction de transfert G(D) n'est
pas catastrophique si et seulement si :

PGCD [G(O)(D)7G(1)(D)7 ..., 6" ()| =D

ou / est un entier positif.
Dans le cas général, un code convolutif de rendement R = % ne sera pas
catastrophique si et seulement si :

PGCD [Al(D)Az(D), . .,A,-(D),...MA(Z)(D)] - D

ot A;(D) est le déterminant du la i—eme sous-matrice de dimension k x k de

G(D).
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Codes catastrophiques

Exemple 1 (code convolutif catastrophique)

Reprenons |'exemple du code convolutif catastrophique de
rendement R = % :

(0)
y

(0)
15

(0) (0)
Y2 Y,

Yo

(1)

y

O 0@
<5 Yo
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Codes catastrophiques

Exemple 1 (code convolutif catastrophique)

Sa réponse impulsionnelle :

g = (01 1 1)
g = (111 0)
peut s'exprimer avec sa transformée en D :
G9%D) = D+D*+D’
GY(D) = 1+D+D?
Le plus grand commun diviseur est égal a G (D) car il divise G©(D) :
PGCD [G(O)(D), G(”(D)] = PGCD[D+ D*+ D* 1+ D + D?]
PGCD [G(O)(D), G(”(D)] = 1+D+D?

qui n'est pas de la forme D'. Le code est donc un code convolutif

catastrophique.
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Codes catastrophiques

Exemple 2 (code convolutif catastrophique)

Considérons maintenant le code convolutif de rendement R = % 2

0)
yl

0) 0 /()
Y2 VYo

> > =
®

O VO O
Y2 1 Yo
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Codes catastrophiques

Exemple 2 (code convolutif catastrophique)

Sa réponse impulsionnelle et sa représentation sous forme polynémiale
sont données par :

g? = (10 )

g = (110 1)
et :

GOM) = 1+D%+ D3

GO(D) = 1+D+D°

Leur plus grand commun diviseur est :
PGCD[1+D*+D*1+D+D° = 1=D°

qui est de la forme D'. Ce code convolutif n'est donc pas catastrophique.

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Codes catastrophiques

Exemple 3 (code convolutif catastrophique)

Enfin, considérons le code convolutif de rendement R = 2 :

mEnalis

w

RV RTURYC]

X0

(0) 4(0) +(0)

R R
> -
) /
.“Ix;nvx]mvxéu
\,L )
&)

e
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Codes catastrophiques

Exemple 3 (code convolutif catastrophique)

Ses deux réponses impulsionnelles (pour chacune de deux entrées sont :

g = (100 1) gl=(0110) g’=(1100)
o) _ . (1) _ . (2) _
g = (011 0) g=(1010) g?=(0100)

La matrice génératrice du code convolutif G(D) est définie par les six réponses
impulsionnelles :

G(D) G)(D) Gy'(D) Gg(D)
6”(0) 6(D) GP(D)

_ 1+D° D4+D?> 1+D
6(b) = [D+D2 1+D* D }
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Codes catastrophiques

Exemple 3 (code convolutif catastrophique)

De cette matrice génératrice 2 X 3 on forme (g) = 3 sous-matrices carrées 2 X 2 et on
calcule leur déterminant :

mo) = | % Tim

£:(D) = (1+D*) (1+D?) — (D+ D?) (D + D?)

Ay(D) = 14+ D?+D3+D°+ D%+ D3+ D3+ D*

Ay(D) = 1+D34+D*+D°

&) = | 515 THP

Nz(D) = (1+D3D-(1+D)(D+D? =D+D*+D+D?+D?*+D?
Ax(D) = D34 D*

80 = | TEE MEP

A3(D) = (D+D*)D—(1+D)(1+D?*)=D?>+D*+1+D*+D+ D3
A3(D) = 1+D

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Codes catastrophiques

Exemple 3 (code convolutif catastrophique)

Le plus grand commun diviseur des trois déterminants est :

PGCD[A1(D), A2(D),A3(D)] = PGCD [1+ D* + D*+ D°,D° + D*,1+ D]
PGCD[A1(D), A2(D), As(D)] = D+1

et ce code convolutif est catastrophique.

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Introduction

On s'intéresse souvent a I'évolution des séquences codées produites
par les codeurs convolutifs. Les fonctions génératrices et les graphes
énumeérateurs de poids permettent de déterminer le poids des
séquences codées et de leur séquence d'information en fonction du
diagramme d'état.

La fonction génératrice T(X, Y') est définie par :

T(X,Y)= i i aij X'

i=1 j=1

Les coefficients a; ; indiquent le nombre de séquences codées de
poids i correspondant & des séquences d'information de poids ;.
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Graphes énumérateurs de poids

Introduction

La formule de Mason permet d’évaluer a I'aide de graphes cette fonction

génératrice :

T(X,Y) =

PITAY]
A

Le déterminant de graphe A est donné par :

—1—ZC/+ Z G -

LjLm

- > G CnCat...

leLm7Ln

et les co-facteurs des chemins directs dans le graphe sont définis par :

Ki,Ly Ki,Lj;Lm

A,-:l—ZC,—i— Z G- Cp—

Z Cr-Cm-Cpt...

Ki,Lj,Lm,Ln
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Nous considérons ici le code convolutif de rendement R = % vu
précédemment :

(0)
y

(0) (0 /0
""yz Vyl 'yU

»( > )=
\l,} yii)
Ve Yo
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Pour obtenir son graphe énumé-
rateur de poids, on utilise son dia-
gramme d'état et on sépare |'état
So en deux états : un état de dé-
part, Sp (initial), et un état d’arri-
vée, Sp (final), qui nous permet-
tront de former des chemins di-
rects et de co-facteurs en plus des
boucles standards.
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

On recherche en premier lieu les chemins directs, de Sy (initial) a
So (final), dans le treillis. Il y a 7 chemins directs :
K={Ki,..., K7} dont les gains sont :

Chemin Ky : Fy = (X2Y)-(XY)-(Y)-(1)-(XY)-(X)-(X)-(X?) = X8 Y*

Chemin Ky : Fo = (X2Y) - (XY)-(Y)- (1) (X)-(X?)=XOY3
Chemin Kj : 3:(X2Y) (XY)-(X2)-(XY)-(X)-(X)-(X?) = X10y3
Chemin Ky : F4 :(X2Y) (XY) - (X?)-(X)-(X?)=X8Y?

Chemin Ks : Fs = (X2Y)-(X)-(XY)-(XY)-(Y)-(1)-(X)-(X?) = X®y*
Chemin Ks : Fs = (X2Y)-(X)-(XY)-(XY)-(X?)-(X)-(X?) = X0y3
Chemin K7 : F7 = (X2Y) - (X)-(X)-(X?) = X°Y

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Chemin Ky : F1 = (X2Y)-(XY)-(Y)-(1)-(XY)-(X)-(X)-(X?) = X8 Y*
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Chemin Kz : Fa = (X2Y) - (XY) - (Y)- (1) - (X) - (X2) = X®Y3

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Chemin K3 : F3 = (X2Y)-(XY)-(X2)-(XY)-(X)-(X)-(X2) = X0y3

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Chemin Ky 1 Fa = (X2Y) - (XY) - (X?)- (X) - (X?) = X8Y2

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Chemin Ks : Fs = (X2Y)-(X)-(XY)-(XY)-(Y)-(1)-(X)-(X?) = X8 Y*
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Chemin Kg : Fg = (X2Y)-(X)-(XY)-(XY)-(X?)-(X)-(X2) = X0Y3

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Chemin K7 : F = (X2Y) - (X) - (X)- (X2) = X6Y

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Le graphe indique 11 boucles simples : L = {Cy,..., Ci1} de gain :
Boucle L1 : G = (XY)-(Y)-(1)-(XY)-(X)-(X)-(Y) = Xx*Y*
Boucle Ly : Go = (XY)-(Y)-(1)-(X)-(Y)=X?Y3
Boucle L3 : Gz = (XY)-(X2) - (XY)-(X)-(X) - (Y)=X°y3
Boucle Ly : G4 = ) (X2) - (X)-(Y) = X*Y?

Boucle Ls : G5 =

(

(

(

( (XY)-(Y)- (1) (X)- (V) = X*Y*
Boucle Lg : Cs = (

(

(

(

)
L(XY) - (XY) - (X2) - (X) - (¥) = XOY3
Boucle L7 : G = 2
Boucle Lg : Cg =
Boucle Lg : G = =
Boucle LlO . ClO = (XY) . (X2) . (XY) == X4Y2
Boucle L11 . C11 = X2Y



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucle Ly : G = (XY)-(Y)-(1)- (XY)-(X)-(X)-(Y)=X*Y*
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucle Ly : Gy = (XY)-(Y)-(1)- (X)-(Y) = X2Y3
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucle L3 : Cs = (XY) - (X2)-(XY) - (X) - (X)-(Y)=X5y3

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucle Ly : Gy = (XY) - (X2)- (X)- (Y) = X*Y?
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucle Ls : Cs = (X) - (XY) - (XY)-(Y)- (1) (X)-(Y)=X*Y*

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucle Lg : Cs = (X) - (XY) - (XY)-(X2) - (X)-(Y)=X6Y3

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucle L7 : G = (X) - (X)-(Y) = X?Y

©
©)
©

® O ©
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucle Lg : Gg = (XY) - (X) = X2Y

©
©)

XYX

® ©
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucle Lo : Gy = (XY)-(Y)- (1) (XY) = X2Y3

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucle L10 5 Cl() = (XY) . (XZ) . (XY) = X4Y2

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucle L11 o Cll = X2y

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

De plus, il y a 10 boucles doubles :

Boucles Ly et Lg : G- Gg = (X2Y3) - (X2Y) = X4Y*
Boucles L3 et L13 : G3- Cip = (X®Y3) . (X2Y) = x8y*
Boucles L4 et Lg : Cp- Gg = (X*Y?)-(X2Y) = X°Y3
Boucles L4 et L1y : G4+ Cip = (X*Y?) - (X2Y) = X0Y3
Boucles Lg et L11 : Cg- Ci1 = (XOY3) . (X2Y) = X8Y*
Boucles L7 et Lg : G7- Co = (X2Y) - (X2Y3) = X4Y*
Boucles L7 et Lig : C7- Cio = (X2Y) - (X*Y?) = XOy3
Boucles L7 et L11 : G7- Cip = (X2?Y) - (X2Y) = X*Y?
Boucles Lg et L13 : Cg- Ci1 = (X2Y) - (X2Y) = X*Y?
Boucles Lig et L11 : Cio- Ci1 = (X4Y2) ° (X2 Y) = XoY3



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucles Ly et Lg : Co- Gg = (X2Y3) - (X2Y) = X4Y*

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucles L3 et L11 : G- Ci1 = (X6Y3) . (X2 Y) = X8vy4

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucles Lg et Lg : C4- Gg = (X*Y?) - (X2Y) = X°Y3

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucles Lg et L1y @ G4+ Gy = (X4Y?) - (X?Y) = XOY3

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucles Lg et L11 : G- Ci1 = (X6Y3) . (X2 Y) = X8vy4

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucles L7 et Lo : C7- Gy = (X2Y) - (X2Y3) = X4Y*

® O ©
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucles L7 et Lig : G- Cio = (X2Y) - (X*Y?) = X0Y3

.®
S
©

X
= e
x
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucles Ly et L1y @ C7- Gip = (X2Y) - (X?Y) = X*Y?

O 6 ©®
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucles Lg et L11 : Gg- Ci1 = (X2Y) . (X2Y) = X*Y?

XYX
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucles Lig et L11 : Cio- Gi1 = (X4Y2) . (X2 Y) = Xoy3

QXZY

OQ——0O
Nyt

©)
® ©
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Enfin, il y a deux boucles triples mais il n'y a pas de boucles
quadruples.

Boucles L4, Lg et L7 :

Cy-Gg-Cip = (X*Y2) - (X?Y) - (X%Y) = X8Y*
Boucles L7, Lig et L17 :

G- Cio- Ci1 = (X2Y) - (X*Y2) . (X2Y) = X8Y*

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucles Ly, Lg et L11: C4-Cg- G = (X4Y2) . (X2Y) . (X2Y) = X8vy4

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Boucles L7, Lig et Lq7 :
Gr- Co- Cip = (X2Y) - (X4Y?) - (X?Y) = X8Yy*

QXZY
X

L (2
_<|
%

O

x
< @
>
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Le déterminant du graphe est :

A = 1-G+ > G- Cmn— > C-Cm-Cq

LI LI,L,,-, LI.Lm.L,-,
A = 1-
(XA + X2y £ xOv3 L xAv2 £ xAY? £ xOY3 4 X2y + X2y + X33 £ x4v? 4 X?Y) +
(XAY* £ xBy* £ xOv3 £ xOy3 4 xBy® XA v? 4 XOy3 4 xAY2 £ x4y 4 x8y3) —
(XBy?* + x8y?)
A = 1-2x3Y3 _3x%y +2x°Yy3

et les co-facteurs sont :

A = 1-> G+ >, G- Cn— > G- GCn-GC

Ki,Ly Ki,Lj;Lm Ki;Ly;Lm,Ln

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Les co-facteurs {A1y,..., A7} des chemins directs sont obtenus en
notant la séquence d'états des chemins directs. Ainsi, les chemins
directs K1 et Ks passant par |'ensemble des états, il s'ensuit que
leur co-facteur est unitaire (il n'y a pas de boucles qui n'y touchent
pas), et donc A; = As = 1. Les chemins K3 et Kg ne touchent pas
I'état S; et donc la boucle L1; de gain Ci1 = X2Y, donnant un
co-facteur A3 = Ag =1— Ci1 = 1 — X?Y. De méme, le chemin
K> ne touche pas la boucle Lg de gain Cg = X?Y. Le chemin Kj ne
touche pas les boucles Lg et L11, qui elles-mémes ne se touchent
pas. Enfin, le chemin K7 ne touche pas les boucles Lg, L1g et L11
alors que les boucles Lig et L1; ne se touchent pas.
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Les co-facteurs sont :

co-facteur A; : A; =1

co-facteur Ay : Ay =1— G =1— X?Y

co-facteur Az : Az =1— Cy; =1— X?Y

co-facteur Ay : Ay =1—(Co+ Ci1) + (CeCiy) = 1 —2X2Y + X4Yy?2
co-facteur As : A5 =1

co-facteur Ag : Ag=1— Cy; =1— X2Y

co-facteur A7 : A7 =1— (G + Cio+ Ci1) + (CioCr1) =
1- (X2Y3 £ X*Y2 + X2Y) + XOY3

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Le terme Y, F;A; de la fonction génératrice T(X, Y) (formule de Mason), ou de
I"énumérateur de poids, est donné par :

D FAI = Fibi+ Fabo+ F3As + Fals + FsAs + Felg + FrA7

M~
oy
g

I

[XBY* - Aq] + [XOV3 - Ax] + [X1OV3 . Az] + [XBY? . A4] + [XBY? - Ag)

+ [X1°¥3. Ag] + [XOY - A7]

(]
y
>
Il

[XBY* 1] + [X®¥V3. (1 - X2Y)] + [X¥V3. (1 - X?Y)]

+[X8Y2. (1 -2X2Y + X*Y?)] + [XBY* 1] + X103 . (1 - X?Y)]
+ X0V (1 — (X2Y3 + X*Y2 + X2Y) + X°Y3])]

7

S RA = X0y X10v3 4 XCy



Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

La fonction génératrice obtenue du graphe énumérateur de poids

est :
7
FiA
T(X,Y) = Z’=1A’ /
6\y3 _ yl0y3 6
TxX.y) = XY= X10¥3+x0¥

1-2X2Y3 —3X2Y 4 2X6Y3

T(X,Y) = X°Y +X0y3 1 3x8y? 1 5X8y* 1 2X8Y® 4
8xX10y3 £ 21X10y® 1 16X10Y7 £ 4x10V9 |

T(X,Y) = XY+ Y3)+X33BY2+5Y*+2Y°) +

X0@8Y3421Y° 4 16Y7 +4Y°%) + ...
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Graphes énumérateurs de poids

Exemple (Graphe énumérateur de poids)

Le graphe énumérateur de poids et la fonction génératrice indique
donc qu'’il le codeur convolutif peut produire :

X°Y : une séquence codée de poids 6 avec une séquence
d'information de poids 1,
X°Y3 . une autre séquence codée de poids 6 avec une

séquence d'information de poids 3,

3X8Y? . 3 séquences codées de poids 8 avec des séquences
d'information de poids 2,

5X8Y* : 5 autres séquences codées de poids 8 mais avec des
séquences d'information de poids 4,

2X8Y® . 2 autres séquences codées de poids 8 de poids 6, et
ainsi de suite.

Jean-Yves Chouinard Codes convolutifs
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