VIBRATIONS ET ONDES

Partie 1 (Vibrations)

Chapitre 1T

SYSTEMES LINEAIRES LIBRES A UN SEUL DEGRE DE LIBERTE



EXERCICES DE REVISIONS: VIBRATIONS-CHAPITRE II

Formules d’Approximation

2
Pour ¢ < 1: /() = J(0) +af'(0) + 5 f(0) + O[]

2
Pour § < 1: f(qo +6) ~ f(qo) + 6/ (q0) + %f"(qo) +0[6%].

1 1
Application: Pour z < 1:(1+2)" ~1+nx. \/1ix:::1i§x. ?%1$x.
x
Pour § < 1: sinf ~ 6. cosf ~1—6%)2.
Pour ¢ < 1 :sin (fy + ¢) ~ sinfly + ¢ cos Oy — (¢*/2) sin .
: cos (o + @) ~ cosby — @sinby — (¢?/2) cos by.
Energie Cinétique
Translation Rotation
1 1 .2
T = —mv?. T=-10.
2 2
Energie Potentielle
Ascension Descente
Umasse = mgh. Umasse = —mgh.
Compression ou dilatation
1
Uressort = §k$2
Energie Mécanique (totale)
dE
E=T+U. Systéme libre non amorti: o 0.
Condition d’Equilibre
ou
— =0.
aq 9=4qo0
Equilibre stable FEquilibre instable
0*U 02U
Fey > 0. (q peut étre: x,0,...) Jar < 0.
q 9=q0 q 9=40

PFD (Principe Fondamental de la Dynamique)
S F=mda.

TMC (Théoréme du Moment Cinétique)

— d — — N
SM=2T (T = 13)

Lagrangien
L=T-U.

Equation de Lagrange
d (0L oL
at\ s ) g ="
0q q

N.B: Pour les circuits électriques c’est la loi des mailles qui est plus souvent utilisée que le Lagrangien

F.HAMMAD http://sites.google.com/site/exerev
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1) ENERGIE CINETIQUE ET ENERGIE POTENTIELLE

1.1 Les schémas ci-dessous représentent des systémes en état de mouvement. Les positions
initiales sont représentées en pointillé. Une tige en trait gras est massive et homogéne
tandis qu’une tige en trait fin est négligeable. Les boules noires sont ponctuelles.

Les fils sont inextensibles et ne glissent pas sur les disques. On supposera que les ressorts
gardent leur directions verticales ou horizontales lors des écartements. Trouver ’énergie
cinétique T et 1’énergie potentielle U en fonction de 6 pour chacun de ces systémes.

Rappels

e Le moment d’inertie d’une tige de masse M et de longueur | autour de son centre de gravité G est:
Iig =4 MI2

e Le moment d’inertie d’un disque de masse M et de rayon R autour de son centre de gravité G est:
I = %MRZ.

o Le moment d’inertie d’une tige de masse M et de longueur | autour d’un point O loin de son centre
de gravité G d’une distance D est, d’aprés le théoréme de Huygens-Steiner:
Lo =16+ M(0G)* = & MI* + MD?.

2/3

<_X> an T
il d
:
o
m
=
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Solution : Soit 7" I’énergie cinétique et U I’énergie potentielle.

2
() T = Ty + Ty + Ty + Trny=5m10vf + movd + Amgvd + mavi = $(m B + mold + mgld + myl3) 0 .
U=Un+Um,+Up,+Up,= mighy — mggh2 mggh3+m4gh4
= g[my b sin@ — my(ly — ly cos§) — malysin@ + my(l, — Iy cos0)].

2
(ii) T = T+ Tny+ Trige=3m1vi + $movi + 31,0 6 . Le moment d’inertie de la tige au tour de O
(d’aprés le théoreme de Huygens): I;o= 1,6 + M (0G)* = SMP+ ML - 5?2 =M. Alors:

.2
T = 3(m, B2 4 moi2 4 AMI?) 0 = i (my +4ms 4 M)E 0
U

18
= Um1+Um2+ Utzge mlghl + nghQ + MgH
= gl-mi (31— §lcosO) + ma(21 — 2lcosh) + M (g1 — tlcosh)] = % g[2my — mq + £ M](1 — L cos).
2 2
(iii) T="T,+Ts, + T, + Ttigel + TtigeZ = %m/u’l%ﬂ + lQmU%m + lm’l}% + %]1 0 + %]2 4
2 .
S0 1m0 (40 M (M M) 0
-5

S[m + L M]I? 0.
U= U +U2m + Um + UngeQ + U’I"(’SGOT‘tl + Urpssoer + Ur?e‘mrﬂ}
= mgh, — 2mgh, — mghs — MgH+ khY + Sk + kh3
= g[m4sing — 2m(l — lcost) — m+ sm@ M(f — L cos0)]+ %(k% + k1% + k%) sin’0
—g[2m + $ M](I - lc059)+ikl2 sin? 6.

(iv) T = Tm1+Tm2 —+ 71]\41 —+ T]M2 = mlvl + = m2v2 —+ 1101 + 1292
2 2

= %ml(rﬁl) + §m2(R92) + §.§M17”291 + %.%Mnggg.
Puisque le fil est inextensible et ne glisse pas sur les disques, nous avons Rfs = r0;. Alors,

2
T = %(ml + mg + %Ml + %Mz)fzel
U= Um1+ Um2 + U’r'essort: _mlghl - m29h2+%kh%

—g(myrés + m2R92)+%k7’26’§ =—g(m; + mg)r6’1+%kr29%.

) T = To+Tr + Top = + 11 9 +4 2m02m

1
§m
1

§m

. 1 2
(2r9) + %%M(?T) 9 + .2m(r6)?* = 3 (6m+2M)r% 6 .
U= Um+ Uresso’rtl + Uressort2: _mgh'i_%khQ + %2k$2 = —mg (27‘9) +%k (2’/’0) 2 + k (Te) 2

= —2mgrh+3kr?6*.
y(X) =- x* +4x-1
1.2 Trouver ’énergie cinétique m

et ’énergie potentielle de la
masse ponctuelle m glissant le long
d’une courbe d’équation y(z) dans
chacun des cas ci-contre.

i X

(0] (i)

Solution : Soit T'I’énergie cinétique de la masse et U son énergie potentielle.

. . .d dy d
(i) T:%vaZ%m(vg—&—va):%m(xQ—}— y2) Puisque y = —> A

% dedt = = (—2z +4) z, alors

N2
T:§m|:$2+((—2x+4)m> ] = 1m (42® — 16z + 17) i
U = mgh = mgy = mg( — 2% + 4z — 1).
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dy _ dyds _
dt  dx dt

2.2 . .
i) T = %va = %m(vngvE) = %m <x +y ) . Puisque y = (z3 75x2+6x)x:

.2 A\ 2 .2
T=1im {x + (fv3—5:172+6x)x) } =1im {(m3—5x2+6x)2+1} T .
U = mgh = mgy = mg(z* — 223 + 32?).
1.3 Trouver, en fonction de la hauteur y I’énergie cinétique et ’énergie potentielle du liquide

dans le tube en forme de U ci-dessous. La densité volumique du liquide est p. La longueur
initiale des colonnes liquides ainsi que la section de chaque partie du tube sont indiquées

sur le schéma.
S S y 1

r Lo

L ‘L_y :i

So

Au repos En mouvement

Solution : Soit T I’énergie cinétique et U I’énergie potentielle.

e Pour trouver ’énergie cinétique du liquide il nous faut ’énergie cinétique de chacune des colonnes liquides.
Puisque les parties verticales gauche et droite du tube possédent la méme section S, les colonnes liquides dans
ces parties auront la méme vitesse v= y. Puisque la partie horizontale du tube posséde une section différente
(plus petite) la colonne liquide dans cette partie aura une vitesse différente (plus grande) vy = y,. Lorsque
le liquide de droite monte d’une hauteur dy, il aspire avec lui une colonne liquide horizontale dyq telle que

Sodyo=5Sdy :>dyozs%dy == yozs%y. Donc,

.2 .2

Tgauche:%mgauche Yy = %PS (L - y) Y.
.2 .2 2 .2
Tdroite:%mdroite Yy = %PS (L + y) Y. = T = Tg + Td + Th = p(SL + I;Si ) Y-

.2 2 .2 2 .2
) 1,2 -1 ) -1 s
Thomz‘mtale_2mhorizonmley0 - QPSOLO S2 y = 2pL0 So Y-

e [’énergie potentielle de la colonne liquide est la somme des énergies potentielles dU=dm.g.l=pSdl.g.l des
éléments infinitésimaux dm a la hauteur [

L—
Ugauehe = [dU = [ pSdl g 1= 1pSg (L —y)*.
Uhorizontale = C'°. (La colonne horizontale ne change pas de hauteur.) — [/ = Uy + Ug + Uy = pSgy? + C*°.

L+
Udroite = [dU = 0 YpSdl g i= %pSg (L + y)Q' (pSgL? est inclus dans C*©)

2) CONDITION D’EQUILIBRE, EQUILIBRE STABLE, ET EQUILIBRE INSTABLE

2.1 Les énergies potentielles obtenues pour chacun des systémes de 1’exercices 1.1 sont les
suivantes
(i) U =g[mylising —my(ly — lrcos0) — mglysin@ + ma(l, — ly cos6)].
(i) U= 3g[2ms — mq + $M](1 — Lcost).
(ili) U = —g[2m + L M](I — I cosf)+3 kl® sin® 6.
(iv) U= —g(m; + mg)r91+%kr29%.
(v) U= —2mgro+3kr6°.

a) Trouver les positions d’équilibre pour chaque systéme.

b) Etudier la nature de I’équilibre en § = 7/2 du systéme (i).

c¢) Trouver la condition d’oscillation des systémes (ii) et (iii) en § =0.
d) Quelle est la nature de I’équilibre des systémes (iv) et (v).
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Solution :

a) La variable étant 0, la condition d’équilibre est %—g =0.

(i) %—g =0= g[mily cos — malysin @ — mzl3 cos O + mylysinf] =0

= gcosO[(mily — malz) + (maly — mak) tand] =0

ala — l
— cosf = 0(=0 = %), ou tanf = —22 ™M1

2 m4l4—m212.
(i) ¥ =0= 1g[2my— mi + $M]Isinf=0=>sinf =0= 60 =0.
i) 2U = 0 = = —g (2m + L M) Ising+ 34 sin 0 cos 6= 0 = sin0 = 0(= 6 = 0 g = 9Um M)
(ii) 5p = :>779(m+§ ) sinf+3 kl” sin 6 cos 0= 0 = sin = 0(= 6 = 0), ou cos =" 3m
iv) U =0 = — k2, =0 = g, = A )
(iv) g5, = 0= —g(my + ma)r + kr*6h =0 = 1=
(v)%:0$—2m9r+6kr29:0=>9=%.
b) Calculons %29[{ et vérifions son signe en 6 = 5
%29[2] —— g[—myily sin@ — maly cos O + mgls sin @ + myly 0089]9:% = g(mglzs — mily).
=3

Si mgls > mqly ’équilibre est stable, si mzlz < myl; il est instable.

¢) Pour qu’un systéme oscille il faut qu’il regagne sa position d’équilibre aprés chaque écartement,
2
donc la condition d’oscillation d’un systéme est que I'équilibre soit stable : ¥ >0 :

802
.y 02U
(11) 392

> 0=59[2mo —mu+3M]lcost] >0 =39 [2mz —m +3M]1>0

0=

6=0
= my < 2my+ 1 M.

i) 2¥ > 0= —g (2m+3M)lcos + Jh” cos”0 — Thi*sin®0] >0
— g @m+ M) 1+ 2K >0 -
s glm 4 M)
31
d) (iv) %29? gy sty tm2) = kr?>0: Donc en 6; = w I’équilibre est stable.

) %F

= 6kr*> 0: Doncen = 312 I'équilibre est stable.
0=37% "

2.2 Les énergies potentielles obtenues pour la masse m sur chacune des deux courbes de
Pexercices 1.2 sont les suivantes.
(i) U=mg(—2>+4z—1). (i) U =mg(32* — 32% + 32?).
Trouver les positions d’équilibre de la masse et la nature de son équilibre en ces positions
pour chaque cas.

Solution : La variable étant z, la condition d’équilibre est %—[9] =0.
(i) %zO:mg(—2x+4):0:>x:2.

La nature de cet équilibre est donnée par le signe de gig en ce point :
%12’ = mg( —2)|,_, = —2mg < 0. L’équilibre est donc instable.
r=2

(ii)%—gzo:mg(m?’—5x2+6m)zozmgx(m2—5m+6):0:>m20, ouzr =2 ouzx=3.

1. , . 2 .
La nature de ces équilibres est donnée par le signe de %;2] en ces points:

%12’ = mg(3:1c2 — 10z + 6) = 6mg > 0: L’équilibre est stable en z = 0.
=0 =0

%2;2] = mg(3z® — 10z + 6)‘ = —2mg < 0 : L’équilibre est instable en z = 2.
r=2 r=2

%12’ = mg(?mv2 — 10z + 6)‘ = 3mg > 0 : L’équilibre est stable en z = 3.
r=3 r=3

5
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3) ENERGIE MECANIQUE, EQUATION DU MOUVEMENT, ET PULSATION PROPRE

3.1 Les énergies cinétiques et potentielles obtenues pour chacun des systémes de ’exercices
1.1 sont les suivantes

2
)T = L(m PrmolZ+mali+myl?) 0 . U = g[m, L sin@—ma(l,—l cos @) —msgls sin 0+my (1, — 14 cos 0)].
Myt 2 3 4 1 2 4
2
(i) T = &(m,+4mat+M)I* 0 . U = Lg[2mo—mq+3 M](I—1cosh).
2
iii) T=2[m+ iM% 0. U=—g[2m+ 2 M](Il — lcosf)+3kl*sin? 6.
( ) 4 6 2 4
2
(iv) T = %(ml + mgy + %Ml + %Mg)r291. U=—g(m;+ mg)r91+%kr29%
2
(v) T=35(6m+2M)r? 0. U = —2mgr6+3kr6?.
Trouver dans chaque cas I’énergie mécanique pour 6 < 1 puis déduire I’équation du mou-

vement et la pulsation propre.

Solution : L’énergie mécanique d’'un systéme est F=T+ U. Pour trouver ’équation du mouvement, il suffit

o . . . ) dE
d’écrire ’équation de conservation de I’énergie totale: o =0
t

2
() E=T+ U:%(mll%—&—mgl%—&—mgl%—i—mdi) 0 +g[milising — my(ly — lcos@) — mglzsin@ + my(l, — Iy cos6)]
2 9> 9>
~ %(mllf + m2l22 + mglg + m4l42) 0 + g(m1l19 — mgl2? — mgl3f + M4l4?)
2 9>
~ 3 (mylE + mold + mgld + malf) 0 + g(mail — msls)f + g(maly — mzb)g-
dE - ly — mal ls — mql
L’équation du mouvement est: — =0 =60 + 5 9 (m424 m222) 50= 5 g(m323 m121) 5-
dt mlll + m212 + mgl3 + m4l4 m1l1 + m212 + m3l3 + m4l4

g (m4l4 - m2l2)
mal? + mal3 + mgl? + myl?

La pulsation propre du systéme est: wg = \/

2
(i) E = T+U= & (m, +4ms + M) 0 + $g9[2ma—my + 2 M](1 — I cosb)
2
~ qg(my +4ma + MP o + Fg[dma—2my + M]16%

Sg(4m2—2m1+M)9_0 o 3g9(4dmg —2mq + M)
(my +4ms + M)~ 0 (mq +4ma + M)l

dF
L’équation du mouvement est: o =0= 0+

2
(i) E = T+U = 2[m + :M]12 0 — g[2m + S M](I — I cost) +3kl* sin” 0
2
~ 2[m+ IM]2 0 — Lg[2m + S MI0%+ 3 K1P0°.
dE 3kl — g(4 M 3kl — g(4 M
L’équation du mouvement est: — =0— 6 + 9( T + )9: 0. wo = 9( T + M)

2
vy E=T+U-= %(m1 =+ mo + %Ml + %Mg)r291 — g(ml + mg)rﬁl—&—%kr%%.
dE = k
L’équation du mouvement est: — =0 — 0, + T —01= g(m11+ m2) I .
dt m1+m2+§Ml+§M2 (m1+m2+5M1+§M2)7'

k
wo = lM lM.
m1+m2+2 1+2 2

2
VME=T+U=3(6m+2M)r?0 — 2mgro+3kr262.

L'équation d pest: L g gy K g™ J—E
equation du mouvement est: — = = . wop = P a——
d ar 3m+ M (3m+ M)r =V B3+ M
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3.2 Les énergies cinétiques et potentielles obtenues pour la masse m de ’exercice 1.2 sur
chacune des deux courbes sgz)nt les suivantes
(i) T = $m (42 — 162+ 17) 2. U=mg(—2?+4z —1).

2

(ii) T=1im {(x?’ — 5z + 63:)2 + 1] . U=mg(3z*— 223 + 32?%).

Trouver I’énergie mécanique et déduire I’équation du mouvement pour chaque cas.
Solution : L’énergie mécanique d’un systéme est E=T+ U. Pour trouver ’équation du mouvement, il suffit
dFE
d’écrire I’équation de conservation de I’énergie totale: — =0:

() E=T+ U= 1im (42> — 16z + 17) 332+mg(—x2+4a:—1).

dE . ,
L’équation du mouvement est: o =0= (42® — 162 4+ 17) z + (4z — 8) i+ 29(—xz+2)=0.

i) E=T+U=3m {(xS — 522 + 633)2 + 1] & mg(fz* — %:1:3 + 3z%).

dE

L’équation du mouvement est: — =0

= {(m?’ — 532 + 6:10)2 + 1} z + (2% — 52® + 62) (32* — 10z + 6) i+ g(z® — 52% + 63) = 0.

3.3 Les énergies cinétique et potentielle obtenues pour le liquide de I’exercice 1.3 sont:
2, 2
T=p(SL+52)y. U = pSgy*+Cte.

Trouver I’énergie totale puis déduire 1’équation du mouvement et la pulsation propre

Solution : [’énergie totale d’un systéme est F=T+ U. Pour trouver I’équation du mouvement, il suffit d’écrire

dE
I’équation de conservation de ’énergie totale: i =0:

E=T+U = p(SL+ 25%) j* + psgy® + C'.

3 . dFE . 2S¢ 25509
L’équation du mouvement est: — =0 = y + ———5y = 0. Wo =3
dt 251 + LoS” 2980L + Lo$

So

4) LAGRANGIEN ET EQUATION DU MOUVEMENT

4.1 Les énergies cinétiques et potentielles obtenues pour chacun des systémes de 1’exercices
1.1 sont les suivantes

G)T= %(ml112+m2122+m31§+m4lf)92. U = g[my b sin@—ma(ly— Iy cos ) —mgls sin +my (1, — Iy cos 0)].
(i) T = %8(m1+4m2+M)12€2, U = Lg[—mi+2my+i M](I—1cost).

(iii) 7= 2[m + %M}F;. U=—g[2m + 2 M](I — I cost)+3 kl* sin® 0.

(iv) T = 3(mi +mg + 1 My + %Mg)ﬁéj. U = —g(my + ma)r01+3kr?07.

(v) T=3%(6m+2M) r292. U = —2mgr6+3kr6°.

Trouver dans chaque cas le Lagrangien pour 0 < 1 puis déduire I’équation du mouvement.

Solution : Le Lagrangien d’un systéme est £L = T'—U. Pour trouver I’équation du mouvement, il suffit d’écrire

I’équation de Lagrange % (‘%) —% —=0.
99

2
WHL=T-U :%(mllf+m2l22+m3l§+m4lf) 0 —g[milisind — mo(ly — lrcos @) — mgls si12n€ + my(l, — lycosB)]
2 0
~ %(mllf + m2122 + mgl32 + m4lf) 0 — g(m1l1 — m313)0 — g(ﬂ’L4l4 — mgb)?.

g(m4l4 - m212) 9(771313 - mlll)

L’équation du mouvement est: 4 [ 2£ | —2£ = () — é+ 0= .
4 v dt (69 99 m1l12 + m2122 + m3132 + 7724l42 ’I?”Llll2 + m2122 + m3l§ + m4l42
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2
(i) L=T — U = % (m; +4my + M) 6 — g3[2ma — my + $ M](l — I cosh)

2
~ f5(my +4my + M)I* 0 — Fg[dmay — 2my + M]16%.

- dmg — 2 M
L’équation du mouvement est: % (Zg) - W =0=0+ 3g(imﬂ;2+ mlm—ll— L)l )9: 0.
2
(iii) =T — U =2[m+ ¢MJI> 0 + g[2m + $M](l — I cosb) —%klz sin? @
2
~S2m+ iM% 0 + %g[Qm + 1 M0~ 2Ki%0°.
kl—g(4 M
L’équation du mouvement est: % (M) =0= 0+ 3 9 71n + M) =0.
a6 5(m+ s M)l
2
vy L=T-U = %(ml + mo + l]Ml + l]\42) 291 + g(ml + mg)rél—%kﬂ@f
k
L’équation du mouvement est: jt (8[,: 89 =0= 91+ T T 1= g(mll-i- m2) T .
801 B m1+m2+§Ml+§M2 (m1+WL2+§M1+§M2)T‘

2
WV L=T-U=35(6m+2M)r*>0 + 2mgro—3kr’6>.
3k o mg
3m+M  (3m+M)r

L’¢quation du mouvement est: — (‘;g) da =0= ¢9+

4.2 Les énergies cinétiques et potentielles obtenues pour la masse m de ’exercice 1.2 sur
chacune des deux courbes sc2)nt les suivantes
(i) T = im (42® — 162 +17) z U=mg(—22+4z —1).

(if) T=3m {(1’ — 5z + 6x) + 1] i U= mg(32* — 32% 4 32?).
Trouver le Lagrangien puis déduire 1’équation du mouvement pour chaque cas.

Solution : Le Lagrangien d’un systéme est £L = T — U. Pour trouver I’équation du mouvement, il suffit d’écrire

’équation de Lagrange da (gﬁ) gf —0.
HL=T-U= fm(4x _16x+17)x—mg(—x2+4x_1).

L’équation du mouvement est: & (2—4) 9L — 0 = (42 — 162 + 17) 2+ (42 — 8) :i:2+29( —z+4+2)=0.

Gi) L=T — U:%m{( — 52 +6x)2+1] z fmg(i 4 223 4 327).
L’équation du mouvement est: = (‘2

= {(wg’ — 572 + 6:5)2 + 1} + (2% — ba® + 63:) (3:152 — 10z + 6) i+ g(z® — 52% 4+ 63) = 0.

4.3 Les énergies cinétique et potentielle obtenues pour le liquide de I’exercice 1.3 sont:
T =p(SL+ 5 LUS ) y ) U = pSgy?*+Cte.

Trouver le Lagrangien puis dedulre I’équation du mouvement.

Solution : Le Lagrangien d’un systéme est £L = T — U. Pour trouver ’équation du mouvement, il suffit
d’écrire I’équation de Lagrange § 4 (‘Z—?) — % =0.
4 :

L=T-U=p(SL+ LUS ) y — pSgy?. (La constante C' n’a pas d’importance pour le Lagrangien)
25
L’équation du mouvement est: % (@> 3 =0=y+ J y =0.
oy Y

2
251 + o5
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4.4 Soit le systéme mécanique ci-contre. La variable est y.
A 1’équilibre le ressort était déja comprimé de yy.
Trouver I’énergie cinétique 7' du systéme.
Trouver I’énergie potentielle U du systéme en fonction de y.
Trouver la compression gy, du ressort a 1’équilibre.
4. Trouver le Lagrangien et déduire 1’équation du mouvement.

W=

Solution : )
1. L’énergie cinétique du systéme est T' :%m Y.
2. Lorsque le ressort se dilate d’une distance y, la masse est soulevée d’une hauteur h = y cosf.

9

L’énergie potentielle du systéme est donc U = U asse+ Uressort= mgh—i—%k(y — y0)2: mgy cosO—i—%k(y — yo)z.

0
3. La condition d’équilibre est %‘yfo =0= mgcosh + k(y — yo)‘y:() =0= y = %

4. Le Lagrangien est L=T-U =gm y2 — mgy cost — 3k(y — yo)2 =im y2 — mgy 00897%ky2+kyy07%ky3.
La condition d’équilibre simplifie le Lagrangien en £ = %m y2 — %ky2 — %kyg

-k
L’équation du mouvement est % (2—4) — % =0= y+ —y=0.
Yy ! m

5) PFD, TMC, LOI DES MAILLES, ET EQUATION DU MOUVEMENT

5.1 Soit le systéme mécanique de ’exercice 4.3 ci-contre.
A T’équilibre le ressort était déja comprimé de yy.
1. En appliquant le PFD a I’équilibre trouver la compression y .
2. En appliquant le PFD au mouvement trouver 1’équation du mouvement.

Solution :

0
1. A l’équilibreon a ) F=0 == ?—i—ﬁ—i—m?zﬁ — Par projection — kyo—mg cos =0 = yo = Mmgeosy
2. Lors du mouvement on a Y. F=m'@’ = T + R +m'g = m'a — Par projection —

k(yo—y)—mgcosd = my = y—i—Ey =0.

5.2 Un coéne plein et homogéne de demi angle au sommet o, de hauteur h, et de densité
volumique p posé verticalement a la surface d’un liquide de densité p,.

. Trouver a ’aide du PFD la profondeur d’immersion yy du céne a I’équilibre.

2. En poussant légérement le cone vers le bas puis en le relachant, il se met a osciller. En
négligeant le frottement visqueux, trouver I’équation du mouvement en fonction de la pro-
fondeur additionnelle d’immersion y < h — ¥, puis déduire la pulsation propre d’oscillation.

—

Rappels

® Le volume d’un céone de demi angle

au sommet « et de hauteur h est : YT
3
V= %tanQOz.

® La poussée d’Archiméde sur un corps yol% rs Y[
0

plongé dans un liquide est égale au

poids du liquide déplacé par le volume

immergé du corps.

Au repos En mouvement



EXERCICES DE REVISIONS: VIBRATIONS-CHAP.II (F. HAMMAD) UNIVERSITE A.MIRA DE BEJATA 2010-2011

Solution : N _
1. Pour trouver yg a léquilibre, appliquons le PFD au repos: Y, F = 0
— —
:m?)'i_ fA: 0 :mg_fA:ijvcéne-g_povimmergég:O
= pvcéne - pO(Vcéne - Vnon immergé) =0

Th3 7h3 7 (h —yo)°

1/3
= pmytanta— po[S-tanto - tana] = 0 =y = al1 — (222) ")

Po
2. Pour trouver I’équation du mouvement, appliquons le PFD au mouvement :

o _ . = T - - .
Z F=mad=—mg+ fa=mad=—mg—fa=my = pVicone-g 7p0Vimme7’gé-g = pVeoney
== pVioneg — Po( Veone — Vinon immergé)g = pVeionely

n3 h3 h—yo—1)° . wh®
= {p%tarﬂa - po[% tan? o — w tan® a]}g = yp% tan® .

3
Puisque y < h — yg, nous avons (h — yg — y)3 =(h— y0)3 (1 — > ~ (h— y0)3 <1 - 3y>
h = yo h —yq

3 2
~ (h—yo)” — 3y (h — yo)
Avec cette approximation 1’équation précédente devient:

3
h3 7h3 ™ (h - 40)
7tan2a— 7tan2a—7
P Po{ =3

. mwh?
tan2 a + 7y (h — y,)° tan? oz) = ypg—l tan? a.
g

En utilisant la condition d’équilibre, ’équation se simplifie encore:
3 2
2 . Th - 3gpg (h = yo)
—pomy (h — yo)” tan® o = ZJPZ tan® o0 = y + O’TZJ =0. wo = (h—yo)y/—3-

5.3 Un tube de section S est rempli d’un gaz parfait a la température supposée constante
T. Le couvercle du tube est un disque de masse m suspendu horizontalement par la
pression du gaz a ’intérieur du tube.

. Trouver a I’aide du PFD la hauteur y, de la colonne du gaz a 1’équilibre.

2. En poussant légérement le disque vers le bas puis en le reldchant, il se met a osciller.
Trouver ’équation du mouvement en fonction de 1’abaissement y < yy puis déduire la
pulsation propre d’oscillation.

—

S
Rappels

S
m
e La force crée par une pression p sur %p y¢

une surface S est f =pS

: ﬁam
® La pression crée par un gaz parfait p

a la température T est, d’apres la loi T Yo T

de Boyle-Mariotte: p = #. Gaz Gaz
e S
Au repos En mouvement

Solution :
1. Pour trouver y, a I’équilibre, appliquons le PFD au repos :
— — — — — nRT
ZF =0 =myg + fgaz: 0 :}7ng—fgazz(]:>7n/g—p05:0$Tn,g—TS:O‘
0
nRT

T

=0= yg = .
Yo mg
2. Pour trouver ’équation du mouvement, appliquons le PFD au mouvement :

— — -
SF = md = myqg+ [ gaz = ma = myg — fgaz =My

Puisque V = Sy,, on obtient: mg —

. nRT ..
:>mg—pS:my:>mg—TS:my.

10
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. . nRT .
Puisque V = S (yg — y), on obtient: mg — = my.
Yo — Y
. nRT nRT nRT Y nRT nRT 5, . L, .
Puisque y < yq on a: = ~ — (1+ — | = — + —5y. L’équation précédente devient,
Yo — ¥ Y0 (1 — l) Yo Yo Yo Y0
Yo
nRT nRT . . . L. , 3 . . nRT .
mg — — —5-y =my. ATaide de la condition d’équilibre cette équation se simplifie en, ——5-y = my
Yo Yo Yo
. nRT . nRT
= y+ ——5y=0. La pulsation propre est donc wo =,/ —5.
myg mygo

5.4 Soit le systéme ci-contre. A ’équilibre la tige
(collée au disque) était horizontale et les ressorts
non déformés. En négligeant les frottements lors
de la rotation, trouver en appliquant le TMC
I’équation du mouvement du systéme autour du
point O en fonction de 6, pour § < 1.

Solution :

— - - = —_— = _— = —_— d(I@
SM =1L — OANFi + OBA Py, + 00 A Fry + 06 Amg = U2 ()
Calculons séparément chacun des quatre moments de force ainsi que le moment d’inertie

—_— = I - 1. .= 12 - 12, 5
OANFy, = 5(—costi —sinfj)Akigsindj = —GhkcosOsinfk ~—5kok.

— = i - = 1. — 12 L 2, .
OB A Fy, = 5(cosf i —|—sm9j)/\k2§sm9(—j) = —GhycosOsinfk ~ — kO k.
A A T 2l - s 2l = 4l? s 07 4l 07
OCA Fy, = 5 (cosf i +s1n03)/\k3§smt9(—j> = —5hkzcosfsinf k ~ —5-k0 k.

poYa. I _ 1

OGAmMg = (35— 5)((:0597 + sin97) A mg(—?>
IS =(Iy+1,) & = [AMR*+ 5mi* +m

— l d
) cmgcost k ~ —¢gmgk.

(L= D20% = [LMR*>+ Imi?)0 % .
En remplacant ces résultats dans I’équation (x), on trouve apres simplification par ? :
2(]{}1 + ko + 4]{53)12

—L(k1 + ko + 4k3) 120 — Lmgl = [A MR + tmi®)0 = 0 + MR om0 = ~3mal.
5.5 Soit le circuit électrique ci-contre. |1
1. Trouver a l’aide de la loi des mailles I’équation différentielle R
que satisfait la charge ¢ qui circule dans le circuit. C
2. Trouver 1’équation différentielle de la tension uc du condensateur. [ }
3. Trouver 1’équation différentielle de la tension u; de la bobine. L
4. Trouver 1’équation différentielle du courant 1. ,mm-\
5. Déduire la pulsation propre de cet oscillateur harmonique.

Solution : Appliquons la loi des mailles & 'unique maille du circuit: ur, + uc = 0.(%)

1. Puisque uc = & et ug, :L% =g : Péquation () nous donne | g+ Aq=0.
4

2. Puisque uc = & = ug =Lq =LCuc : 'équation (¥) nous donne LCuc + uc =0 =>’ ue + %Uc =0. ‘

3. Puisque uy, =Lg et uc = &= Ue = & = 7% :T'équation (*) nous donne up+uc =0 :>’ ur, + %UL —=0. ‘

. . . . . 2, , . . - N R
4. Puisque i = ¢ =Cuc et ug, :L%z : ’équation (*) nous donne uy, +uc = 0 :>’ %z + ﬁz =0. ‘

5. La pulsation propre du systéme est wg = \/% (Remarquer la méme forme des quatre équations.)
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