VIBRATIONS ET ONDES

Partie 1 (Vibrations)

Chapitre III

SYSTEMES LINEAIRES AMORTIS A UN SEUL DEGRE DE LIBERTE



EXERCICES DE REVISIONS: VIBRATIONS-CHAPITRE III

4
dt

Lagrangien et Fonction de Dissipation

1
L=T-"U. D:iavz.

Equation de Lagrange

Translation Rotation
(22) 02 _om afoc\ oc_ op
o1 Oz o dt \ 59 06 o0 '
Equation du Mouvement Equation Horaire
oA — w2 >0 q(t) = e M(Are VAT 4 ApeV N Wit
q+2\g+wig=0 e N — w2 =0:q(t)=e M (A + Ast)
o M —w? <0:q(t) = Ae M cos(y/w? — Nt + @)
Graphes
t a(t)
ao\* 90
t t
A2 —w? > 0. M —wi=0.
efAt(Alefw/Vfwgt +A2e*”2*‘*’5t) et (A1 + Agt)
Régime apériodique Régime critique

@)

M —w? <.

Ae M cos(y/w? — Nt + )

Régime pseudo-périodique

Décrément Logarithmique
A q(t) 1 q(t)
B A Ty t+T) n " (t+nT)

0=1

Facteur de Qualité

_ %o
szx

F.HAMMAD

http://sites.google.com /site/exerev




EXERCICES DE REVISIONS: VIBRATIONS-CHAP.III (F. HAMMAD) UNIVERSITE A.MIRA DE BEJATA 2010-2011 2

1) FONCTION DE DISSIPATION, EQUATION DE LAGRANGE AVEC AMORTISSEMENT

1.1 Soit le systéme amorti ci-contre. A 1’équilibre la tige m{f’f}
était verticale (en pointillé) et le ressort au repos. Le fil W
autour du disque est inextensible et non glissant. k R

Trouver I’énergie cinétique 7' du systéme. b
Trouver I’énergie potentielle U en fonction de 6 < 1. ﬂ

Trouver le Lagrangien et la fonction de dissipation D.
4. Déduire I’équation du mouvement.

v

Solution : ) )
1. T =Tp+Tom+Tyu=3m(RO)? + 1.2m(RO)? + 2 MR* 0 = 2(6m + M)R? 0 .
2. U= Up+Uspm+ Ui = —mg(R — Rcosf) +2mg(R — Rcost) + Lk(Rsind)? ~ 3 (mgR + kR*)0>.
2
3.L=T-U=21(6m+ M)R?*0 —L(mgR + kR*)0".
La fonction de dissipation est : D = 1803, = 18(R0)%.
4. L’équation du mouvement est : 4 (85) — 9% - 9D £(6m + M)R*0+(mgR + kR*)0 = —BR%0

dt \ oy 00 00
23 2 2(mg + kR)
6m+ M ' R(6m+ M)

:>é+ 0 =0.

1.2 Soit le systéme amorti ci-contre. A 1’équilibre le ressort k;
était comprimé et k, allongé chacun d’une distance ;.

. Trouver I’énergie cinétique T et potentielle U du systéme.

. Simplifier U a l’aide de la condition d’équilibre.

. Trouver le Lagrangien et la fonction de dissipation D.

. Déduire I’équation du mouvement.

=W N =

Solution :

1. T = %va =| Ly Zf~

U=—mg(yo+y)+iki(vo +y)> + $k2(y0 + )?
= (—mg +kiyo + kav0)y + %(k:l + ko)y? + Cte.

2. La condition d’équilibre % o =0= —mg +k 5o + kayo = 0, nous permet de simplifier U :
’ U= %(k’l + ko) y2+Cte. ‘

-2
3.L=T-U=1imy —%(k + ko)y>+C'.
La fonction de dissipation est : D = %alvgl + %O&Q’U,Qn = %al y'2 + %ag gf = %(al + ag) gf.

4. L’équation du mouvement est: < (%) — % = _% - % = my +(k + k)y = —(a1 + az)y
Y y Y
o] + oo - kl + kz
Y+
m

y=0.
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1.3 En tournant le disque ci-contre peut monter et descendre
grace au fil non glissant et inextensible enroulé autour du sillon
circulaire de rayon r. A I’équilibre le ressort k était comprimé
d’une distance yy. L’amortisseur « représente les frottements

Trouver I’énergie cinétique T du systéme.

Trouver P’énergie potentielle U en fonction de y.

Simplifier U a I’aide de la condition d’équilibre.

Trouver le Lagrangien et la fonction de dissipation D.

Déduire ’équation du mouvement.
(0 <1. Le moment d’inertie du disque est I :%MRz.)

SR Wb

Solution

.2 -2 .2 .
1.T= TM(translation)+(7‘otation):%M Yy + %I 6 = %M Yy + %M(RH)Q
Puisque le fil est inextensible et non glissant, lorsque le disque descend d’une

distance y il tourne d'un angle 6 tel que: y = r0. D'ou:0 =% — RO = %y

Donc, | T =1M(1+£5) iy

b

2. En descendant d’une distance y le disque tourne aussi d’un angle 6, donc
le déplacement du point A lors du mouvement est y + RO = (1+§)y.
Comme le ressort est relié au point A et était déja comprimé au départ,
sa compression totale est y0+(1+§)y. D’ou
U= Udisque + Uressort= _ng + %k(yo +y+ R9)2 = _ng + %k[yo—"_(l—’—%)y]Q

=[—Mg + kyo(1+2)]y + $k(1+5)%y2 4 C*.

3. La condition d’équilibre %—Z = 0, nous permet de simplifier U : ’ U= %k(1+§)2y2+0t6. ‘
y=0

4.L=T- U= MU+ ¢ - Lk(1+B)%y2 4 Cv.
La fonction de dissipation est: D = 1av} = fa(y + RE)? = La(y + By)? = Ja(1 + £)? gf.

5. L’équation du mouvement est donc: % (d—ﬁ) — % = —Z—p == M(l-i-%)éﬂ-k(l—i—%fy =—a(l+ %)21)
Y

dt oy
20(r+R)? - 2k(r+R)?> ‘
ez d T ueeirn? =0

:>’i)+
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1.4 Le systéme ci-dessous est constitué d’un cylindre de masse M roulant sans glissement
sur une table horizontale. Une tige sans masse de longueur L est collée au cylindre et
porte a son bout une boule de masse m, de densité p et de rayon trés faible devant L.
Dans son mouvement de va-et-vient sur la table, le disque fait balancer la boule a I’intérieur
d’un liquide de densité p,.

1. Trouver 1’énergie cinétique T et potentielle U du systéme en fonction de 6 < 1, puis

construire le Lagrangien (Dﬁ a la poussée d’Archiméde, le poids apparent de la boule est P = mg— fA.)

2. En supposant que la boule est soumise a une force de frottement visqueuse de la part

du liquide: f = —a7v, trouver la fonction de dissipation D et I’équation du mouvement.

L L
mA ry m‘;_z h o r,

Au repos En mouvement

Solution :
-2
_ _1 2 1 1,2
1.T= TCylindre(translation) + TCylindre(rotation) + TBoule—iM T + §I 0 + 5MVUBoule-
Lorsque le disque avance d’une distance z = R sur la table il balance la boule en arriére d’une distance

— r_ Lainf ~ RO — 2
TBoule = T — Lsinf ~ RO — Lo :>{ ) :Ugoule:U§+Uy2:(R_L)20~

ZZ ZZ

Lsinf donc: { Yronte = Leosl ~ L

(R
0

. .2 -2 .
Don T = §M(RO)* + 3 (3MR®) 6 + gm(R ~ L) 0 =| 1[3MR® + m(R— L)% 6 .

A cause de la poussé d’Archimede le poids P de la boule a l'intérieur du liquide n’est pas mg mais
P = mg 7fA =mg — Py Vbouleg' PUiSque VBoule =2 —= P= mg — Po g = m(l - %)g
Donc I’énergie potentielle n’est pas mgh mais, U=m(1 — p;)gh =mg(1l— %)(L — Lcosf) z’ 2mgL(1

Po)@z. ‘

2
Le Lagrangien est: £ = 2[2MR*>+ m(R— L)% 6 — $mgL(1 — %")92.
2
2. La fonction de dissipation est: D = avd, ;. = sa(R—L)* 0 .
Equation du mouvement: % (dﬁ> 9L = 9D — [3MR® + m(R — L)Q]é + mgL(1 — %0)9 =—a(R - L)Qé
00 a0

2a(R-1)*  , 2mgL(1 - po/p)

—| 0+
3MR? + 2m(R — L)2  3MR*> +2m(R — L)?

0 =0.

1.5 Soit le circuit électrique ci-contre.

1. Trouver a ’aide de la loi des mailles I’équation du
mouvement de la charge ¢ dans le circuit.

2. Déduire 1’équation différentielle du courant ;.

3. Déduire I’équation différentielle de la tension u; aux
bornes de L.

Solution : _
1. La loi des mailles nous donne ug+uc+ur,=0— Ri + f”ﬁ L% =0.

Puisque i = ¢, on a: Rq+ & +Lq—0:>’q+Lq+Lc 0. ‘(1)

2. En dérivant une fois I’équation (1) on trouve, + & dq + %

dt2 0

3. En dérivant une fois I’équation (2) on trouve, gt:ﬁ + fgt; + ig— =0.

. 1d R d
PulsqueuL—Lgi onajéz . D’ou: dsz-i-Lz uL+L20 L—0:>’ up, + & “L+LC“L 0. ‘
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2) NATURE DES MOUVEMENTS AMORTIS ET LEUR EQUATION HORAIRE

2.1 L’équation du mouvement trouvée a ’exercice 1.2 est:

. a1+ as - ki +E

b+ 1 2 J+ 1 2 y=0.
m. m

Pour chacun des cas suivants:

a) m =2kg, k =50N/m, ky =40N/m, a3 =0,3N.m~1.s, ap =0,2N.m~L.s.

b) m =2kg, k1 =23N/m, ks =27N/m, a; =8N.m 1.5, ap =12N.m L.

c) m =2kg, ky =1,5N/m, ky =0,5N/m, oy =5,5N.m L., ap =2,5N.m L.

1. Déduire la nature du mouvement.

2. Ecrire I’équation horaire y (t), sachant qu’au départ la masse est écartée de 1’équilibre de lcm
puis lancée vers le haut avec une vitesse égale a 10cm/s.

Solution
L’é¢quation du mouvement est de la forme y +2\y + w2y = 0, avec: A = % et w = %
La nature du mouvement est donnée par le signe de \* — w?

5-
a) A ~ 0,125 et w? = 45rad®s 2 : A\ — w3 ~ —44,9s"! < 0. mouvement pseudo-périodique.
L’équation horaire est y(t)= Ae— 012t cos(6,7t+¢). Trouvons A et ¢ avec les conditions initiales:
0) = A =1 = ~ o
y( ) cos ¢ . _ [ 1=Acoso | _ [ o~s5e
y(0) = —0,12Acos ¢ — 6,7Asing = —10 9,88 =6,7Asing A~1,8cm.
Finalement, y(t) = 1, 8¢~ %12t cos (6, Tt + 55,8°) . (cm)

b) A =5s"! et w?=25rad’s7%: A\* —w3 =0: le mouvement est en régime critique
L’équation horaire est y(t) = e 5/(A,+Ast). Trouvons A; et Ay avec les conditions initiales:
y(0)=A; =1 N Ay = 1lcm.
y(0) = —5A; + Ay = —10 Ay = —Bem/s.
Finalement, y(¢) = (1-5t)e~ 5. (cm)

c)A=2s"1 et w2 =1rad’s 2 : \2—w? = 35! >0: mouvement apériodique
L’équation horaire est y(t) = Ale(f%‘/g)t—kAge(*zJ”/g)t.
Trouvons A; et Ay avec les conditions initiales:
y(0) = A1+ Ay =1 A ~ 2,8cm.
{ y(O) = (_2 - \/g) A+ (—2 + \/3) Ay =10 = { Ay ~ —1,8cm.
Finalement, y(¢) = e~2¢(2, 8¢~ V311, 8¢V3"). (cm)

3) CONDITION D’OSCILLATION AMORTIE ET DECREMENTS LOGARITHMIQUES

3.1 L’équation du mouvement trouvée a ’exercice 1.1 est:
203 04 2(myg + kR)
6m+M  R(6m+ M)

1. Sachant que m =2kg, M =5kg, k =0,4N/m, R =50cm, g =10m.s~!, trouver la valeur max-
imale que le coefficient § ne doit pas atteindre pour que le systéme oscille.

2. Avec un amortisseur de coefficient 5 =20N.m™'.s, le systéme oscille mais son amplitude
diminue au cours du temps. Trouver le temps T nécessaire pour que ’amplitude diminue
a 1/5 de sa valeur.

3. Calculer le décrément logarithmique 6.
4. L’amortisseur précédent est maintenant remplacé par un autre de coefficient 3. On remar-

que alors que ’amplitude diminue & 1/3 de sa valeur apreés 24 oscillations complétes. Déduire
la valeur du coefficient 3.

0+ 0=0.

Solution  L’équation est de la forme 0 +2)\0 + wdf = 0, avec: A\ = ﬁ et wi = %.
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1. Pour qu’un systéme amorti oscille, il faut qu’il soit en régime pseudo-périodique, donc il faut que:

2 2 B 2(mg+kR) 2(mg+kR)(6m+M)
)\—OJO<0:>)\<CU(]:>6m+M< R(Gm+ ) :>ﬁ<\/f.

A.N: 8 < 37N.s/m. C’est la valeur que 5 ne doit pas atteindre pour que le systéme oscille.

2. Puisque le systéme amorti oscille son mouvement est pseudo-périodique: 1’équation horaire est:

0(t) = Ae=> cos(y/wg — N2 t+¢).

1
Pour que lamplitude diminue a 1/5 de sa valeur il faut un temps 7 tel que Ae~ Alt+r) = 5Ae_)‘t

Inb
— M =In5=— 1= HT AN: ) ~1,185"! = 7 ~ 1, 36s.
A : : _ 27 N ~
3. Le décrément logarithmique est § = \T' = A\=F = )\\/7/\2 A.N: § =~ 4,04.
’ ! 1 ’
4. Puisque 'amplitude diminue a 1/3 de sa valeur aprés 24 oscillations, on a: Ae=* (t+2477) — gAe’A t

= \. 24T = In3 — /\/487r In3 = _Ad4smw n3 =\ = woIn3

JwE—N"2 V(487)2+(In3)?"

AN: )\ ~1,6.1072s7!. Puisque N = on trouve 8’ &~ 0,27N.s/m.

_B
6m+M

3.2 L’équation du mouvement trouvée a I’exercice 1.2 est:

. o taz- kTE
1 2, itk
m m

1. Pour m = 2kg, k; = 12N/m, k» = 8N/m, a; = 2N.m " L.s, trouver la valeur maximale
que le coefficient o, ne doit pas atteindre pour que le systéme oscille.

2. Avec un amortisseur de coefficient oy =1N.m~'.s, le systéme oscille mais son amplitude
diminue au cours du temps. Trouver le temps 7 nécessaire pour que I’amplitude diminue a
1/7 de sa valeur.

3. Calculer le décrément logarithmique §.

4. L’amortisseur précédent est maintenant remplacé par un autre de coefficient «,. On remar-
que alors que "amplitude diminue a 1/8 de sa valeur aprés 2 oscillations complétes.
Déduire la valeur du coefficient of.

Solution
L’équation est de la forme y +2Ay+w3y = 0, avec: A = % et w
1. Pour qu’un systéme amorti oscille, il faut qu’il soit en régime pseudo-périodique, donc il faut que:
Mo <0= )< wo==>2E22 < \/klmﬂ = ag < 2¢/m(k1 + k2)—a.
A.N: a3 < 10,6N.s/m. C’est la valeur que as ne doit pas atteindre pour que le systéme oscille.

2 _ kitks
===,

2. Puisque le systéme amorti oscille, son mouvement est pseudo-périodique: 1’équation horaire est:

y(t) = Ae M cos(y/w2 — A2 t+¢).

Pour que Pamplitude diminue & 1/7 de sa valeur il faut un temps 7 tel que Ae 2+7) = — Ae= At
= AM=h7=r7=58"" AN:A=0,755s"! = 7~ 2,6s.

3. Le décrément logarithmique est 6 = AT = )\2” = )\\/?)\2 A.N: §~1,53.

4. Puisque amplitude diminue a 1/8 de sa valeur apres 2 oscillations, on a: Ae~

— N2T =In8 = N4 —=In§ = A2 —In§ =) = ——oln8

N (4m)2+(In8)% "
AN: N ~0,52s7!. Puisque \ = aﬁ_% , on trouve oy ~ 0,08N.s/m.

A (t42T") lAe*)‘/t
8
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3.3 L’équation du mouvement trouvée a ’exercice 1.3 est:
20(r + R)®> . 2k(r+ R)’
M(2r°+R?) YT M(2r 1 R

y = 0.

1. Sachant que M = 2kg, R =50cm, r = 25cm, k =10N/m, trouver la valeur maximale que le
coefficient o ne doit pas atteindre pour que le systéme oscille.

2. Avec un amortisseur de coefficient & = 5N.m~'.s, le systéme oscille mais son amplitude
diminue au cours du temps. Trouver le temps 7 nécessaire pour que ’amplitude diminue a
1/2 de sa valeur.

3. Calculer le décrément logarithmique J.

4. L’amortisseur précédent est maintenant remplacé par un autre de coefficient /. On remar-
que alors que "amplitude diminue a 1/3 de sa valeur aprés 22 oscillations complétes.
Déduire la valeur du coefficient «'.

Solution ) )
. . - : R k(r+R
L’équation est de la forme y +2A\y+wdy = 0, avec: A = % %.
1. Pour qu’un systéme amorti oscille, il faut qu’il soit en régime pseudo-périodique, donc il faut que:
a(r+R)? 2k(r+R)? 2kM (2724 R?)
MR R <\ MeltR A TR :

A.N: «a < 5,16N.s/m. C’est la valeur que « ne doit pas atteindre pour que le systéme oscille.

2 _
et wj =

N2 < 0= )\ < woy=

2. Puisque le systéme amorti oscille son mouvement est pseudo-périodique: 1’équation horaire est:
y(t) = Ae > cos(y/w? — N t+9).
1
Pour que Pamplitude diminue & 1/2 de sa valeur il faut un temps 7 tel que Ae 247 = §Ae*>‘t
= M =h2=7= % AN: \=3,75s"! = 7~0,18s.

L, . . _ — )\ 27 _ 2m 5~
3. Le décrément logarithmique est § = AT = A=F = A el A.N: 0 ~ 24, 33.
1

4. Puisque Pamplitude diminue & 1/3 de sa valeur aprés 22 oscillations, on a: Ae™X (#+227") — gAe*)"t

/ r_ 144w _ 44w r_ woln3
= N.22T" =In3 = XN In3 — W In3 =X\ TR

AN: ) ~0,03s~!. Puisque X = %, on trouve o = 0,04N.s/m.

3.4 I’équation du mouvement trouvée a ’exercice 1.4 est:
2(R-1)*  , 2mgL(1 - po/p)

3MR*+2m(R — L)2  3MR* +2m(R — L)?
Les grandeurs du systéme sont:
M = 20kg, m = 1,125kg, L = 50cm, R = 25cm, « = 0,93N.m~'.s, p= 1751kg/m?, g= 10m/s%.
En observant les oscillations du systéme on a remarqué que ’amplitude des écartements a
diminué a un 1/6 de sa valeur apreés 23 oscillations.

1. Utiliser cette observation et le tableau ci-dessous contenant les densités de quelques liquides
pour découvrir le liquide dans lequel est plongé la boule.

2. Calculer le facteur de qualité de cet oscillateur.

0+ 0=0.

Liquide Densité p, (kg/m?)
Lait 1035

Eau de mer 1028

Eau 1000

Huile d’olive 910

Benzéne 879

Alcool 789
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Solution
o ‘ 2
L’¢quation est de la forme 6 +2X0 + w36 = 0, avec: A = % et wi =
1. Pour découvrir la nature du liquide il faut trouver sa densité p,, qui se cache dans wy.
Puisque le systéme amorti oscille son mouvement est pseudo-périodique: ’équation horaire est:

0(t) = Ae > cos(y/w? — N t+¢).

2mgL(1—py/p)
3MRZ2+2m(R—L)%"

1
Puisque 'amplitude diminue & 1/6 de sa valeur apres 23 oscillations, on a: AeAE+23T) — 2 fo—At

46T\
A.N: X =0,01557! = wg ~ 1,2rad/s = p, ~ 879kg/m?>.
On a découvert la nature du liquide sans I'avoir examiné. En effet, d’aprés le tableau donné, cette densité
correspond au benzéne!

(467)2+(In 6)2
n6 :

= A\237 =In6 = A\1% =1n6 = =In6 =wy =\

2. Le facteur de qualité de cet oscillateur est: Q = — =~ 40.

3.5 L’équation différentielle de la tension u;, trouvée a ’exercice 1.5 est:

ur, + ZUL + %UL =0.

1. Sachant que L =2H, C =50nF, trouver la valeur maximale que la résistance R ne doit pas
atteindre pour que le circuit oscille.

2. Avec une résistance R = 50012, le circuit oscille mais ’amplitude de u; diminue au cours du
temps. Trouver le temps 7 nécessaire pour que ’amplitude diminue a 1/5 de sa valeur.

3. Calculer le facteur de qualité de cet oscillateur.

4. La résistance précédente est maintenant remplacée par une autre plus faible R’ On remar-
que alors que "amplitude diminue a 1/9 de sa valeur aprés 12 oscillations complétes.
Déduire la valeur de la résistance R’.

Solution
L’équation est de la forme uy, +2Aur+wdur, =0, avec: A = £ et w3 = %

1. Pour qu’un systéme amorti oscille, il faut qu’il soit en régime pseudo-périodique, donc il faut que:
Nowd <0= \<wy=£ < /& = R<2/%L.
A.N: R < 126499). C’est la valeur que R ne doit pas atteindre pour que le circuit oscille.

2. Puisque le circuit amorti oscille son régime est pseudo-périodique: 1’équation horaire est:

ur, (t) = Ae=> cos(y/w? — N2 t49).

1
Pour que P’amplitude diminue & 1/5 de sa valeur il faut un temps 7 tel que Ae 27 = gAe_M

= A=h5=r7=5 AN: A~ 1255"! = 7~ 0,013s.

. . wo 1 L
3. Le facteur d lité de cet oscillat st Q = — = =4/ = =~ 12,6.
€ racteur de qualite de cet oscillateur es Q o\ g\ C s

1

"(t+12T") fAe*Xt
9

4. Puisque I'amplitude diminue & 1/9 de sa valeur aprés 12 oscillations, on a: Ae™* (

= N12T =9 = N2 —Ing = AU _|pg—) = _colnd

Vwi=\"2 V(247)24+(In9)2 "
!/

R
AN: X ~92,2571. Puisque \' = oL °n trouve R’ =~ 368, 82
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