VIBRATIONS ET ONDES

Partie 1 (Vibrations)

Chapitre IV

SYSTEMES LINEAIRES FORCES A UN SEUL DEGRE DE LIBERTE



EXERCICES DE REVISIONS: VIBRATIONS-CHAPITRE IV

Equation Généralisée de Lagrange

D
d(@ﬁ>_ac:_d+7.

dt \ 9q ) 94 dq
Translations: ¢ =z, v, ... Rotations: ¢ =06, ¢, ...
d (0L oL dD d (0L oL oD
(>+F — | — *7:*7,+M.
dt \ oz Oz o dt \ a9 00 a0
Equation du Mouvement Solution Permanente
q+2\q +wiq = (Fy/a) cos Qt — q(t) = Acos (Qt + ¢)
q+2\q + wiq = (Fy/a)sin Qt — q(t) = Asin (U + ¢)

Calcul de A et ¢ a ’aide de la Représentation Complexe

Fy cos Qt — Fyel™
q(t) = Acos (U + ¢) — q(t) = Aeif
q+2Mq +wiqg = (Fy/a)ed? =

F F 2X0
am @ am o=
wo — 4] V(w? —02)? 4 a2 wo =
Pulsations de Résonance
0A
0= 0= Qg = \/w? — 2)\%. (résonance d’amplitude)
tan ¢ = —oo = ) = wy. (résonance de phase: ¢ = —g)
Amplitude Maximale et Puissance Moyenne
A B Fy/a (P) = [959) (Fg/a) P) B LOQ
- AN WE — M (wg —02)% + 42202 T 4ha
Graphes
A ! W, (P)
0 /Q > 1/\/5 w <P>max
P — - 1
5 Q=1/ \/E §<P>max
-p
W, we W, W
B

Pulsations de Coupure, Bande Passante, et Facteur de Qualité(\ < wy)
Qoaa~wg—A Qeorwsg+ A B=Qn—Qn =2\ Q:wO/B

F.HAMMAD http://sites.google.com /site/exerev
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1) TRANSLATIONS OSCILLATOIRES EXCITEES

1.1. Soit le systéme excité ci-contre. F(t) = Fj cos Q.
1. Trouver 7T, U, et la fonction de dissipation D. a K
2. Trouver le Lagrangien puis I’équation du mouvement. 2

3. Trouver en utilisant la représentation complexe la
solution permanente de I’équation. F(t)I{ M J yl

(Préciser son amplitude réelle A et sa phase ¢.)

Trouver la pulsation de résonance p. k

Trouver la puissance moyenne (P) fournie au systéme. !

. Déduire la puissance moyenne maximale (P) . fournie au systéme.

. Déduire les pulsations de coupure ., et ., pour lesquelles (P) = (P) /2.
Déduire la bande passante B = .3 — Q.. (On suppose A < wy :amortissement trés faible)
8. Trouver la puissance moyenne (P,) dissipée par frottement.

Solution :

1. T="Ty=1My"

U= Un+Up,+Uk, = —Mgy +5k1(yo +y)> + 5ka(y, + 9)?

= —Mgy +kiyoy + k2yoy+3kiy” + 3hoy>+C*

= 1k1y? 4 Lky?+C". (Grace a la condition d’équilibre.) D=1lay.

N o

2.L=T—U=1My —Iky? - Lipy?+Cte.

d (oL oL _ 9D o kit ke o
E(a?)—a—y_—a—y—|—l‘7':> y+My+ i y:Mcoth.
3. L’¢quation est de la forme y +2\y + w2y =(Fo/ M) cost. A= 55 wi = 7]“1]\7“2-

La solution permanente est y = A cos(2t + ¢). Utilisons la représentation complexe pour trouver A et ¢:
(Fo/M)cosQt — (F,/M)el*
y = Acos(QU + ¢) — y=Ael"

. 4 ' _ ] ] Fo/M
On obtient —Q2Aei< +2)\]QA€JQt —|—w34€mt = (Fo/M) eI — A = M—"‘?W.
A= Fo/M —2X0
L’amplitude est = 3 P La phase est donnée par | tang = ———.
Jo ey
_ w202 2
4. La pulsation de résonance est Qp telle que g—é|ﬂ =0= 40(wd ZQ ) +87 ?/2 =0
« 0 Ty a7,
R

— QR: \/&)%72)\2.

5. La puissance moyenne fournie au systéme est:
(P) =+ fOT Fydt = —1 OT QAF( cos Qtsin (U + ¢) = — 5 [7 QAF [sin ¢+ sin(2Q1 + ¢)]

2T Jo
t DX (FZ/M
= —1QAFsin ¢. Puisque sin ¢ __tand on obtient (P) = ( 20/ )2 (1)
/1 +tan? ¢ (w3 = 02)" +40°Q2
. a(P) F?
6. (P) est maximale lorsque 55" = 0 = 2 = wo. En remplagant dans (1):| (P) = 4/\(])\4.

P) s 2
7. (P) = Phaax — (wg_QS)QMmQ == Q= A+ A0 Qo= A+ 4/A Wl

Pour un amortissement faible A < wq: ’ Qoa~rwog— A Qeo X wo+ A ‘ ’ B =Qun — Q. =2\ ‘

8. La puissance moyenne dissipée par le frottement est:
. i)
Py =L [T rydt =L [Tay dt =2 [T Q2aA?sin? (U + ¢)dt == [[ Q2@ A2[1 — cos 2(Q + ¢)] dt
T Jo T Jo T Jo 2T Jo
_ lQQOéA2
=3
Q%a (Fy/M)?
(W2 —02)° 44222

N|—=
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1.2. Le fil autour des disques ci-contre est
inextensible et non glissant. F(t) = Fysin Q.
1. Trouver T, U, et la fonction de dissipation D
2. Trouver le Lagrangien puis I’équation
du mouvement en fonction de z.(6 < 1)
3. Trouver en utilisant la représentation complexe
la solution permanente de 1’équation.
(Preéciser son amplitude réelle A et sa phase ¢.)

F(t)

N

. Donner la pulsation de résonance ).
5. Donner les pulsations de coupure 2.1, Q.2, et déduire la bande passante B (A < wy.)

6. Calculer Qg, B, et le facteur de qualité pour M = 2kg, m = lkg, k = 27N/m, a= 0,6N.s/m.
Solution : )
LT =Ty+ T+ Tn=3M & +1ImR2 0 +L.1mR*6 = L(M +m) s (Car RO =ux.)
U= U~ k(RO = %kazQ. D =1av? = 1a(RI)? = La 7.
— _1 2 14,2 d (oL oL _ _ 9D
2.L=T-U=3M+m)-tk? 4(%)-L=-2L F—
B a - 0 .
= Ot.
x+M+mx+M—i—mw M—I—msm
3. L’équation est de la forme 7 42Xz + w3z = (F,/a)sinQt. A\ = PoTEE w3 = Mim. a=M+m.

La solution permanente est z = Asin(2t 4+ ¢). Utilisons la représentation complexe pour trouver 4 et ¢:
(Fo/a)sinQt — (F,/a)el™
= Asin(Qt + ¢) — z=Ael

: : oA ; Fo Fo/a
On obtient —Q2Ae’¥ +20jQ AT + w2 Al = 7€J9t — A= T vk
L'amplitude est| 4 = fole La phase est donné tang = — o
amplitude es : a phase est donnée par = .
P V(w3 —02)? a2 P P wi — 02
A
4. La pulsation de résonance (pour g—Q =0)est| Qp = \/wg —2)\2.
5. Lorsque A\ € wq: (P) = <P>2max pour’ Qe Rwog— A Qoo R wp + A ‘ = ’ B =Qun — Q¢ =2\ ‘

6. A.N: Qg ~3rad/s. B =0,2Hz. Le facteur de qualité est Q=wo/B =15.

2) ROTATIONS OSCILLATOIRES EXCITEES

F()

2.1. Soit le systéme excité ci-contre. F(t) = F cos (.
1. Trouver T, U, et la fonction de dissipation D. (§ < 1.)
2. Trouver le Lagrangien puis I’équation du mouvement.
3. Trouver en utilisant la représentation complexe la solution
permanente de I’équation.
(Préciser son amplitude A et sa phase ¢.)
4. Donner la pulsation de résonance g.
5. Donner les pulsations de coupure 2.1, Q. et déduire la bande passante B (A < wy.)
6. Calculer Qp, B, et le facteur de qualité pour M = 2kg, m = lkg, kK = 51N/m, a= 0,3N.s/m,
R = 25cm, L = 50cm, g = 10m/s?.

Solution : ) )
1.7 =Ty+Tpn=213IMR*0 + L1m(2L0)° = L(AMR* +4mL?) 0 .

‘ 2
U= Upn+ Uy & —mg(2L—2L cos ) + 1 k(Lsing)? ~ (%kLQ—mgL)92. D=1av?=1a(L0)* = 1al? 0.
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-2
2. L=T-U=3(3MR*+4mL?) 0 —(kL® —mgL)o*. & <6> — % =2 F2l—=
00 00

202 . 2(kL* — 2mgL) 4FoL
MYy zV0+ 2 5 0= 2
MR? + 8mlL MR? 4+ 8mlL MR? + 8m

T cos §t.

3. De la forme 6 +2X\0 + w3f = (4F L/a)cosQt. X = #;RLQ' wi = %. a = MR? + 8mL?.
La solution permanente est = A cos(Q2t + ¢). Utilisons la représentation complexe pour trouver A et ¢:
(4F,L/a) cosQt — (4F ,L/a)e’"
0= Acos(Qt + ¢) — O=Ae*.

, . , , 4FgL/a
On obtient —Q2Ae7? +2)\jQAeI 2Ae?M = (4F L iy f= O
n obtien Ae?™ 420jQ A + wi Ae (4F¢L/a)e A= oo
, . _ 4FoL/a i — —2xQ
L’amplitude est A \/(w8792)2 VR La phase est donnée par ’ tan ¢ = 2o ‘

4. La pulsation de résonance (pour % =0) est‘ Op = \/UJ(Q) —2\2. ‘

5. Lorsque A € wq: (P) = % pour’ Qo ~wog— A Qea = wy+ A ‘ :>’ B=Q. — Q4 =2\
6. AN:Qp ~1,14rad/s. B =~ 0,06Hz. Le facteur de qualité est Q =wo/B ~19.

2.2. Soit le systéme ci-contre. F(t) = Fjsin Qt.

1. Trouver T, U, et la fonction de dissipation D. a F(t)

2. Trouver le Lagrangien puis 1’équation m, 2L a
du mouvement en fonction de 6 < 1. q R

3. Trouver en utilisant la représentation complexe % C m,
la solution permanente de 1’équation. |(1 M
(Préciser son amplitude réelle A et sa phase ¢.) [l k2

4. Donner la pulsation de résonance Qg.

5. Donner les pulsations de coupure (2., (2.2 et déduire la bande passante B (A < wy.)
6. Calculer Qp, B, et le facteur de qualité pour M = 3kg, m;= lkg, mo= 2kg, o= 0,5N.s/m,
R =0,5m, L =1m, k;= 12N/m, ke= 20N /m.
Solution : ) )
1. T =Ty + Tas + Ty = 3mi(200)° + LAMR? 6 + Lmo(L6)® = (A MR? + 4my L2 + maL?) 6 .
U= Un, + Upy, + Uny + Uk, = 2m1gL0 + Lk (yo,+2L0)2 — magLh + Lka(yoy + L)%
~L(4k, + k) L*67+Ct .
.2 .2 .2
(La condition d’équilibre élimine les termes linéaires en §.) D = favi+avi=2al? 0 +3al? 0 = 3al? 6 .

2y ;2 2
2. L=T—U=LLMR?+ (4m, +my)L%] 0 —1 (4, + ky) L*02. 4 <2§) ~ % =+ FR—
10 L2 : 8k, + 2ko) L7 2FoR
+ 5 a 50 + 2( 1+ 2ks) 50 = 5 0 5 sin Q.
MR” 4+ (8m, +2ms)L MR* + (8m; +2my)L MR* + (8m, +2my)L

3. L’équation est de la forme 0 +270 + wgb = (2F R/ a) sinQt.

_ 5l 2 (Bky+2k2)L? _ 2 2
A= MRZ+(8m, 12m2) L2 Y0 = MR2+(Sm,+2m2)L2" a = MR” + (8my + 2my)L".

La solution permanente est 6= Asin(Q2t + ¢). Utilisons la représentation complexe pour trouver A et ¢:
(2F,R/a)sinQt — (2F ;R/a)e’™
0= Asin(Qt + ¢) — =A™

) ) . . 2FyR
On obtient —Q2Ae/? +2XjQA + Wi A = (2P R/a)e™ — A = w(z)_gozl;m)
2FyR/a
L’amplitude est A= \/(wg_QE)Q Tz La phase est donnée par’ tan ¢ = w%{Agz. ‘
4. La pulsation de résonance (pour % =0)est| Qp = \/UJ% —2\2.
5. Lorsque A < wo: (P) = % pour| Qa ~wo— A Qe Rwo+ A | = B=0Qp— Qe =2\

6. A.N: Qg ~ 3,25rad/s. B ~0,39Hz. Le facteur de qualité est @ =wq/B ~8, 33.
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3) EXCITATION INDUITE PAR UN DEPLACEMENT

3.1 Soit le systéme ci-contre. Un déplacement S(¢) = Sy cos 2t
est imposé sur ’extrémité droite du ressort k.

. Trouver T, U, et la fonction de dissipation D. (6 < 1)

. Trouver le Lagrangien puis I’équation du mouvement.

3. Trouver en utilisant la représentation complexe la solution
permanente. (Préciser son amplitude réelle A et sa phase ¢.)

4. Trouver la pulsation de résonance p.

N =

5. Donner les pulsations de coupure 2., Q.2, et déduire la bande passante B (A < wy).
6. Calculer Qp, B, et le facteur de qualité pour M = 2kg, k = 19N/m, a= 0,6N.s/m,
R =1m,r = 75cm.

Solution : ) )
1.T="Ty=3iMR*0 =L MR* 0.
. .2
U= Uy~ 1k(S — Rsinb)? ~ 1k(S — RY)? D=1iav?=1a(rd)?=1ar?0.

.2 .. .
2.L=T-U=1MR*0 -1k(S—-RO?. & (34 — 9% = 9D — IMR?0 — kR(S — RO) = —ar?0
a0

= 0+ 0+ 0= Qt.
MR + i MR cos
3. L’équation est de la forme 6 +2\0 + w3d = (2kS,/ MR) cosS2t. A= %};. wg =2k

La solution permanente est = A cos(Q2t + ¢). Utilisons la représentation complexe pour trouver A et ¢:

(2kS,/MR) cosQt — (2kS,/ MR)e?*"
= Acos(QU + ¢) — z=AelM.

. _ , _ . . 2kSo/ MR
On obtient —Q2Ae7?* +2)jQAe/ + WAl = (2kS,/MR)eI — A = w2 — 02 +20Q°
L’amplitude est | 4 = 2SR La ph t d tang Al
"amplitude es - : a phase est donnée par | tang = ————.
P \/ (Wg — 02)° 442202 P P w? — Q2
4. La pulsation de résonance (pour % =0)est| Qp = \/wg —2)2,
5. Lorsque A < wq: (P) = % pour’ Qo1 R wyg— A Qoo = wg + A ‘ :>’ B =Q.m — Q4 =2\ ‘

6. A.N: Qp =~ 4,35rad/s. B~ 0,34Hz. Le facteur de qualité est @ =w(/B ~12,8.

3.2 Soit le systéme ci-contre. Un déplacement S(t) = Sy sin Qt

est imposé sur ’extrémité droite de ’amortisseur as. a, l» S(t)
1. Trouver T, U, et la fonction de dissipation D.
2. Trouver le Lagrangien puis I’équation du mouvement. M
3. Trouver a l'aide de la représentation complexe la solution a,
permanente. (Préciser son amplitude réelle A et sa phase ¢.) k

4. Trouver la pulsation de résonance Qg.

Solution : )
LT=Ty=iMz  U=U=2%k? D=1law?+law?=1a s +las(S— 1)
_ _ 1l a2 1.2 d (oL oL _ _ 9D ; — : G_,
2. L=T—-U=3;Ma —5kz". E(ai) —%——gsz—i—km——agw—&—ag(S—x)
.ot ag - k . as S . a1 tag - k )5y
=z + i I+MI— i = |z + i x+Mx i cos Ut
3. L’¢quation est de la forme z +2\z + wiz = (Qav,Sy/ M) cost. A= ader 2= kb



EXERCICES DE REVISIONS: VIBRATIONS-CHAP.IV (F. HAMMAD) UNIVERSITE A.MIRA DE BEJATA 2010-2011

4

2.

. Calculer Qp, B, et le facteur de qualité pour

6

La solution permanente est x = A cos(Qt + ¢). Utilisons la représentation complexe pour trouver A et ¢:

(0,250 /M) cosQt — (QaySo/ M )e?*
z = Acos(Qt + ¢) — z=Ael.

. . . . : . QO[Q So/M
On obtient —Q2A4e7 +2)\jQA/ + w3 A’ = (Qa, So/M)e?H = A = Py oR
QO{Q S()/M YY)
L’amplitude est A= 2 5 | Laphase est| ¢ = arctan ———_ .
\/(w% —Q2)7 +41702 wj — N

. Attention: La formule du cours (Qp = \/wi — 2)\2) ne s’applique pas directement pour cet exercice car

au numérateur de 'amplitude A nous avons aussi la pulsation Q, et ce cas n’a pas été vu en cours.
Pour trouver Qg il faut effectuer un calcul complet analogue & celui du cours:
[2(w3-9)" 4822024402 (w3 -02)—8)202] a2 80 /M

9A ]3/2 =0

La pulsation de résonance est donnée par g5 = 0=

2[(wg—02)" +4r202

2(wy—0?) (Wi+9?) 2 So /M 9 9
= =0= (wj — Q%) =0=| Qr = wop.
R (- 02)

4) CIRCUIT OSCILLANT EXCITE PAR UN GENERATEUR

.1 Soit le circuit excité ci-contre. F(t) = Eycos Ot
1.

Trouver I’équation du mouvement de la charge ¢ A\ |
circulant dans le circuit a ’aide de la loi des mailles. |

|
Trouver a l'aide de la représentation complexe la solution R C
L

permanente. (Préciser son amplitude réelle A et sa phase ¢.)

. Donner la pulsation de résonance Qp. @(t) .
. Donner les pulsations de coupure (.1, 2., et déduire I

la bande passante A < wq.

R =209, C = 1uF, L = 5H.

Solution : .
1. La loi des mailles nous donne ugp+uc+ur= E(t) = Ri + % + L% =E(t) =
- R 1 Eo
q +Zq + 0= Tcoth.
S o, R, 1
2. L’équation est de la forme q +2Aq +wgq = (E,/L) cos(2t. A= 31 W= 1o

3.

4.
5.

La solution permanente est ¢ = A cos(2t + ¢). Utilisons la représentation complexe pour trouver A et ¢:
(Ey/L) cosQt — (E/L)ei™
q = Acos(Qt + ¢) —q=Ael".

, - oA ; ; Ey/L
On Obtlent _QZAejSlt —|—2)\]QA6JQt _|_ W(%Aejﬂt — (EO/L)EJQt E A = UJ(Q)_W—HW.
Eo/L —220
L’amplitude est A= * | La phase est | ¢ = arctan ——.
2 2 2 2

\/(w% —Q2)° 44X°02 wj —
La pulsation de résonance (pour % =0) est ‘ Qp = \/w% —2)2. ‘
LOI‘Sque AL wo: <P> = <P>2max pour ’ ch N wo — A. Qc? ~ wo + A. ‘ = ’ B = Qc? — ch =2\

A.N: Qr =447 2rad/s. B =4Hz. Le facteur de qualité est Q =wo/B ~111,8.
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4.2 Soit le circuit excité ci-contre. E(t) = EjcosQt
1. Trouver I’équation du mouvement du courant i
circulant dans le circuit a ’aide de la loi des mailles.

2. Trouver a l’aide de la représentation complexe la solution L
permanente. (Préciser son amplitude réelle I et sa phase ¢.)
3. Donner la pulsation de résonance p.
Solution :
1. La loi des mailles nous donne E(t) = uR +uc +up =
di
= Ri L2~ pu
i+ = C +Lo (1)
idt di
— Ri+ % + L2 = E(t)
Cette équation est dite intégro-différentielle car elle contient une intégrale et une dérivée.
Pour nous débarrasser de l’intégrale, nous devons dériver toute l’équation:
di i d*  dE(t) i Rdi 1 —QF,
— Ri — [ — = —7 | — —_— —_— = 0 g
dt+C’+ p7o) It 7 +Ldt+LC 7 sin Qt.
2. L’¢quation est de la forme ¢ @ +2)\dZ + w3i = =0 5in Ot A=£ wi=4s

La solution permanente est ¢=1I sin (Qt + ¢). Utilisons la représentation complexe pour trouver I et ¢:

—QF, .
O sinQt —s i
i=Isin (Qt + ¢) — i=LeI*™.

' ) ) . . *QEO . *QEO/L
On Obtlent 792l6‘79t +2>\]Ql€ﬂgt +wgl€]Qt — Te]Qt E l = UJ(Q)_W—HW

QEy/L 230
\/(wg B 92)2 202 Sa phase est | ¢ = m — arctan W.

I =

L’amplitude du courant est

3. Attention: La formule du cours (g = \/w — 2)\2) ne s’applique pas directement pour cet exercice

car au numérateur de l'amplitude I nous avons aussi la pulsation 2. Qg est donnée par
[2(w3-92)" +822024+402 (w3 —0?)-83202| Bo/L

00— [
2[(w3-02)® +4A2Q2]3/2 0 20

ol __
2q =0

ENTRAINEMENT SUR LE CALCUL DE LA PHASE

SiZy=x1+jy1, 22 =22+ jys Alors tan¢, = LAl = ¢, = arctan — g , tan ¢y = vz = ¢y = arctan 22
T T T2

T2
Z
La phase de =L est ¢ = ¢, — ¢o = arctan A arctan 22,
ZZ T To

Exemple: Trouver la phase de chacune des amplitudes suivantes

2 -5 33 —27 1+ QFy/a

DA- T Dam i V- 94- T 9A- I 04 it
A=, /e gy 4 % o) A=, IS/ gy g DTIOFa

wh — 22 4+ j20Q wh — 2% 4+ j20Q wh — Q22 + 720Q wj — 22 + 7200
Réponse
1) ¢ = arctan  —arctan} =0— 2 = —Z. 6) ¢ =0 — arctan wgi%z = arctan w_gQ_’\éZQ.
2) ¢ = arctan - — arctan % =r—-Z=25 7) ¢ =7 — arctan wgi%z.
3) o= zaurctaun§ - arctan’Tl =Z4+I= ?jf. 8) ¢ = § — arctan EA%Q.
4) ¢ = arctan 2 — arctan 5t = F + T = -7, 9)¢—;—arctan 2%2
5) ¢ = arctan  — arctanﬁ =1 10) ¢ = arctan O/a — arctan wg’l%g.
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