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&xercice @

Donner la nature des séries numériques suivantes.(Noté sur 6 points, 2 points pour chaque
série).

= . cos(nm) = (=1 —
1 . . .
Yoo (1) 2 2

Solution de ’exercice N°1 :

1. Nature de la série

Soit u, = sin (1 + —

divergente.
2. Nature de la série

Méthode 1.

1 n
Soit u,, = ———, on a alors |u,| =
n+er

(=D"

n +emn

1 1 1 1\"
< — = (—) = v,,. Comme

:|n—|—e”|:n—|—e"_e" e

v, est une suite géométrique de raison (1/e) < 1, alors la série (Z vy, | est convergente, d’ou

la série ( E un> est absolument convergente, donc convergente.

Méthode 2.
Montrons que la série donnée est une série alternée convergente.

1. 11 est facile de voir que lim |u,| = lim =0
n—-00 n—soo N, + "
2. Montrons que le terme général est décroissant, pour cela proposons deux méthodes.

1 —1—e®

e La fonction f(x) = a pour dérivée f'(r) = ————= < 0, f est donc décroissante

T+ e® (x4 ev)
Vz € R. Il en est de méme donc de la suite |u,| = —, notre série est donc convergente.

n+e
e Ou autre méthode, un calcul direct donne,
1 1 —1—e(e—1) ,

[Ups1| — |un| = - = < 0. (|un|) est donc une suite

n+1l+ertl n4er  (n+14erth)(n+en)
décroissante, notre série est donc convergente.

On pouvait montrer aussi que la suite v,, = ﬁ est croissante, les calculs sont plus faciles.
Un
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3. Nature de la série

= nl
n=1
) n!
Soit Uy = W
1. Premiére méthode :
Unp1  (n41)! n*tn (n+ 1)n! 2o\
U,  (n+1)20)  pl T (pD2(n4+1) 0l \n+1
2 n 2
1
() () = (-2 - 1.(1/ ).
n+1 n+1 n+1 ( 1) n—00
1+ —
n
. . Unp+1 1 L.
Finalement, lim —— = o < 1, la série est donc convergente.
n—oo un
2. Deuxiéme méthode et c’est la meilleure : (Donnée par M. Bekki Ahmed).
n! n! 1.2.3...n o _nnn..n 1
un = = = =

2t g2 (nnn...on)n? o (nnn...n)n® n?’

( g —2) est une série de Riemann convergente, et par comparaison, la série donnée est aussi
n

convergente.

&xercice @

Donner le rayon, puis le domaine de convergence de la série entiére suivante.(moté : 1pt+1pt)

o)
x2n+1

o) = D2 (-1)"3; 1

n—=

Calculer (o(x))" ; puis donner sa somme. En déduire la somme de la série o(x).(noté : 1pt+1pt+1pt)
En déduire la valeur de la série :(noté : 1pt)

— (=1)"
2 on+1

n=0

En déduire le domaine de convergence et la somme de la série suivante :(noté : 1pt)
00 2n+1
x
x) = —_—
#() 7; 0" (2n + 1)

Solution de ’exercice N°2 :

o0 2n+1 o0 o
Soit o(z) = Z(—l)”;l e Zun =g Zun ()",
n=0 n=0 n=0

Posons 22 = t, et considérons la série E u, t", son rayon de convergence est :
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Un41 (=)™ 2n+1 2n+1
Un, 2n+1)+1 (=1 2n + 3
e La série est donc absolument convergente pour ¢ €] — 1, 1[; est divergente pour |¢| > 1.

Il en est de méme de notre série qui est donc absolument convergente pour z? €] — 1, 1[<=

x €] —1,1]; et divergente pour |z| > 1.

Finalement le rayon de convergence de la série en = est aussi égal a 1.

= lim

n—:aoo

e — = lim =1 < R=1.

n—:aoR

1
n—->00

Etudions la convergence aux bornes.

oo
. -nr .
Pour x = 1, on a la série alternée E ! qui est convergente, car son terme général tend

02n+1

1
c’est un terme décroissant.
2n+1
Pour z = —1, il s’agit de 'opposée de la série précédente, (c’est a dire que la série donnée est
impaire par rapport & x ), donc aussi convergente.

vers zéro, et en valeur absolue (

En conclusion, le domaine de convergence de la série est A = [—1,1].
00 x2n+1 ! o0 x2n+1 ! o0 xQn
ctnr= (Sra) =% (Fra) = S g
r_ —1)" 2n _ _ 2\ — )
(o) = 31 = D) = o =
. : dx
Par intégration, on a o(x) = / i Arctgz + C.

Remarquons que 0(0) =0, d’ot 0 = Arctg0+C < 0=0+C < C =0.

Finalement o(z) = Arctg .

& (- ”
L leur de la sé t d 1) = Arctgl = —-
a valeur de la série T?:O om 41 5t dome o(1) retg 1
En procédant de fagon identique, le domaine de convergence est A =] — 3,3
/
0 x2n+1 00 xQn 00 xQn 0 .TQ n 1
P ! __ — — — — .
En dérivant on a, (QO(ZL')) = <nEO m) = 2 9—n = £ 37 = nEO 5) = L x_2

Par intégration, on obtient

d d(z/3 dt 1+t
)= [y [y [ g [T
- e i
9 3

Finalement, on trouve aussi que C' = 0, et donc;

3+x 3 3+
Vz €] — 3,3 —3Log 4/ =2L :
v €] -3,3[ o) 0gy/3— = 5Log—

1+1¢
1-1

(Remarque : la fonction Log est aussi notée Argtht.)

3] J%'LEzZZ%ﬁﬂWZ
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&xercice @

Soit f une fonction 2w —périodique, et telle que :  f(t) =% —t* si |t] < .

1. Tracer le graphe de cette fonction sur au moins deux périodes.

2. Déterminer les ceefficients de F ourier associés a f.

3. La somme de la série de F ourier associée o f sera notée f(t).
Calculer f(3), f(24m +7) et f(167).

4. Calculer les sommes suivantes :
o

— (=1 1
=3 B=2
n=1

n=1

v

. Que vaut f(t) pourt € [x,2x]?
Solution de I’exercice N° :3
f étant une fonction 27-périodique. C’est une fonction paire, continue pour tout x € R. Elle

admet en chaque point une dérivée a droite et une dérivée a gauche. Elle admet un développe-
ment en série de .#ourier.

e 1. Graphe de f; (notée sur 1 Point).

=72 — (t+27)?
Yy ( ) 2 yzﬁz—tz

y=m72—(t —2m)?

-2 —T 0 T o 3T

F1G. 1 — graphe de la fonction y = f(t) sur trois périodes.

e 2. Calcul des ceefficients de Zourier de f.

f fonction paire donc,b, = 0 Vn € N. (notée sur 0,5 Point).
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2 [T 2 [T 4
Ona:ay= / f(t) —/ f(t)dt = —/ (72 — t%)dt = §7r2, (notée sur 1 Point).

Onaa, = - f( ) cos(nt)d / f(t) cos(nt)d _ 2 / (72 —1?) cos(nt)dt =

(notée sur 1 Pomt)

e 3. La série associée a f est donc; (notée sur 1 Point)

- % + ;an cos(nt) = —7T + Z cos(nt).

(Remarque : Comme f est continue sur R, alors f(t) = f(t) ¥t € R.)

On a, (notée 1.5 points, soit 0.5 Point par réponse exacte).

(3)=f(3)=n"-9, car 3 € [—m, 7.

4(—

n

1)n+1

2

f(3
f(247r+7) f()=f(7T—2m)=7?—(T—2m)? = -3+ 287 — 49, car 7— 27 € [-7, 7.
f

(167) = f(0) = 72, car 0 € [—m, 7).
e 4. Sommation des séries, (notée 1 Point, soit 0.5 Point par réponse exacte).

Calcul de A, faisons t = 0 dans la série de % ourier,

n+1 2

f(0) == ——w +Z = 37 +4A.

1)n+1 _ 2

12

2
D’ou 4A = 72 —gw — A = Z

Calcul de B, faisons t =7 dans la série de .Fourier, <on sait que cos(nm) = (—1)”) ;

; 2 5, AT 2,
f(ﬂ')zozgﬂ' +; 2 (—1) :gﬂ' — 4B

PN 22 > 1 v
D0u4IB%:§7r <:>]B%:Zﬁ:_.

e 5. Valeur de f(t) pour ¢ € [r,27]. (notée 1 Point).

Pour t € [1,27] <=t — 27 € [-7,0] C [—m, 7], d’ou 'on obtient,

ft)=ft—2m) = f(t—2n) =a° — (t — 2m)? = =30 + 4nt — 3, pour ¢ € [r,2n].

?



