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Enoncé

Exercice 1 : Soient p et ¢ deux propositions simples.
En utilisant les regles logiques, simplifier la proposi-
tion composée :

ADV @AV (DAG.

Exercice 2 : Via un raisonnement par récurrence, mon-
trer que (4™ — 1) est divisible par 3 pour tout n € N.

Exercice 3 : La relation binaire suivante est-elle une
relation d’équivalence dans N 7?7

a,beN aRb <= dneN a—b=3n.

Exercice 4 : Soit 'intervalle I,,, de R définipar: I, =

{xeR/ |z—1] <m?} ou m e R.

1. Ecrire en extension l'intervalle I

2. Expliciter les intervalles I_1, Iy, I1 et I ;
3. En déduire ’ensemble Is "N ;
4

. Déterminer les valeurs de m pour que I,, C
[_37 2] ;
5. Existe-il m tel que I, N [—3,2] = 0.

Exercice 5 : Soit le polynéme :
P(x) = 2° — 2% — 923 + 132% + 82 — 12.

1. Calculer P(—

2. Déterminer Q(x) le quotient de la division Eu-
clidienne de P(z) par (22 —1);

3. Vérifier que 2 est racine de Q(x), puis factoriser

1) et P(1), puis conclure;

Q(x) viala méthode des coefficients indéterminés ;

4. En déduire une factorisation en éléments simples
de P(x).

Réponse

Solution 1 : Simplifions ’expression suivante :

AV (pAg)V(PAG)

A VPNV (HAG)

[(pAGV(pAQ]V(PAG) (car V associative)
[PA(GVq)]V(pAG) (A distributive par rapport a V)
(pANO)V (pAG) (car ¢V q = 6 tautologie)

pV (pAG) (car p A6 =p, 0 neutre pour A)
(pVP)A(pVq) (V distributive par rapport a A)
OA(pVq) (car pVp=90)

pV G (car 6 neutre pour A)

D’ou, la proposition

AV PA)VEAD=pVG

Solution 2 : Montrons par récurrence que :

Yn e N, 4" —1 est divisible par 3.

c’est-a-dire,
VneN, dkeZ 4" —-1=3k.

Vérification : Pour n =0 on a 4% —1 =0 = 3(0).
La propriété est donc vraie pour n = 0.

Hypothése de récurrence : Supossons que la propriété
est vraie a 'ordre n, c’est-a-dire,
Jk € Z tel que 4" —1 = 3k.

Démonstration : Montrons que la propriété est vraie
a lordre (n + 1), c’est-a-dire,

3k € Z tel que 4"t —1 =3k
gl —1 = 4471
= 4(3k + 1) -1
= 3(4k) +
= 3(4k: + 1)

avec k' =4k +1€Z

Conclusion : Vn € N, 4™ — 1 est divisible par 3. m

Solution 3 : Soit la relation binaire :

a,beN aRb <— dneN a—b=3n.

R n’est pas une relation symétrique dans N est par
suite, elle n’est pas une relation d’équivalence dans
N. En effet, si pour a,b € N, aRb alors dn € N tel
que a — b = 3n, et par suite b — a = 3(—n).Ce qui

implique qu’on a pas b R a puisque (—n) ¢ N. [ |
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Solution 4 Soit I'intervalle I,,, de R défini par : Donc,
_ 3 2
In={zcR/ |z—1 <m?} ou m € R. Q@) =2"—2" -8z +12
1. Ecrivons en extension l'intervalle Iy - Ainsi,
I, = {zeR/ |z—1]<m?} P(x) = (2® —1)(2® — 2® — 8z + 12).
= {reR/ -m?<z-1<m?}
= {zeR/ 1-m?<z<1+m?} 3.
= [1-m214+m?. Q2)=2-22-8(2)+12=0
2. Explicitons les intervalles I_1, Iy, I et I : Donc, 2 est bien une racine de Q(x).
§_1 i H : (1)’ 1 i H i [{01’}2] Factorisons Q(x) via la méthode des coefficients indéterminés :
1(1) B - 1’ 14 1] B 0,2] on remarque que deg(Q(z) = 3 et et Q(x) est divi-
B ’ - ibl —2). A di
L = [1-41+4 = [-35] sible par (z — 2). Autrement dit,
3. LNN=[-3,5NN=/{0,1,2,3,4,5}. 3Q1(z) € R[X], Qi(z) = ax’+bz+c(a,b,c €R et a #0)
4. Déterminer les valeurs de m pour que : tel que,
Qr) = (r = 2)Q1 ().
I, C[-3,2] o
Ainsi,
I,C[-3,2] & -3<1l-m?etl+m?2<2
& m?<detm?<1 23 — 2% — 8z +12 = (z — 2)(az’® 4 bz + ¢).
= m2<l
& m| <1 De facon directe, on peut montrer que
& —1<m<1
& mel-1,1]. a=1 e c¢c=—6.
5. Il n’existe aucune valeur de m telle que Reste & déterminer b.
InN[=3,2] = 0. 23— -8z +12 = (v—2)(ax?®+bx+c)
En effet, = (v —2)(2® + bx — 6)
= 234+ (b—2)2% - 2b)z + 12
I,N[-3,2]=0 < 1+m?< —3oubien?2<1—m? z° +( )27 = (6 + 2b)a +
« m? < —4 oubien m® < -1 Par identification des coefficients des deux polynomes,
et dans les deux cas c’est impossible. [ | on trouve :
Solution 5 : Soit le polynéme { g;;b:_;l . _—
P(z) = 2° — 2% — 923 + 1327 + 82 — 12. -
1. Ona: Ainsi, Q1(x) = 22+ — 6 et par suite,
P(-1) = -1-14+9+13-8-12 = 0 - 2
P1) = 1-1-9+13+8-12 = 0 Q) =(z-2)(@" +z-6).
P(z) est divisible par (z + 1) et par (z — 1). Donc, En calculant le discriminant de Q(z) = 0 (A = 52),
P(z) est divisible par (2 — 1) = (z + 1)(x — 1). on trouve que 1 = —3 et 9 = 2 sont deux racines

de Q1(z). D’ou,
2. Déterminons Q(z), le quotient de la division Eu-
clidienne de P(z) par (2% —1) : Qi(z) = (z —2)(z +3)

et par suite,

25— 2% — 923 + 1322 + 8z — 12 2 -1
a5 + a3 P22 —8zx+12 Q)= (x—2)(z+3)(z—2) = (z—2)*z+3).
—z* — 823 + 1322 + 82 — 12
x4 — 2 4. On déduit que :

3 2
89683w_48—;2$ + 8x — 12 Plz) = (x2 C Q@)

2

92 =12 = (z—-D(x+1)(z—2)(x+3)m
—122% 4 12

0




