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Le contenu du présent polycopié correspond
N au contenu des diapositives présentées en
'6 cours. Ils ne contient que les définitions et
g. résultats principaux du cours.
‘g Ce polycopié contient les outils de base de
£ l'analyse fonctionnelle : limites, continuité,
:g dérivabilité et développements limités. Des
~ notions simples, précises et rigoureuses
g permettant aux étudiants dacquérir une
. bonne formation mathématigue nécessaire
N pour explorer avec profit le vaste domaine
Qo (I des technigues économigues.
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*t*‘:# 3’: Etude d'une fonction numérigue a une seule variable réelle
Chapitre T
N P RN
(7Y Chap/fre IT Limites et continuité
Q
g. / C'hap/'fre IIT Dérivabilité et applications
=
g L'outil développement limité
‘Y
e
S Ces notes de cours sont issues de |'enseignement du
§. Module 6 / Méthodes Quantitatives I / Mathématigues I
g
N




¢ ‘4% Chapitre T :
N Y Limites et continuité des fonctions numériques d'une seule variable réelle
g_! 3

Généralité sur les fonctions numériques
> Limite d'une fonction numérique
Limite finie d'une fonction quand la variable tend vers un nombre fini
Limite infinie d'une fonction quand la variable tend vers un nombre fini
Limite a droite et limite a gauche
Limite finie d'une fonction quand la variable tend vers l'infini
Limite infinie d'une fonction quand la variable tend vers l'infini
Propriétés des limites
Formes indéterminées
Qpérations sur les limites
Etude des asymptotes et des branches infinies
Fonctions négligeables, fonctions équivalentes, quelques équivalents usuels
tinuité d'une fonction numérique
Fonction continue en un point
Fonction continue sur un intervalle
Fonction discontinue, cas de discontinuité
Prolongement par continuité
Régles opératoires sur les fonctions continues
Fonctions monotones
Propriétés des fonctions continues sur un intervalle
Propriétés des fonctions continues strictement monotones sur un intervalle
Fonctions réciproques

> Fonctions logarithmiques et exponentielles
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5 Dérivabilité des fonctions numérigues et applications

f_-—_N% . )
i ,%3 ¥ Chapitre II :

Introduction
Fonction différentiable en un point

v

Fonction dérivable en un point
Interprétation géométrique de la dérivée

Y vV

Dérivée a droite et dérivée a gauche
Dérivabilité et continuité

ques I

Dérivabilité sur un intervalle

(7

f

Opérations sur les fonctions dérivées

Y vV

Dérivée de la fonction réciproque
Dérivées successives

Formule de Leibniz

Les fonctions circulaires

e

ema
v Vv

v v

Sens de variation d'une fonction dérivable sur un intervalle

Math

Points extremums, points d'inflexions, convexité, concavité

Théoréme de Rolle, généralisation du théoréme de Rolle

v v

Théoréme des accroissements finis
» Inégalité des accroissements finis
> Formule généralisée des accroissements finis

MQI

Wy
Y Chapitre III :
M e s i s
g L'outil développement limité
Introduction
>  Formule de Taylor
v Formule de Taylor-Lagrange
v Formule de Taylor-Young
v Formule de Mac-Laurin

I

'6 > Développ limité au voisinage de l'origine

S > Propriétés de développ t limité au voisi de l'origine
.v >  Développement limité a gauche et a droite de l'origine

..: > Développement limité au voisinage d'un point quelconque
S >  Développ it limité au voisi de l'infini

E > Calcul des développements limités

\N >  Opérations sur les développements limités

.: >  Développements limités généralisés au voisinage de I'origine
~ >  Développements limités usuels au voisinage de l'origine
g > Applications des développements limités

v Prolongement par continuité d'une fonction

Dérivabilité d'une fonction

Calcul des dérivées successives d'une fonction en un point
Extremum d'une fonction

Position d'une courbe par rapport a une tangente
Recherche des équivalents

Calcul de limites

Etude des branches infinies

MQI
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» Régle de 'Hospital
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Chapitre I

I

\

ques

v

On va dans ce premier chapitre revoir et

r

approfondir les techniques d'étude des fonctions

ema

7

numériques d'une variable réelle vues d'ores et déja

Math

en terminale :

limites et continuité d'une fonction numérique
d'une seule variable réelle

MQI
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bl % Définition d’une fonction:  f:E —F estune fonction de E vers Fsi :
£

Vxe E 3Qauplus yeF telque f(x)=y

Si y existe et est unique, fest dite une application de E vers F.
by E: ensemble de départ de f
7 image de x par f

F : ensemble d’arrivée de f

x : la variable ou encore I’antécédent de y par f

Vs E cR et F cR festdite fonction réelle d’une variable réelle ou tout simplement
N}
foncti éri d’ iable réelle. O t
.9 une ronction numerique d une variaole reelle n note f . E > F
~
S x = y=f(x
E
S . b e o B¢ E_L F
-k N/ N/ N/
$ ] ] T
g fy n’est pas une fonction /, est une fonction f3 estune fonction
§ f, n’est pas une application Jf>n’est pas une application f; estune application
Prof. : Amale LAHLOU Semestre S,/ Module 6 / Méthodes Quantitatives T Diapositive 9

e
% Soit f:E — F une fonction de E vers F. On appelle :
X% Domaine de définition de f , 1’ensemble : D, ={xeE / f(x)existe} cE

Image de f , I’ensemble :

Im( f) =f(E)={f(x) / xeE}
={yeF / 3xeE f(x)=y} cF

Graphedef,l’ensemble:(;,={(x,f(x)) /! xe D,} c EXF

Soit la fonction numérique :

f: R - R S (x)
x b y=f(x)=vVl-x
G

D,={xeR / 1-x20}=]-w,] f\n

MQI :Mafhe’maﬁques I

Im(f)={peR / Trelwl] y=vi-x}=R: o ¥
G, ={x.v)e FollxR™ 1 y=vi-x}
= {(xm) / xel oo,l]}; oo dJxR*
Prof. : Amale LAHLOU Semestre S,/ Module 6 / Méthodes Quantitatives I Diapositive 10

«(.d-g

b‘ » On désigne par R” P’ensemble des fonctions numériques définies sur E ¢ R
L‘! P » On munit RZ par trois lois de composition interne :
(f +eXx)= f(x)+g(x)
Vf,ge R*, VAeR (fxg)x)=f(x)xg(x)
P F O Xx) = Af (x)
w > Vxe E, gx)#0 = [ J(x)
g(x)
> Soient fe R*, ge R" avec F ¢ f(E)
On appelle fonction composée de g et f la fonction notée g o f € R® définie par :
(gof)0)=g(f(x)
N.B.:En général fog=#go f
» On définit sur R¥ la relation d’ordre partiel £ (compatible avec les lois + et x) par :

Vf,geR! (f<g o f(x)<g(x) VxeE)

es I

athématigu

§_ > Soit feRE festbornéesurEssi 3JA€R*:, Vxe E \f(x)\ <A
N ssi: fest majorée sur E (e, AM € R, Vxe E f(x)<M)etfest minorée sur E
(ie,ImeR, VxeE m<f(x))

§ Exemples : ‘cos(x)‘ <1 ‘sin(x)‘ <1

Prof. : Amale LAHLOU Semestre S,/ Module 6 / Méthodes Quantitatives I Diapositive 11

—- ?, Parité et périodicité des fonctions :
SivxeD,, l(2a -x)eD,et f(2a-x)= f(x)] alors, G ,est symétrique par rapport a I'axe x=a.

Cas particulier, si a=0, fest d_ite paires o e
..... r— 5
Exemple : i i j—
cos(—x) = cos(x) e, i
2a—x 0 -, tr X -x % / x

Si vreD,, l(2a x)eD, e fQa-x)=2-f(x) lors, G est symétrique par rapport au point de
coordonnées (a,b). Cas pdruouller si (a,0)=(0, O)_,_fesl dlte impaire.

Exemple :

sin(—=x) = -sin(x),

o e,

tan(-x) = —tan(x) 2amx 0.4

sATeR VxeD, (x+TeD, e f(x+T)=f(x)) alors, fest dite périodique.
Si T est une période de f alors kT est aussi une période deYk €Z La période de fest la plus petite
période strictement positive de f.

Exemple :

I :Mafhémaﬁques I

sin(ax +b +%n) = sin(ax +b), cos(ax +b+ &1:) = cos(ax +b),
a a :

g tan[ax +b +£n) =tan(ax +b) keZ
a

§ Exercice : Montrer que  f(x)=x—E(x) est périodique de période 1.
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-' % Fonctions monotones :
Définitions :
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle 1.
» festcroissante sur I si, ,/_/ /
x, <x,=> f(x))< f(x,)

Vx,,x,el X , | ;
H » feststrictement croissante sur I si, ETET R
(7Y Vx,,x,el x, <x,= f(x)< f(x,)
Q) > festdécroissante sur I si,
S Vr,x,el x, <x,= f(x))2 f(x,) \ \
'E. » feststrictement décroissante sur I si, — ] —
§ Vr,x,el X, <x,= f(x)> f(x,) ' T
E » fest constante sur I si,
‘0 dkeR, Vxel f(x)=k
& > festmonotone sur I sifest croissante ou décroissante sur I
"S » fest strictement monotone sur I si f est strictement croissante ou strictement decromame sur |
§ NB. : Si on note T, M alors fest croissante (resp. décroissante) ssi
X, —Xx

2 1
Vx,,x,el T, 20 (resp. Vx,,x,€1 T,<0)

Variation d’une fonction numérique :
Etudier le sens de variation d’une fonction numérique définie sur un intervalle I, c’est chercher les
§ sous intervalles de I sur lesquels la fonction est croissante, décroissante ou constante.

QI
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4 Nous considérons dans toute la suite que des fonctions numériques d’une
variable réelle.
Quand on parle de limite d’une fonction fen un point x, € R, on suppose toujours que
D, contient un intervalle ouvert de la forme ou de la forme
N ]fro,b[ avec x,<b oules deux 2 la fois.

# =y
i% Limite d’une fonction :

kox,[ avec a<x,

u De méme, quand on parle de limite de fen +o (resp. —e0) on suppose que D,
S contient un intervalle de la forme },,4..”[ (resp. ]_w,ab
On utilise souvent la notion de voisinage centré en x,, noté Vix,)=lr,—e,x, +&[ (€>0)

.

atig

On introduit souvent la phrase : « f définie au voisinage de x, sauf peut étre au point x, »
‘O et qui laisse entendre que f(x,) peut ne pas exister (i.e., x,eD,

m

La notion de limite est une notion locale. Pour définir la limite de fen x, il faut et il suffit
que f'soit définie au voisinage de x, sauf peut étre en x,.

Math

Remarque :
N Soit f(x)=+/x(x = 1), D, =[1,4+0[U{0}

festdéfinieen O (i.e., 0 D, ) mais fest non définie au voisinage de 0 (D; ne contient
§ aucun intervalle contenant 0)

Q
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Limite finie d’une fonction f quand la variable tend vers un nombre fini :

i —. % /f une fonction numérique définie au voisinage de x, (fini ou infinie) sauf peut étre en x,,

Définition :| — =
fadmet comme limite /e R quand x tend vers X,€ R si:

— ve>0 >0 (vxeD, er0<|x—x/<n = |f(x)-] <)

On &erit : lim f(x)=1 ou limf =1

ves I

rrespondance d’un nombre positif assez petit g > (), il est possible de déte

un nombre réel positif 1> 0, tels que pour toutes les valeursx € D, différentes de x,
vérifiant ‘x X,y| < Ton obtienne : ‘f(x) - 1‘ <e

7

r

7

ema

Pour montrer quelim f (x) =1 il faut déterminern> 9 pour un€ > 0donné.
T,

$0<\x—xo\<n = x#EX et X, -N<X<X,+7 l”fJ

g = x;&xnetxe]xo_n’xo"'n[ ‘ —

S |[fo)-l<e = I-g<f(x)<l+e l-er o F
= f(x)el-sl+ef Nt

N
Sf{x) est aussi proche que ’on veut de la limite / a condition que x i
soit suffisamment proche de x,

MQI
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=y
?'.! Exemples : Soient f(x)=3x+1 e g(x)=2x"-x+1
PR 1) Montrer quelxi_xfl)f(x)=4. Soit €>0, 3I?N>0

If(x)-4]<e = Pr+l-d<e = Pr-3l<e = \x-1\<§
Donc,ao << ;ET pourlequel‘x_1‘<n = ‘f(x)—4‘<e

I

) 2) Montrer que lim g(x) =2. Soit €>0, I?N>0

N 2 2
g g(x)-2<e = Px’-x+1-2<e > [2x’-x-1<e = [r-1|2x+1|<e
'_.: On prend ‘x—1‘<1 ce qui implique ‘2x+1‘<5

Rx+1<5 = Px+ilx—-1]<5x-1<e ainsi \x-1\<§
1l suffit de prendre : [ —=1/<1 e [x-1<e/5

7

ema

. e
Doncd 0 < m < inf {?vl} pourlequel |x—1j<m = |g(x)-2|<e

Remarque :
v" On suppose la limite connue dans la définition

Math

Théoréme : (unicité de la limite)

“ La limite lorsqu’elle existe est unique. “

MQI

Preuve : sera traitée en cours magistral.
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el oo o 5 5 . . o
4 ~A- %  Limite infinie d’une fonction f quand la variable tend vers un nombre fini :
,;'-’ Définition :

lim f(x)=w & VA>0 >0 (VxeD,er0<x—x|<n = [f(x)>4)

xo>xy

f(x) est aussi grande que 1’on veut si x est suffisamment
proche de x,, des deux cotés et distinct de x, .

fx)>A = f(x)>A ou f(x)<-A
lim f(x)=—0 & VA>0 3n>0 (vxeD,er0<|x-x[<n = f(x)<-4)

x> xy

-fix) est aussi grande que I’on veut si x est suffisamment proche dex, des deux cotés et distinct dex, ‘

lim f(x)=+0 & VA>0 3n>0 (VxeD,e0<fr-x|<n = f(x)>4)

’ flx) est aussi grande que I’on veut si x est suffisamment proche¥de  des deux cotés et distinct e ‘

Exemple : Soit f(x)=£, xeR", lm f(x)=eco
X

>4)

Soit

Q I :Mathématigues I

A>0, 37n>0 [xeR‘, 0<[x-0/<n :>‘E
X

§ Comme | 2] SA> ‘x‘< i: ‘x _0‘< 25 suffit de prendre n < 2
x A A 4
Prof. : Amale LAHLOU Semestre S,/ Module 6 / Méthodes Quantitatives I Diapositive 17

|F N%
ST Y Limite a gauche Limite a droite
td
limf()=limf(x=} < limf()=limf(x)=l, <
- = e =y 2
<% oy

Ve>035>0(vre D, etx,—n<x<x, =| f()—I| <& || Ve>0an>0(wre D, et x, <x<x,+11={ (1)L <)

1= o

Slx) est aussi proche que I’on veut de la limite fix) est aussi proche que I’on veut de la limite

1; si x est suffisamment proche de x, et strictement]
inférieur a x,

1, si x est suffisamment proche de x, et
strictement supérieur a x,

atiques I

Si pour f, la limite a gauche et la limite a droite de x, existent et sont égales, alors f admet une limite
au point x, et on écrit : lim f(x)=lim f(x)= lim f(x)
X x, x5 xg xoxy

xq

() est aussi proche que 1’on veut de la limite [=I;=, si x est suffisamment proche de x, des
deux cotés et distinct de x,

Mathém

Remarque : Si [, et ], existent et [, # I, alors f n’admet pas de limite au point x, e
Se Exemgles:f(x)=ﬂ, xeR*, x,=0 D,=R' —
N
H On remarque que X, &€ D, donc fest non définie au point x;. —_—
x 1 si x>0 li = lim 1=1
Q soo= s . Jim, £ ) = tim,
x -1 s x <0 ) .
§ D’ ou IxiTu Jf (x)n’existe pas. On dit que f présente un saut au point x,=0 Xll_’mu_ f(x)= 31_13_(-1) =-1
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oy
'—;Ej. % Limite finie d’une fonction f quand la variable tend vers Uinfini :
Ld

i Définition :

fapour limite ¢ R quand x tend vers o (Ou encore ‘x‘tend vers+ 0 ) :

Jim f()=leR & Ve>0 3B>0 (vxeD, etlx]>B = |f(x)-1<e)

[ —

:t/es'0 I

S(x) est aussi proche que 1’on veut de la limite / si ‘x‘ est suffisamment grande.

(x| > 400 & x > 0 0u x > +e0) et (x|>B= x>Boux<-B)

lim f(x)=IeR &Ve>0 B>0 (VreD,etx<-B = |f(x)-I<e)

l Sf(x) est aussi proche que 1’on veut de la limite / si x est suffisamment petit H

I :Mathémati

lim f(x)=IeR &Ve>0 B>0 (VreD,etx>B = |f(x)-I<g)
X—)+o0

g l flx) est aussi proche que 1’on veut de la limite / si x est suffisamment grand l

Prof. : Amale LAHLOU Semestre S,/ Module 6 / Méthodes Quantitatives I Diapositive 19

Wy
-{53 ?'; Limite infinie d’une fonction f quand la variable tend vers linfini :
POy -
= Définition :
Jim f(x)=e & VA>0 3B>0 (vxe D, et|x|>B = |f(x)>4)
| X|=>+o0

|

I

Ifix)! est aussi grande que 1’on veut si lx| est suffisamment grande

"
S

S8 lim f(x)=+o & VA>0 3B>0 (VxeD, et x>B = f(x)>A4)

D Py

) ’ fx) est aussi grande que 1’on veut si x est suffisamment grand ‘TL

lim f(x)=4 ©VA>0 3B>0 (VxeD etx<-B = f(x)>A4)

ema

\

:.S ’ flx) est aussi grande que 1’on veut si x est suffisamment petit ‘
Q

§ lim f(x)=—= ©VA>0 3B>0 (VxeD,etx>B = f(x)<-A)
ss ’ -f(x) est aussi grande que I’on veut si x est suffisamment grand H

lim f(x)=—w & VA>0 3B>0 (VxeD,etx<-B = f(x)<-A)

’ -f(x) est aussi grande que I’on veut si x est suffisamment petit ‘

MQI

>
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W -y
% Exemples : _
L 1. Soit f(x)=——, xeR", quand [x| = 40, 1=0
x

lim f(x)=0"
‘l‘lm f(x)=0 e mieux encore xli-;n-f(x)=0'
X =) 400

H Soit €>0, 3I?B>0 [VxeR', ‘x‘>B :‘;2_0<£)
x
173
g Comme ‘3<a=>\x\>§ il suffit de prendre B 2 %
X

-s’ X = 4o ‘x‘:x et x > 2/¢
~ X = —oo ‘x‘:—x et x < —2/¢
S 2. Soi -2x i lim f(x)=+o0

. t = = t el
\% oit  f(x) 3 Mlm f(x)=oc et mieux encore llm f(x)-—eo
N Soit4>0, 32850 (xeR, lx|>B a‘%"nﬂ]
Q

Comme 2%>A:>M>% il suffit de prendre B 2 34
= X > 4o, fx|= x et x> 3A/2
H X o —oo , ‘x‘:-x et x < -3A/2

g Remarque : Les fonctions x - cos(x), x> sin(x), x> tan(x) n’admettent pas de limites

I

au voisinage de I’infini.
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oy ¥ Propriétés sur limites :
> wxeVix) f(0<g(x) = lim f(x)< lim g(x)

lim f(x)=1leR
xox,
f  positive

120

A4

lim g(x)=—c0 = li_{nf(x):—eo

x-3xg

> lim f(x)=+40 = lim g(x)=+c
vxe V(x,) f(x)ggx) = [ s
» (Théoréme des gendarmes)Supposons que Vxe V(x,) h(x)< f(x)<g(x) alors,
lim A(x)=lim g(x)=! = lim f(x)=1I
» Sifestbornée etlim g(x)=0 alors lim f(x)g(x)=10
T, 'y

{\fm—l\sw)
>

1im g(x)=0 = Jm fGx)=I

> Sixli_'mx f(x)=1leR, Xll_'mx g(x)=1l'e R alors, lim Af (x) = Al (avec Ae R*)
lim f"(x)=1"(avec ne N*), lim f(x)+g(x)=1+1', lim f(x)xg(x)=1"

x> xy

> Changement de variable pour le calcul des limites : Si  im f(x)=y, et limg(y)=1

§ alors, llmg(f(x))— lim g(y)=1

y=f(x)

Q I :Mathématigues I

& \I‘}; Exemples :
“Ae :
+
i_ ‘_j 1) Soitf(x)=Los(X) On remarque pour X assez grand : < f(x)< x+1
x+

x+1

Comme Jim =1 _ jjm *+L_y alors, lim f(x)=1
ihte x 41 soie x4 1

I

w 2)  Soit f(x):xzsin(%). On remarque que xzsin(l) <x?
X
Q
omme limx* =0 alors, lim f(x)=

g C 2-¢alors, Tim f(x)=0

(Y x=0 x50

~

g Formes indéterminées : algébriques et exponentielles
‘Y

~E On dit qu’il y’a une Forme Indéterminée ou il y’a une indétermination dans les cas suivants :
Q
o 0

§ + o0 — oo, o 0_9 0 X oo, °°09 1=, 0°
e o

N.B.: 0 ™ n’est pas une FI

MQI

>
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Wy
?' Exemples :
lim Vx®—1-x =400 — o0
v P e
lim VxPo1 - x = lim_ VEEYER) Vs 1*")_ lim -1 =0-
bl («/x —1+x) it x —1+x)
L R
Yy odr-1 +e
S N ey s
x|(1- 1-
g. lim H lim Vx ) im */’1‘7=1
S x- ﬁul_l -t
S x’+lxl_0 * *
» lim ————— = —
g 0 xio x| 0
‘Q
~E llmx+|x| in Txl(xl+1)_ 202 S
g orxi-lxl A x 1 x 1=1) " soolx =1
S
> limo (Vi x =1)=ex0
llm m_ )=. (V1+x—1 «/1+x+1) 1 1

lim
x>0 xv1+x+1) 014+ x +1

MQI
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W=y )
sin( x)
A~
J\'.; > dim (141 =o'
> x> 00 x
sin( x) sin( x)n[1 1 sin{ ) In oy SnCx) e
lim (1+l) = lim e (4] 1 e 0y
x>0t x x>0 x>0
N > lim (1+7) =1*
+oo x

{g n(1e1)
S 1)* xln(lq’f) L L
Q. lim [1+— | = lim e = lim e ~ =e =e¢e
't X = deo X = oo X = oo
S
E > lim x*=0°
\N x=0
s }m‘xx=}m‘exlmx)=l
I
Se > lim x7F =400 ™" N’est pas une forme indéterminée

X0 4

lim x™* = lim e™""* =0
g X0 4 X 4
Prof. : Amale LAHLOU Semestre S,/ Module 6 / Méthodes Quantitatives T Diapositive 25

|F_-—_ N%
ﬂgkg ¥ Opérations sur les limites :
o~ - . .
*  FEtant données lim f(x) et ,h_.mx“ &(*) on détermine :

lim (Ag)(x), lim (f +g)(x), lim (fxg)(x) e lim [Lj(x)
2, <, o0, x| g

N lim Ag(x) lim (f +g)(x)
XXy X=Xy

) o) l + o0 [ — oo (7% e) I, [t [—e

g 0 FI F1 |l¥ colonne : xli_,“lﬂ f(x) 1, L+l, [+ |= o
-s’ A>0| Al |+ = |l*eligne: lim g(x) | +e |+ [+ | F

"6 A<0 Al — o0 |+ ! — o |- FI —
\E lim (f x Jim [LJ(")

Q Tim (f x g)(x) fm e
f e 06 | 0 [ 150 |10 [+ o0 [0 770 05 | 0 [ 1,50 [ 1,<0 [+ o0 [

S [of|ocfo]olo|rm|rm o | m | F oo o] o
§ o | oo |o|o|Fm|H o | F|F [ o |0 | 0| o

S lso] o o [ [ [+ |- 150 [+ o0 [—oo [0, |10, | 00 | O

N 1<0 | 0 | 0r [ 11, | L), [—eo [+ 1<0 oo [+oo |1 |1, | o | o
Q' +oo| FI | FI [+o0] —oofl+oo |- Yoot | —oo|too]—o| B | B
§ —oo| FI | FI |—o| +o0|—o00|+0o0 —o0 |—oo|+oo|=00 [+ | FI | FI
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. ‘% Etude des branches infinies :
"?-3' 5 On dit que C, présente une branche infinie si I'une au moins des coordonnées d’un point
# M du graphe’C, devient infinie, i.e., f(x) >%e0 ou x —>oo

Exemples :
Df(x)=x* admet une branche infinie en — oo €t 4 oo . En effet | l‘im xl =400
| X|—>+o0
R . 1 .
2) fx) —1 admet des branches infinies en— oo , en + oo eten 0. En effet, \,l\'_'.'}..; =0, lxl-l?ﬂ; =00

x
:}} _1 (1) n’admet pas de branche infinie en 0. En effet, |im Lo [ L) nexiste pas
Fx)=—cos X0 x x

ooy \x .
Direction asyinptotique :

La direction de la droite (D) passant par I’origine est dite direction asymptotique de C;si (D) est la

ques I

v

r

position limite de la droite (OM) quand le point M décrit une branche infinie de C;. Si M est
d'abscisse x alors le rapport S &) estle coefficient directeur de la droite (OM). D’ob, on étudie
X

im L) _
Recherche pratique des branches in[miefv?-

> lim f(x)=-eo C; admet une asymptote verticale d’équation y = X,

x>xy€R

7

ema

y=a

Math

1
Exemple : lim = oo
a1 x —1

A

»Au voisinage de 0@ , Cyadmet toujours une branche infinie .
» lim f(x)=beR Cf admet une asymptote horizontale y =5

16— +o0

MQI

>
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xoe X

Fom o LX) . _ . I
SEE % a) lim =a € Rilors, y = ax est une direction asymptotique de la branche infinie.
{_ _. el ¥

lim f(x)-ax =be R ladroite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a Cy.

3x 41+l
Exemple : m3x+l+too, lm>2F Y3 fmGre14+to3n)=1

v lim f(x)=-ax = ladroitey=axest une branche parabolique de (&

Exemple : lim 2x ++/x =+, lim 2oaifx
bR o M

2, lim 2x ++/x —2x = +eo

v’ lim f(x)-ax nexistepas. Alors, C;n’admet ni asymptote ni branche parabolique
xore

ques I

v

Exemple: lim 3x +sin(x) = oo, lim 22350
i me

=3, lim(3x +sin x — 3x) n'existe pas
xoe

~
S b lim RACIIS 0 C; apour direction asymptotique celle de (x’Ox). C;admet une branche
roe  x
\s parabolique paralléle a (x’Ox)
~E Exemple : 131.“J;=+m, 11_.'1.“'@:0
> I AC2 N
§ C) o= x C; a pour direction asymptotique celle de (y’Oy). On dit que C,admet une

branche parabolique paralléle a (y’Oy)
2
Exemple: lim x’=oco, lim 2= oo

roe x
lim % n’existe pas. Alors, C,n’admet pas de direction asymptotique.

X

e

QI

. . . xsin( x .
§ Exemple: lim xsin( x) =, lim xsin( x) n'existe pas
e ro
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|F N% |F N%
Asymptote verticale : lim f(x) = oo Asymptote horizontale : lim f(x)=beR
i’_*g lim f ‘ta;s Jim_ £
C admet une asymptote verticale d’équation ¥ =%, C; admet une asymptote horizontale d’équation ¥ =b au voisinage de I'infini
(On suppose que X > 0 (On supposeque b > 0 )
K)‘ K)‘ f(x)2b = 1 .| fo<h e
Q| /= lim f(x)=+e N} au Vo) | ———— | au Vi) | ———>
S : e S lim f(x0)=b
5 5 |
E lim —oo lim 1 +o0 E lim 1 =1 lim x+1 -1
= = ro x n
‘0 rolm X — o2 2—X ‘0 o
<< <<
= s -
S QS f(x)2b —tr Syl f(x)<b —1t =
§ lim f (x)=—co X‘L“x‘ J(x)=seo § . auV(+oo) | 7T " || auV(4oo) | — T *F
. x-x§ Se lim f(x)=b
H H X =ptoo
. 1 1
lim = —o0 lim =400 im X+ = lim =1
g 2t 2 =X xort x —1 g xll,n,.l,, x 1 xorbeo x + 1
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RN ) £(x)
-g‘:j ¥ Asymptote oblique : | l‘i_l'nw[f(x) —(ax + b)]: 0 aeR’,beR S ¥ Branche parabolique : | ]‘imw f(x)=o | l‘imw =o0
= x| fey x|— x|- x
“  ou équivalent 2, fx) -
‘X]‘iin” f(x)=oo, \xl\i-l.nz,- . =aeR"* ’\xl\i_l;n.. [f (x)-ax ]= be R C; admet une branche parabolique de direction I'axe (y'Qy)
C;admet une asymptote oblique d’équation y =ax +b au voisinage de I'infini.
N lim f(x)=—co y=ax +b . _ N ” -
" Jlim f(x) Tim f (x) = 4eo " lim f(x)=—o lim f(x) = oo L
pr— X——c0
Q lim [f (x) = (ax +8)]=0" lim [£ (x) - (ax +b)]=0" (N N .
S | Oubien “oubien N im 7 oo ( 1im X
.Q‘ lim [f (x) = (ax +8)]=0* lim [ (x) = (ax +5)]= 0" ‘Q‘ e X el 1
'.G Cyest au dessous ou au dessus de son asymptote Crest au dessous ou au dessus de son asymptote '.G B
cas1: lim 3x+1+1t=—o cas1: lim-3x-1+1= lim x° = lim X = o, ox?
E T L finind 1 E oy =e o =t lim x* =+ lim — = —oo
\N cas 2: len13x+1-7=-oo cas 2: xl£)r£1_-3x-1-;=+oo \N x xo-o ro-e )
< - - < p ;
lim x)= lim X) =00 . .
-06 lim f(x)=—eo lim f(x) 'OG lim f(x)=—oo lim f(x) = +oo )
§ lim [£ (x) = (ax +5)]=0" lim [f (x) - (ax +5)]=0" § Foke Fote
53 o TACI 3 tim 7% _ o
tim [f (x) = (ax +5)]=0* tim [f (x) = (ax +5)]=0* Tt X e x
Crest au dessous ou au dessus de son asymptote | Crest au dessous ou au dessus de son asymptote N 2
. lim — Y T . . .=X 0 2 _ im > =
g cas 1: xlg?_ 3x+1 . o0 cas 1 xl;r?_Sx+1 : +o0 g JLT,-x2=-°° JLT.. = oo lenlx =400 }Lnl . = 400
; cas 2: lLr?.—Sx+1+;=—m cas 2: lLr?.Sx+1+;=+m ; x
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W -y

f

Mathémati

MQI

A=Y
,;'-, Branche parabolique : lim f(x)=o lim S (x) =0
b e [t x
Cyadmet une branche parabolique de direction I'axe (x'Ox)
li = lim f(x)= 4o
| se0m lim_f () —~
g. tim L) _ g _/ tim L) o-
o= x i x

Cf est au dessous de (x'Ox) au V (—oo), Cf est au dessus de (x'Ox ) au V (—oo)

) _ R/ NP _ N

Jm - ll= e fm =07 Jim ll=de Jm =0

. = li =

lim f(x)=—ee Tim f(x)= 4o f
O fx) ’ O f) ., ’
Jim = =0 ~— Jim = =0

Cf est au dessous de (x'Ox) au V (+o0) Cf est au dessus de (x'Ox) au V (+o0)

. . o—=x _ .
lim — Vx = -0 lim ——=0 lim
X4 xode  x X040

. x
lim —=0*
x4 x

X = oo

3

mat

ema

Prof.

ques I

Math f

MQI

W -y
5
L i

Y o

Direction parabolique :

lim f(x)=eco,
x| 4o

lim

|x[ 40

fx)

"~ =geR" ,lim f(x)—ax=o
x x| 4o

Cyadmet une branche parabolique oblique de direction la droite Y = @X

lim f(x)=—oo

lim f(x) =

Xx-—w X
lim[f (x)—ax]=co

lim 23+ ffx]= o

ae R’

lim f(x) =+
lim &=a e R’
x

X——o

lim [f(x) —ax] =00

Jim =2 4 x| = oo

y=ax

2 o
L — o —2x =+e0 P P o] +2x =+4eo
o s o
lim f(x) = +o0 ‘ Tim f (x) =~ -
o
T AC T AC .
x4 X x4 X \
lim [f (x)—ax]=oo . \:
xtoo llm[f(x)—ax]=oo
X—4o0
Tim 2+ x] = 40 lim — 2x +/x = e
limﬂ=2 1im 2 + x| -2 =40 limﬂ=—2 lim —2x 4/ +2x =40
o m o Jm;
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' % Fonctions négligeables :

Mathématigues I

<
83

Prof.

I

& Définition : On dit qu’une fonction fest néﬁ}igeable devant g au voisinage de x; s’il existe
une application g:R — R telle que Vxe V(x,) f(x)=¢e(x)g(x) avec lim e(x)=0

On note f=o(g) (notation de Landau) ou tout simplement, f=0(g) au voisinage de x,
Remarque " ¢ _ (1) ¢ lim f(x)=0
xoxy

Exemple : si <P alors xpﬁo(x“) et x®=o(xP)
+o

Propriété : nme N
f)=0(x") & f(x)=x"e(x)

lim g(x)=0
x—xq

x”o(x'")jo(x"“") X"()(X'”)TO(X"M")

()(x" ) + o(xm ) ? U(Xmm( n,m} )

()(X”) + o(xm):o(xmnx(n,m))

Fonctions équivalentes :

Théoréme : On dit que fet g (g ne s’annule pas au voisinage de x,) sont équivalentes au voisinage

de x, (x, fini ou infini) si f —g=0(g) ouéquivalenta lim EAS.2 1
X xsx g(x)

Onnote: f(x) = glx) ou f=g

2
Exemple : Montrons que :f 5 & ou f(x):zif_2 et g(x)=x.
x
2x
2
fim L) g 212 gy =1
x=20 g(x) 0 x 0 x4 2
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fi= f

Xy

Si f,et g, sont non nulles au voisinage de x,,

Sy
fa

> »

emarques :
> Ji = 8
i = &

Exemple : {xl =
o

Exemple: 24, =~
o

= fi

=
xy
=
xy

X 4x
; mais 0 # x
—x oo

2

=
x

&1
8>

mais

1y

=

ifet g sont strictement positives et & € R alors, f=g =
Xo

n'implique pas forcement

¥

e

Wy
et J}‘.! Proposition : soit x, (fini ou infini), f; et g; sont définies au V(x)
g, e S

fi = &
et *o =
fi = &
X
IR )
VAR
1 1
S s =
fr o8
fo=g®
fi+ £y = &its

> f. = g, n'implique pas forcement hof, = hog,

2 e
# e, eneffet lim

+oo xote Q¥

Jix fa = 81X

Toutefois, I'implication est vraie si g; et g, sont positives au voisinage de x,

+x

— = lim e* =+o0

X oo
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g: ; Corollaire : (équivalence d’un polynéme) Soit le polyndme défini par :
P(x)=a,x" +a, lJc”" +-- +a‘,x” avec deg(P)=n, val(P)=p (p<n)

P(x) = a,x’ et P(x) = a,x"
Exemple: 30 +r-3 =1-r-|e 53 @ 3er-d=aiei-l) - ae
H xemple : 3 w2
Corollaire : (équivalence d’une fonction rationnelle) On suppose que : a,#0, a,#0, b,#0, b #0.
K)‘ a"x" +a"—1x”-l +-“+al'xp =~ aixl’-q et a"x” +a"'lx"-l +“'+a"xp = ﬂxu-m
S b1 b, kb xt 0 b, b, x" +b, x"" 4 tbx’ = b,
N
"G Exemple : 3% +x-3 -3 ot 3P 4+x-3 1
= T s = = T s o
E 6x°+x’—x o —x 6x*+x’—x ~ 6x° 2x*
‘Q
< Quelques équivalents usuels :
~ “ . _
S im A+ )% -1 im =1
§ a+x)-1 = or, VaeR . P = e =
. coosin( x)
H In(l+x) = x e'-1 = x Lileiln( lx+x)=1 lxlTuf_l
sin (x) = X tan (x) = x
. 1-cos( x) 1
g 1, 1, lim B0C ) _ fim FE =2
§cos x) = 1-=x>oul-cos (x) = —x X0 x
0 2 0 2
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W -y
A= %
ST}
= Exemples :
V1 1
1)  Onprend @ =1/2,etona Vl+x -1 = % en effet llm+7x_1
. N1+3x7 -1 2

N 2)  Calculer lim 7f= ?

h x>0 x

g Posons u=3x>, quand x -0, u—0 eton saitque :v1+u —1 = %

S T3t o1 3x2 S im VL#327 -1 3

_': Donc VI+3x" -1 & = ce qui impliq lim e =3

S

E Exercice : Soient a,be R* Calculer :
‘Q

s lim sin(ax) 2 sin(ax) 2 lim tan(ax) —9 lim tan(ax) _ 0

Qg 0 ax ' 0 bx =0 ax ’ =0 bx
R m sin(ax) =9 i sin(ax) _, tan(ax) _, lim M =2
H == stn(bx) ) tan(bx) 0 tan(bx) 0t

§ limln(1+ax) =

=0 ax
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n"_—-—_ \z%
gj "Ekﬂ ¥  Continuité :

Notion intuitive : fest continue sur [

Pour une fonction f définie et continue sur un intervalle, la présentation graphique
se fait par trait continu, c’est-a-dire sans lever le stylo et sans sauts.

Définition plus rigoureuse :
Définition_: Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouverf € D, x,e I
festcontinue en x, ssi lim f(x)= f(x,)

X,

o Ve>0 >0 (reD etlr-x|<n = [f(x)-f(x,)<e)
f(x) est assez proche de f(x,) quand x est suffisamment proche de x,
Si}in}‘ Sf(x)=f(x,) alors fest dite continue 2 droite de x,
Silim': f(x)= f(x,) alors fest dite continue a gauche de x,

x=xg

Ainsi, fest continue en xyssi  lim f(x)= lim f(x)= f(x,)
£oxp roxi

:Mathématigues I

fest continue sur Ja,b[ ssi f est continue en tout point de cet intervalle.

QI

§ fest continue sur [a,b] ssi f est continue sur Ja,b[, a droite de a et a gauche de b.
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# 3 Exemple de fonctions continues :
".E ¥ > Toute fonction polynéme est continue sur R

Toute fonction rationnelle est continue sur son domaine de définition

v Vv

La fonction racine y ./ estcontinue sur R*

\4

Les fonctions trigonométriques x > sin(x), x - cos(x) sont continues sur R
- . . P . n
La fonction trigonométrique x > tan(x) tangente est continue sur R 3 Hhmike z}

s I

que

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

g
S
S
2.
=
S
3

Remarque : Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle I=[a,b]. Si fest
strictement croissante sur I (resp. strictement décroissante sur I) alors,

f(a,b1)=[f (@), f(®)] f(a,b1)=[r®), f(a)]

v

r

£ (asD=[ s @ im s o] £(a.sD=Jim 11 @)

7

ema

£ GebD= Jim o0, r )] FQebD=[ £ tim 5o

Math

URDE ]ll_l_n (), lim f(x)[ resp - £ (h,b[)= ]Ji:;;_f(x), lim f(x)[

CEND B ]_lgna reo o] FGwD=lro, Jim_ roof

f (o= D= [f(a»anm*_ | f (o= D= ],liqm*_ reon sl

MQI

f(Fer=D= ]_13.14 £ (x), lim roof J(FeeD= ]_13.1_ £ (x), lim roof
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W —-— \4%
ﬂjkg ¥  Cas de discontinuité :* o € R est un point de discontinuité de f'si fn esl
S

pas continue en x,
» fnon définie en x,
, F(x)=1/x, 0eD,, lim f(x)=e A
3
v f(x)=x 11, le D,, llmf(x)—llmf(x)—llmx +x+1=3
X - '

173
g » fdéfinie en x,mais f non définie au voisinage de Xt x (x‘
~E‘ v f(®)=\x(x-2), D, =[240[u{0}, 0eD, E®
S -
E » fdéfinie en x, et au voisinage de x;, et, 02 >
1
:g lm f(x)# lim f(x) ,
~ E 2 4 1
= —t |
S soit /@ =E®) o Vxe[nn+1] E(x)=n (neZ) 5
§. E25)=2 E(5)=5 E03)=0 E(-57)=-6 —
N xo=1, I=fl-nl+n[ N>0 assez petit !
g llmf(x)—llmE(x)—llmO 0
I llm fx)= llm E(x)= llm 1=1 = lm/f@)#lim f(x) 1 f
1=n | 1in 2
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If“% v '}i_;l?of(x) n’eixistepas
. sinf —| x#0 . .
Soit  f(x)= lim f(x) nexiste pas
1 x=0 e
ot p= i 0=
1
N st fx)=4y **° lim f(x)= —o lim f(x)= 40
K} 1 x=0 x5 0° xo0*
S llmf(x)—llmf(x)—leR et f(x,)#l
.s. xoxy
- . .
¥ =1 x#2 lim f(x)=lim f(x)=3#f(2)
S o JO= el o2
E oit x=2
‘Q
Remarque: VxeR x-1<E(x)<x en effet,

E(x)=nen<x<n+1 donc E(x)<x < E(x)+1 ce qui implique :

Math

E(x)<x E(x)<«x
x<E(x)+1 x-1<E(x)

Ainsi, x—1<E(x)<x

MQI

Soient f et g deux fonctions continues sur I et A€ K, alors Af, | f], f +g, f X g sont

I-" ‘i% Proposition : (Régles opératoires sur les fonctions continues )
ig,‘? continues sur I " P
Si, de plus, g est non nulle sur I, alors —, = sont continues sur I.
Soient f une fonction continue sur I et g une fonction continue sur un intervalle J contenant f{I).

Alors, g°f estcontinue sur I. La réciproque est fausse (contre exemple).

\/ﬁ

I

7 Exemple : Soitf (x) = . fest continue sur R. En effet,

g X xt+1 est polynomlale, donc continue sur R, par ailleurs, elle est a valeur dans R*
‘g“ and Jx est continue sur R*. Par composition, on en déduit qu& — v x*+1 est continue sur R
~

4
VAP X +2 g continue sur R

v' Par quotient, on en déduit la continuité de f sur R.

Remarques :
> Si ‘f ‘ est continue en un point x,, ceci n’implique pas que f est continue en x,

7

ema

> Sif définie sur un intervalle ouvert I1(x, € I) et g définie sur un intervalle J contenant f(/) alors,

lim f(x)=IleR
{wu . = lim (go fXx)=g()
g continue en [/ =¥

Contre exemple : 1a réciproque est fausse

Math

1 0
g(x)=1 VxeR, f(x)={ ¥z ,gof(x)=1 VxeR et  lim f(x)# f(0)
-1 x<0 0"

MQI

>
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Wy
A=Y Ny
Sy ¥ Prolongement par continuité :
pyh &

Dans le cas ou llm fx)= llm f(x)=1e R mais f(x,) n’existe pas (xae D )
On pourra posef, o
f(x) {f(x) si xeD; X#X,

si x=1x,

I

tn Etona, lim foo=Fx,)

v o

S . o
.? f(x,) estdite valeur de continuité

r

On dit que :

7

ema

> fest continue par prolongement au point x,
> f est continue en Xy

Math

sm(x) .
Exemple : Soitf (x) =—— f0) n’existe pas mais lin}lM =1 puisque sin( x) = x
X0 x

sin( x)

donc fest continue par prolongement au point 0. On pose, J (¥) = x
1 x=0

x#0

MQI
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W -y
?‘, Propriétés des fonctions continues sur I =[a,b]: M
T Définition : fest continue sur [a,b] si :
» festcontinue enxcalﬂapb[im ﬂfii f \/ Cf
» f estcontinue a droite de a m i
0 a X, X b

W -y
% Exemple : Montrons que 1’équation g(x)=0 admet au moins une solution dans ]0,1[ avec,
i £

Théoréme : Soit f continue sur [a,b]. Si f(a)X f(b) <0 alors, f(@)

ques I

/

3

f

e

ema

3  au moins ce ]a,b[ tel que f(c)=0 0 ,L\J b
Exemple : Soit f(x)=x>+x>-1
Montrer que f (x) = 0Qadmet au moins une solution dans 10,1[ /@) C
f  continue sur [0,1]
fO)=-1<0 = 3Jcel0,[ tel que f(c)=0
fy=1>0
emarque :

Math

MQI

g(x)=x+x*-1-k, kel-1,1
onpose f(x)=x+x?-1.

f continue sur [0,1]

FO)=-1, f)=1,[-L1lclm,M] = 3ce P,1[ tel que f(c)=k
ke }1,1]

Etona:f(c)=k o ge)=0

Si fest continue sur [a,b] et f(a)X f(b) <0 alors, Iéquation f (x) = 0admet au moins une solution
dans ]a,b[. Si en plus, f est strictement monotone sur [a,b] alors la solution est unique dans ]a,b[.
Exercice : Soit fune fonction numérique continue sur [0,1] tel que f(1) 3. Montrons qu’il

existe €0 telque: c2f(c)-2=0

N » f estcontinue a gauche de b
N Théoréme : Si fest continue sur [a,b], alors f y est bornée. C’est-a-dire,3Im = il[lfbl{f(x)}e R
xela,
g (borne inférieure) etaM = sup {_f(x)}e R (borne supérieure) tels que : Vx e [a,b] ms f(x)sM
xela,p]
ie. flabdclnm] e 1
"6 Jaumoins  x,x,€ [a,b], f(x)=m, et f(x,)=M
E Exemple : f (x) =sin(x) est continue sur [0,2x] -
Y
£ -1<sin(x)<1e fsin( x)|<1 e sin (m/2)=1
~ sin (3n/2)= -1
S Théoréme : (valeur intermédiaire)
§ Soit f une fonction continue sur [a,b]. On note m sa borne M
*s inférieure et M sa borne supérieure. P
b si kelm,M[ alors, \/ N C
g 3 au moins ce}l,b[ tel que f(c)=k m ; .
§ 0 a5 Gy
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('
"E—. % Application réciproque : Soit f une application bijective. f ™ est son application
P& réciproque telle que :

f: E > F o f': F > E
x B y=f(x) y B ox=f7N(y)
N Geba=ro) o (GeF,x=r")
K)' Ainsi, Ve E (f"of)(z)=z et Vze F (fof"kz)=z
.? Théoréme : On suppose que f est continue et strictement monotone sur L. Alors,
s, fest bijective de I vers fil)=J,

. £ -1 . A . .
> sa fonction réciproque f ~est continue sur J et de méme sens de monotonie que f (si f

est croissante alors, f ~'est croissante et si f est décroissante alors, f ~'est décroissante)

> Cj.,l ,le graphe de £ ' et C; , le graphe de f, sont symétriques par rapport a la

premiere bissectrice y=x
Théoréme :
Si fest bijective de E vers F et g est bijective de F vers G, alors

I :Mathéma

§ g o f estbijectivede EversGet (g0 f)' = f~'0o g™

Wy
?,! Exemple :
PR Soit f(x)=+x+1 D, =[-1+][

I

ques

/

r

fest done bijective de [~ 1,400[ vers [0,40 [

Mathéma

MQI

fest une application continue et

SO f(x) _NJy+1-~x+1 1 S
y—x y—-x \/y+1—\/x+1

Donc f strictement croissante sur [—1,4eof d’oli fest bijective de [—1,400[ Vers f ([— 1,40 [)

x,ye D,

or f(=14eoD = (-1, lim 1 ()] = [0+

La réciproque f ~* de fexiste et donc définie sur [0,+eo[
A (R S S S|

»ox=f" =y’-1
En effet, Y Fo)=y

f=ye y=Jr+loe y’=x+lox=y' -1l f(y=y'-1
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R

Fonction logarithme népérien : f(x)=In(x)est continue sur D, = 1),+°°[= R}
Vvx,yeR], VreQ'

x=yoeIn(x)=In(y) e x<yeIn(x)<In(y)

"ka!-z

In(xxy)=In(x)+In(y) et In(x")=rIn(x)

1
0

I

(7 ln(l) =—In(y) et ln(f] =In(x)-In(y) e=2,72
(V) y y In(1)=0 In(e)=1
g.lin‘ll‘ln(x)=—°o X‘L“}_l“(x)= +o0 lim xIn(x)=0"
:': ‘i =0
. In(x) _ . In(1+x) . In(x) o,
g',":'.fx_l =1 m = =1 Jm =0
:g N.B. Vx,yeR, xxy>0, In(xxy)=In(x)+In(y)
4~ Fonction logarithme de base a :
§ Soit aeR; et a=#l
In(x) 5
e Vxe R} log,(x)= !
- L tog, (= ]
a 1 a
g Fonction logarithme décimal (ou de base 10): '
. In( x)
§ Vxe R} log( x) =log ,,(x) = n(10) O<a<l a>1
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W -y
A=

A % Fonction exponentielle népérienne :
&
3

La fonction réciproque de f(x) =

In(x) est la fonction exponentielle népérienne,

f_l(x)=exl’(x)=e"cominuesur Df_, =R C =x+1
y=e* x =In(y)

ﬁ *
N xeR yeR}
‘6 Vxe R} " =x
S VxeR In(e*)=x
3
4~ Vx,yeR VreQ
g x=y & e'= et x<y & e"<e’
\N e =e* xe’, e’ =L er =L e™ =(exy
< e’ e’
~ e i ex_l-l
R -

* Fonction exponentielle de base a : Soit

Fonction réciproque de log,(x):
x=log,(y),yeR, & y=a*,xeR

§ Ona: wyyxeR In(a*)=xIn(a)

xIn(a)

ae R}

Y exp, (x)=a=e
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.b’ —_—
o aln(x)

gj Fonctions puissances :  x €]0,+o0] oe R x%=e
+oo sio<0 0 sia<0

“_‘_t

lim x* =41 si=0 et limx*={1 sia=0
x—0* X 4o

0 sio>0 +oo sio>0

I

Comparaison locale des fonctions logarithmiques, exponentielles et puissances : Soient n,m € N*
mom _ m nx .
= = N m =
K)' xll'm__x e 0 On pose t=7x, lim x"e —llm(')'(tey—o
g‘ lim e""=+°° O se =1 l e" = i () "
:.: e n  pose =x, lim pr Jim = +4oo
S jimr"mixr)=0 L my e (e -
E lim x (x”) On pose t=x", X]l_l’l'nl‘x In (x”)—llg?‘(my(tln(t))' =0
‘Q
. In"(x") n
'E xlgl}.x7m=0* On pose t=x", Xli_l'n“ln Gx? ( ):[ln(t))
S -
§ (X,BE R+
e
- " . e™ .
lim M: 0 e lim xPlln(x)*=0 lim — =400 ef lim ‘x‘pe“" =0
X34 x x0* X—3+oo xﬂ X——oo

La fonction logarithme népérien croit moins vite que la fonction puissance
La fonction exponentielle croit plus vite que la fonction puissance.

MQI

>
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Iques

r

Mathéma

MQI

Chapitre IL

La notion de la dérivée est réintroduite. Les

propriétés classiques

le théoréme de

accroissements finis,

quelques fonctions réciproques, regle de I'Hospital.

\

sont énoncées. On y rajoute
Rolle, le théoréme des

le calcul des dérivées de
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W -y
% Fonction différentiable en un point :
L Définition : f est différentiable en un point x,Sm € R et une fonctiong : h > g(h)
définie sur un intervalle I centré en O telle que :
Vhel, f(xy+h)= f(x,)+mh+he(h) avec !imns(h)=0
L’application linéaire /2 > mh est dite fonction linéaire tangente a f au point x, ou fonction
H différentielle de f au point x, et on note :
Exemples : df,, (k) =mh
» Soit
f(x)=x"+1, x,€R, Vhe R
fxo+h)=(x,+h)? +1=x"+2xh+h>+1=(x,"+1)+2x,h+h*
f(xy+h)=f(x,)+ 2x)h+h(h)= f(x,)+ mh + he(h)

avec m =2x,, eh)=nh et lhimoe(h)=0

3

tigues

re

ema

Donc fest différentiable en x,
> Soit g(x)=x>+1, x,€ R, Vhe R

Math

glxg+h)=(xy+h)* +1=x," +3x h+3x,h’ +1* +1=(x," + 1)+ 3x, )h + h(3x,h + h?)
g(x,+h)=g(x,)+ (3x02 Y+ h(3x,h+ hz) =g(x,)+mh + he(h)

avec m =3x02, e(h)=3x,h +h? et iimoe(h)=0

Donc g est différentiable en x,

MQI
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N
‘?3-. % Fonction dérivable en un point :
[  Définition :

fest dérivable en un point x; ssi lim
=y

S(x)=f(x)

X=X,

=meR ssi m

Ii
=
m s’appelle le nombre dérivé premier de f au point x,. On le note  f'(x,)=m

Remarques :
» Le rapport Sy +h) = f(X0) et e taux d"accroissement de fen x, et xy+h.
h

A4

Pour une fonction dérivable en xjona df, (x)= f'(x,)dx
xemples :
Soit f(x)=x>+1
2 2 2
limf(-\r.,+h) f(x°)=lim(x°+h) +1-x, 1=lim2x°h+h
=Y h = h =0

Donc,. f'(x,) =2x,

s3]

Mathématigues I

> Soit g(x)= x3+1
3 3 2 2
N limg(Jco+h) g(x0)=lim(x0+h) +1-x, 1=lim3x0h-}|l-3x0h

h>0 h h—0 h h=0
Donc,

§ "g'(x,)=3x,

Fo+h)=fxy) _
h

meR

Ou encore, f est dérivable en un point x, ssi 3£ (x,)€ R f(x, +h) = f(x,)+ f (x,)h+he(h), Lig)la(h) =0

=lim(2x, + k) =2x,
h=0

=tlim(3x,” +3x/2)=3x,’
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¥ Interprétation géométrique de la dérivée : . .
&3 C/ est le représentation graphique de f. Soient M, =( ! ] et M =[ )
Quand X = X,, la droite (MM ) = (M ,T), S ) S )
La droite(M T ) tangente & C au point M, et non parallele a 'axe (y’Oy).
by tan(o) = f(x)= f(x,)
X —x,

C
foo L7

— m coefficient directeur de (M‘]M)et par suite de (MOT)

M T

f(xo Mo

O\

Sf(xy)

0

0 X

0 x R
Théoréme : .
( 0 J une tangente non parallele a I’axe (y’Oy).

S&)

N La dérivée f'(x,) est le coefficient directeur de cette tangente. L’équation de cette tangente est :

fest dérivable en x, ssi Cf admet au point M, =

:Mathématigues

g y =f'(xo)(x_x0)+f(xo)
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b

h)
"T_'&S ¥ Dérivée a gauche et dérivée a droite :
oyl >

" _u*  Définition :

S@)—f(x,) _

fdérivable a gauche de x; ssi limZ—2—% = ]imw =l,eROnnote f'(x,)=f,'(x)=/,

o X=X, 0

= X=X, 0" h

f dérivable au point x;, ssi f;(x,,) et f;(x(,) existentet [, '(x)) = f,;"(x,)

Exemple : f(x)=‘x‘, x,=0

- liml=1 si x>0
limif(x) SO =limLx‘ ={x0 .
=0 x—=0 o0 x lm}-l:—l si x<0
x—

Mathématigues I

Remarque :
On a pas forcement ' = L '
A S (x)=lim f (x)
x” sin| 1 si x#0 '
N fx)= festdérivable surR* et f (0)=0 mais,

x
0 si x=0
1

g !{i_r}r.}f'(x) = !{i_rgszin(i)—cos(;) nexiste pas.

Ainsi, f;(()) =-1 et fd‘(()) =1Comme f,(0) # f,(0), fest non dérivable au point 0.

f dérivable a droite de x; ssi limM :limw =L,eR On note f'(x‘;) =f,;(xo)=lz
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)
g Y C, X
'
MO
Fx, M, S(x,
f
H 0 o X 0 x X
L f) - f(x) .
\ }g? xX—-Xx C=e f'(x)=0
0 i
g C admet une tangente verticale au point M, Cf aflmet.une tangente horizontale au point M
.si d’équation : ¥ =X, d’équation: y = f (x,)
~
g y C X ’
\
< T e es
* M(i
X, e E————
U 0 ' _ lIl Rx O o X
I Fi )= 1y ()< FACSEF A R ACWATEALS 3

. . admet deux demi- tangentes au point M (point
C, admet une tangente oblique au point M, Cf ux demi- tangentes au point M, (poi

déquation : anguleux) d’équations :
) {y=fu<x‘.)(x—x.,)+f(x‘.) o {y=f',<x.,)(x—x‘.)+f<x‘.)
y=f'(x)(x—x,)+ f(x,)

x2x, xX<x,

MQI

W -y
% Dérivabilité et continuité :
R, Théoréme : Sifest dérivable en x, alors, f est continue en x,.

Remarques :
»  Sifn’est pas continue en x, alors, fn’est pas dérivable en x,
> Sifestcontinue en x, alors, fn’est pas forcement dérivable en x,
NMf(x):‘x‘, x,=0
fest continue au point O car lim f(x)=0= f(0) mais fest non dérivable au point 0.
S Dérivabilité sur [a,b] : =t

s > festdérivable sur ]a,b[ sifest dérivable en tout point de Ja,b|.

3

Mathématig

» festdérivable sur [a,b] si fest dérivable sur ]a,b[ et dérivable a droite de a et a gauche de b.
> festdérivable sur]‘ ”ab] si fest dérivable sur ]_ oo’b[ et dérivable a gauche de b.

» festdérivable sur [a s+oo [ si fest dérivable sur ]a,+°°[ et dérivable a droite de a.
Théoréme : fest dérivable sur un intervalle ouvert / <R

> festcroissante sur I ssi, Vx€ I, f'(x)20

s » feststrictement croissante sur I ssi, VX€ I, f'x)>0
N > fest décroissante sur I'ssi, VxeI,  f'(x)<0

g > fest strictement décroissante sur I ssi, Vxel, f'(x)<0
§ > festconstante sur Issi Vxe€ I, f'(x)=0

Prof. : Amale LAHLOU Semestre S,/ Module 6 / Méthodes Quantitatives I Diapositive 58

Prof. : Amale LAHLOU Semestre S,/ Module 6 / Méthodes Quantitatives I Diapositive 57
Wy
K Eremples :
‘bm ! Xemples .
bl s

» Toute fonction polynomiale est dérivable sur R
La fonction racine x \/; est dérivable sur R,”

La fonction trigonométrique x > tan(x) est dérivable sur R,

>
> Les fonctions trigonométriques X > sin(x), x — ¢0s(x) sont dérivables sur R
> LafonctionX = x" (r€ Q" /{1}) est dérivable sur R+*

§+kn/kez

Théoréme :

Si f et g sont dérivables en x,, alors A,f(),e R'), ‘f‘, f +g, fxg sontdérivables en x,. Si
g(x,)#0 alors l, J_ sont dérivables en x,.
Théoréeme : & &

Si fest dérivable en x et g dérivable en f(x,) alors, g o f estdérivable en x,et

(go /Y xp =g (Fx))x S (x,)

:Mathématigues I

Preuve :
(gof ) (xy) = tim &L Yo+ = (o Yx) o g(f (x4 )= g (P (x0) | S (xa 4 1) = (x0)
T e h B0 f(xy+h) = f(x) h
or quand h—0, f(x,+h) > f(x,Don, (gof)x)=g(f(x))xf'(x,)
Exemple :

g(x)=cos(x) et f(x)= x>4+2x+5
g'(x)=—sink) et f'(x)=2x+2

(go £ Xx)=g(f (x))=g(x? +2x +5) = cos(x? +2x +5)
(g0 ) (x) =—(2x + 2)sin(x? +2x +5)

MQI
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b" “% Tableau des dérivées usuelles et opérations sur les fonctions dérivées :
i_ SRy ¥
bl s

fonction derivée fonction derivée fonction derivée
1 —v'(x) u'(x)
k S 0
(constante ) By V) tan(u(x)) s (u(x))
H u(x)+v(x) u'(x)+v'(x) 1 -,l tan(x) +=1+(an2(x)
x x* cos”(x)
K)' ku(x) ku'(x) e ™ u'(x)e"™ cotan (u(x)) 7sinu’((ujil))
g u(x)v(x) w'(xw(x)+u(x)'(x)| e* e* cotan (x) %
4 sin”(x)
| EEpE) —ur )| e) in e
S| ™ vi(x) bfut) u(x) aresinu(x)) J1-u?(x)
1 1
(uov)(x) '((x)v'(x) I - in(x)
\s uov)(x u(vix)y(x n‘x‘ T arcesin( x m
.E u'(x) (reQ" M1} ru'(x)u'(x) a"” (a>0) u'(x)a"“'In(a) | arccos(u(x)) %
Q| » ey | n * @>0) | @@ (x) -1
§ X re rx a a a In(a arccos( x m
1 1
ov | #ux) =ux)r Lo (xpu(x)" sin(u(x)) u'(x)cos(u(x)) | arctan(u(x)) “’_‘ ‘j‘() 5
u(x
1
N #fx %x;_i sin(x) cos(x) arctan(x) 1 =
1+x
0’ Ju(x) u(x) cos(u(x) | —u'(x)sin(u(x))| arccotan (u(x))| LX)
2\/u(x) 1+4u’(x)
§ «/; ﬁ cos(x) —sin(x) arccotan (x) 1:1,
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-
—_

{ TN Tuors
SRy Y éoreme :
L

{ f dérivable sur ]a,b[ - ! 1
tri ; v | o=
£ strictement monotone sur Ja, 5[ ye f(la.b]) (f ) m

£ est dérivable sur f(]a,b[) et

I
3
s
N

ona (xel,b[ y=f(x))=)(ye £ (a,bD x=f"(y))

) -1 -1

O (1)) o tim LG =) 1 =1
g(f ) () = tim, h PG = S0 T ()
9 h

"G ainsi, (FY == L]

= - o raon ey

‘© Corollaire : o

< f bijective f " estdérivable en y, et

‘ls f dérivableen x, = (f")l(y )= 1

I ) S oy

o> Définition :

k
On dit qu’une fonction festde classe (' surun intervalle I ssi fest k-fois dérivable sur I et
la dérivée k™ est continue sur L.

On dit qu’une fonction fest de classe (' “ sur un intervalle I ssi fest infiniment dérivable sur L.

MQI
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W -y P .
A= Dérivées successives :
N#j ¥ Théoréme : fadmet des dérivées successives jusqu’a I’ordre ne Nen x; si :

\ f(m(xo)7 f'(xo)7 f”(xu)sfm()%)s'"sf(“i])(xo% f“”(%)exis[cm etf“" — (f(n—n)' ; sz) =f

Exemple : _1 PR | "yye 2 D(pym =23 gy 234
H f(x) -1 Sf1(x) (x—'l)z’ S(x) -1 S x) (-1 S (x) (e=1F
On remarque que : () (=1)"n!
= VneN
7 U@ =y
g Démonstration par récurrence : .
Q. Vérification ;7 *'(x) = /(x) = 1 =L‘Z;1 (par convention f " (x) = f(x))
(4 x-1 (x-1) (=1)'n!
"G Hypothese de récurrence : on suppose que f" )= ﬁ
—1)"+!
\§ Démonstration : On montre que f "*"(x) = %
X -
{ | _ _1) _1)n+! —_1)" _1)+!
~ fm+l)(x)=(/-(m(x)) =(=1)"n! (n+1)(x }) _=D n!(n+22(7x D" _D (":vl)!
S o) T T e
§ Conclusion : f™(x)= ((_ )1)7;1 VneN
oy X =

H Exercice : Montrer que,
VneN (sin(ax +5))" =a" sin(ax +b —n%), (cos(ax +5))" =a” cos(ax +b +n§)
Exercice : Calculer g (n) (x) pour g(x)=

x* -1

§ (Indication : déterminer a et b pour que g (x) = a b
x =1 x+1
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= sz%
"T_'&S ¥ Formule de Leibniz :
ard Théoréme : f et g sont n fois dérivables en x. Alors,

Tk n—-k)!

< !
(Fxg)" () =Y CLf “(x)xg"™ (x) avec (.= e
Exemples : s =" "

1)  Soith(x) = X _Calculons " (x)=? eten déduire p™(0)=?
On remarque que x-1 1
h(x)=f(x)xg(x) avec f(x)=x et g(x) i
x—
: -1)"k!
On sait que g ®) =(7 Vke N
& W)=

FO@=fxy=x, flx)=3% f'@x)=6x, fI(x)=6, fP(x)=0 Vk24
h(x) =2cif(k)(x)gm—k)(x)
k=0

=23:sz(k)(x)gm—k)(x)+ic:flk)(x)g(n—k)(x)
k=0 k=4

Mathématigues I

= icﬁf‘“(x)g‘"'“(x)

o =kc:’ojf‘"'(x)g‘""”(x)+Cif'(x)g‘""'(x) +C, 08" @)+ Cof P (x0g" P (x)

N (e =k WkeN) e (FfU0)=6 f*0)=0 VkeN k=3)

g -n!
-3

K0 =" £F0)2™(0) =
S O=C, Mg 0 =3

o 6(n—3)!=—n! Ainsi, h"™(0)=-n!
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Wy
% 2) Soit h(x)=(x?+2x +2)(4x + 3)" Calculons h"(x)="? et en déduire 1" (0)=?|
% Onremarque que h(x)=f(x)xg(x) avec f(x)=x’+2x+2 et g(x)=@x+3)

FO@)=f)=x +2x+2, flx)=2x+2, fr(x)=2, fPx)=0 Vk23

gV (x) =h(x)=@x+3)"

H g'(x) =dn(4x+3)""

'63 g (x) =4n(n-Ddx+3)

g g¥x) =#nm-)@n-2)dx+3)""

‘_.: g"(x)=4"n(n=1)-(n—(p-1))@dx+3)"" Vp<n-1
S g™ (x)=4"n! p=n
\s g7 (x)=0 Vp2n+1

h"”(x) = ic:fm(x)gm-m(x)
k=0

K" (x) =C:fm)(x)gl"'m(x)+C:f'(x)g("'”(x)+Cif"(x)gl"'2>(x)

- ]
=(x" +2x +2)n4" +n(2x +2)n'4" " (dx +3) +n(nTl) 2% 4(4x+3)

Math

=4"n!(x* +2x +2) +4" ' nln(2x + 2)(@dx +3) +§4”'2n!n(n —1)@x+3)

MQI

h™(0)=2n'4" + 6nlnd"" + %4"'2n!n(n -1)=2n14""9n* - 5n +4)

>
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¥ “?, Fonctions circulaires (cosinus, sinus, tangente et cotangente) :
‘?24 k4 Rappel :
4 cos(or) = Ac sin(a) = AB B
i AB BC” IBC ’ AC
tan(a) = sin(a) =— et cotan(q) = =—
cos(a) AC tan(@) AB 4 [T C

H Cercle trigonométrique : C (0,1) = {M(x,y) eR*/d(O,M)= 1} M,

7 L’axe (y’Oy) est I’axe des sinus et 1’axe (x’Ox) est 1’axe des cosinus ginus

x|V
\ _ =2 M

S On pose l'arc AM =x.0r, parec AM =rayonxo = o 21 B < ang
.% Donc, x=0 M, sepis

= o

trlgonomét Pque
g cos(x)= 01;45 =0M,, sin(x) =% =MM_ =0M,
o A
\ AM, a=x ) )
g tan(x) =——* =AM, e ) W, = s
X

"S cotan(x) = tan(Z —x) = BZ;I“ =BM,,

§ X 0 | /6 /4 /3 |t/2 | ¢

N sin(x) |0 |12 [N2/2 W32 |1 |o sinGo|<1 o= ont =1

costx) [ 1 V32 Wo/o T2 [o [-1 = ¥

Q’ an(x) [0 [V3/3 |1 [V3 |- o | |eostx)<1 ’ tangente

§ cotan (x) | — \/§ 1 «/§/3 0 -
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%j ¥ festune fonction impaire et périodique de période 2. Donc le domaine d’étude
¥ est p,=[0,x]

g “?‘ Fonction sinus_et sa réciproque : f(x)=sin(x), D, =R fest continue sur R.
N
3
Sur [0,’2‘] fest strictement croissante et sur [f,n] fest strictement décroissante.

Vxe R, f'(x)=cos(x).Le tableau de variation est : sin(x)
1
H x 0 % T
7 f(x) + - o ‘ ‘ L
f(x) 1 ' . & 9 x * T 7
§~ o— T A T
:|: fest définie, continue et strictement croissante sur -2 -
S Ainsi, fbijective, £ existe et strictement croissante sur [-1,1] f~'seranoté arcsin
\§ sin: [-5,2] - [-11] aresin: [-11] o> [-3,3]
x = y=sin(x) y > x =arcsin(y)
§
Avec, y =sin(x) x = aresin( y)
=f(x) o x=fy] & o
g b Pe lleebral = LeLul
: ' 1 1 1 1
wye 11 (€ —— L - -
N Ful (=) LU ) " eoslr(0) ~ cosx) ~ i-sin’(x)  J1-y?
Puisque
g cos(x)>0 sur 53 er cos’(x)+sin’(x)=1 |vxe F11[, (arcsin(x)) = -
1-x
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Wy
) . . -
‘E Fonction cosinus_et sa réciproque :
Ly Y
b,

Sur [0,1:] [fest strictement décroissante. Vxe R, f'(x)=-sin(x).

Le tableau de variation est :

I

x 0 R n
KV'”) =
S/ (x| 1 0
S T -1
=

athém

Vye ]—1,1[ (f_l)'(y)=f'(fl—l

cos: [0,7:] - [—1,1]
x > y=cos(x)

Avec,[y:f(x) = x=f"(y)] 4 [{

f(x)=cos(x), D, =R festcontinue sur R.
fest une fonction paire et périodique de période 27 Donc le domaine d’étude est Dy, = [0,11:]

cos(x)

i I
&0 £y

S [fest définie, continue et strictement décroissante sur [0,1|:]
Ainsi, fbijective,f ~existe et strictement décroissante sux{- 1,1]. f ~'sera noté arccos
arccos: [-1,1] - [o,x]

y

y =cos(x)
X e [0,1!:]
1

) sin(77(3) " sin(x) " 1—cos’(x)  1-y?

N
Puisque
g sin(x)>0 sur }),1:[ et cos*(x)+sin*(x)=1

- x =arccos(y)
x =arccos(y)
yel-11]
-1 -1 -1
Vxe ]—1,1[, (arccos(x))' = -1
1-x’
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Wy sin(x)

b ?1 . Seil . x)=tan(x)=——
Lonclion tangente et sa reciproque .

"?_3 ¥ Fonction tangente et sa réciproque f(x) (x) cos(x)

3 D= {x/cos(x) # 0}= R/{% +km/k e Z} festcontinue sur Dy.
fest une fonction impaire et périodique®e période Donc le domaine d’étude estDy = [0,%[

Sur [0,%[ [fest strictement croissante.

Vxe D, f'(x) =T) =1+ tan?(x). Le tableau de variation est :

H ( : tan(x)
x 0 5
K)' flx) + ‘
N ] J(x) + o i -
S

: \ i R x
E [fest définie, continue et strictement croissante sur ]—f,f f f :
\N Ainsi,fbijective,f"existe et strictement croissante surR, f“sera noté arctan

tan: ]‘%,%[ - R arctan: R — ]-g,g
y = x=arctan(y)

ath

x = y=tan(x)
=t = t.
§ Avec, [v=f(x) o x=f"(y)] o [{ie f_:( if - {x arctan( y)]

s 202 yeR

N wer ()=
Q-
I

1 1 1 1
o) 1+an’(f () 1+tan’(x) 14 y°
VxeR, (arctan(x))' =

1+x?
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-
—_

AN N% f(x)=cotan(x) 1 cos(x)
L, Fonction cotangente et sa réciproque : = Cote = ==

) t.

i_ = D, ={xe R/sin(x) % 0}= R/ikn/k €Z} fest continue sur Di“(x) sin(x)

fest une fonction impaire et périodiqueae période Donc le domaine d’étude est Dy, = }),1!:[

Sur Jo,7 fest strictement croissante. Vx € D, f'(x)=———Le tableau de variation est :
sil

n“(x)

N x 0 3 . cotan(x)
JED) - :
1) f(x) [[+ =
] - .
5 . ey
.s‘ ' f est définie, continue et strictement décroissante sur]ov 7‘[ 2 2 B
S~ Ainsi, fbijective, f 'existe et strictement décroissante sur R. :
J

£ seranoté arccotan

cotan: W,a[ > R arccotan: R — 0,7

re

ema

x > y=cotan(x) y B x=arccotan(y)

Avee [y=fx) & x=f)] & [{y::);n;[x) o {x”;c:o;in (y)]

Math

1 -1 -1 -1
) 14cotan’(5(3)) ~ 14+cotan’(x) ~ 1+ y?

wer  (1)w=

I

S i

Vxe R t =
§ xe R, (arcco an(x)) 1o <
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W -y

-3. % Extremum (minimum ou maximum) :
W, Définition : fest définie sur un intervalle ouvert IcR it x €l

fadmet un minimum relatif (local) en x,si, 3/ C R, x,€ J telque Vxe InJ  f(xy) < f(x)
fadmet un maximum relatif (local) en x, si,3J c R, x,e JtelqueVxe InJ  f(xy) 2> f(x)

fadmet un minimum absolu (global) en x, si, Vx e I f(xy) < f(x) ' tangente
N fadmet un maximum absolu (global) en x, si,vx e I f(x) 2 f(x) Max horizontale
en tout
n Théoréme (CN) : f est dérivable sur un intervalle ouvert 1. Soit X, € L. extremum
S Sifprésente un extremum relatif en x, alors, f'(x,)=0 \ /
. i,

& Exemple : f(x)= x’Graphiquement, le point d’abscisse X, =0

119

est un minimum absolude f f'(x)=2x, f'(x,)=2x,=0

Remargque : La réciproque est fausse, c’est-a-dire, fx)=x*

Min,

e

ema

Sif'(x,)=0 celan’implique pas que f présente un extremum en x,
Contre exemple : f(x)= x* Ona flx)=3x* e f'(0)=0

mais le point d’abscisse ¥4 = 0 n’est pas un extremum de f .

Math

f=x'
On remarque ici que f(x) ne change pas de signeen X, = 0
s« Théoréme (CN) : f est deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I < D N 1
Si f admet un minimum relatif en x, alors f " (x,) 2 0 x

Si f admet un maximum relatif en x, alors f " (x,) < 0 1

Théoréme (CS) : f est deux fois dérivable et un intervalle ouvert I et f'(x,)=0
si f"(x,) <0 (resp. f"(x,)>0) alors, fadmet un maximum (resp. minimum) local en x,

QI

Wy

% Théoréme :_fest dérivable sur un intervalle ouvert I € D .soit X, € L.
a Sf'(x)=0

f'change de signe de part et d'autre de x,

g g p 0

Exemples: I

1) Soit f(x)=(x+1)*+1
f'()=2(x+1D, f'(-D=0, f(-D=1 /

= fprésente un extremum relatif en x,

I

K)' x — oo -1 + oo a8

S f'(x) - 0 +

.Q“ f(x)| +eo + o0 0| %
'k \ 1/

(%) change de signe de part et d’autre de x, =—1

7

ema

Donc, fprésente un minimum au point x, =—1 f(x)
2)  Soit f(x)=—(x+1)"+1
f'®)==2(x+D, f'(-D=0, f(-D=1 T

Math

X — oo -1 + o0 -1

- j}'((r)) + tll - o e
x

N _N/ ~ e

0' f’(x) change de signe de part et d’autre de  *, =—1
§ Donc, fprésente un maximum au point x, =—1
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= sz%
"T_'&S ¥ Convexité et concavité :
gl >

& Définition : fest définie sur un intervalle L.
fest convexe sur Isi Vx,,x,el, Vae [0,1], f(axl +1 —a)xz)s o (x)+(1-a)f(x,

H ‘ Cy,le graphe de f, a sa concavité
S 4 tournée vers le haut
173 of (x)+(1-a)f (x,
Q S(x;) o C; est au dessus de toutes ses
g flow, +1-a)x tangentes
.
~
~

y o+ (I=a)x, N
Définition :_f est définie sur un intervalle L
fest concave sur I si (-f) est convexe, c¢’est-a-dire :

Vx,x,el, Vaelog]l  flox, +1-0)x,)20f (x)+1-0)f(x,)

7

ema

Math

fow, +(1-)x,).

S S(x) Cy le graphe de f; a sa concavité
o (x)+A-a)f(x, c tournée vers le bas
N f(x,) /
Cy estau dessous de toutes ses
g tangentes
I e r—
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g: -' ?‘ Théoréme : fest définie et dérivable sur un intervalle ouvert! c R.

festconvexe sur [ ssi f” est croissante sur / .

Théoréme : f est définie et deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I

N festconvexesurIssi  f'"(x)20 Vxel

1) Exemple : f(x)= x”est convexe sur R car Vx€ R f"(x)=2>0

]

N}

.s’ Théoreme : fest définie et deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I
"6 festconcave sur Issi f''(x) <0 Vxel

\§ Exemple : f(x)= —xZest concave sur R car Vxe R f'(x)=-2<0

F(xw fest concave sur [0.+ oof
Exercice : Ftudier la convexité def (x) = x*

fl(x)=3x% f"(x)=6x

Math

- x - = 0 + o A

N frix -0+ 0

g convexite + o

§ de f - /\ \-/ fest convexe sur[0,+oo[ et concave sur ]—w,()]
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, [feest dérivable sur un intervalle ouvert I < R.soit x, el
Définition : If (x)

>
f'(x4)=0 et f'(x)nechange pasdesigneen x, convexe con@;
N =>M, =(f:" )) est un point d'inflexion du graphe de f £
Théoréme : \ ™0 ’

] f"(x,)=0 et f"(x) changedesigneen x, concave concave

g — —

=M, =( o J est un point d'inflexion du graphe de f 0 *o °
:': f(x,) C, coupe la

S Exemples : Soient f(x)=x’+2 et gx)=x+x taqgex&e au

point M, en

E > frx)=3x% f1(0)=0, f(0)=2 changeaom
\N x — oo 0 + oo de position
f £ + 0+ 1

U f(x) /27 + oo 1

— -
§ > £2(x)=3x"+1, g"(x)=6x, g"(0)=0 . - 4
N x — o0 0 + oo -+
g"(x - 0 +
Q o =42
Point .

§ d’inflexion gx)=x"+x
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&y

f définie et continue sur [a,b]

a b A \{ '!b
f'ey)=0

Un seul point vérifie le théoréme de Rolle Deux points vérifient le théoréme de Rolle

N N.B.:

Avant d’appliquer le théoreme de Rolle, il faut s’assurer que toutes les hypotheses
g susmentionnées sont bien vérifiées.

f dérivable sur Ju,b[ = Jaumoinsce h,b[tel que f'(c)=0

H fla)=f®)

On dit que ¢ est un zéro de la fonction dérivée f
'63 £ £
> I3’ f1e)=0
S
~
S
E f@=1® f@=1@
9 \
S : -
3
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déterminer le(s) point(s) le vérifiant.

. ‘% Exemples : Peut-on appliquer le théoréme de Rolle aux fonctions suivantes ? Si oui,
gj * 14

Soit  f(x)= —1 r[-22] D, =R/{-L1}

fest non définie sur [-2 2] car [—2 2]¢D Donc, On ne peut pas appliquer le
théoreme de Rolle a f'sur [-2,2].

I

i x=2 x>0

" 2) Soit f(x)= { [0 1], D, =R

g fest définie sur [0,1] car [0,1]; D,
.g‘ fest non continue sur [0,1] car fest discontinue en 0. En effet,
"G lim f(x)==2# f(0)

E Donc, on ne peut pas apphquer le théoreme de Rolle a f'sur [0,1].
\g Y Soit f)=le-1] sur [0.2) D,=R
:.S x-1 x21 fx)= x>1

f(x)= -1 1

S -x+1 x<1 x<

§ fest définie et continue sur [0,2] et f est non dérivable au point x,=1€ b,Z[.

En effet,
fa=1 e f',1)=-1

Donc, on ne peut pas appliquer le théoréme de Rolle a f'sur [0,2].

MQI

>
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el
J"g 4) Soit  f(x)= x—'; [o] D, =R/-2}
~ ;:‘ fest définie et contmue+sur [0, 1] et dérivable sur 10,1[. Mais f(0) # f(1)
Donc, on ne peut pas appliquer le théoréme de Rolle a f'sur [0,1].
5)  Soit f(x)=2x'-2x+3 sur [0,1] D, =R
fest définie, continue sur [0,1] et f est dérivable sur ]0,1[, f'(x)=6x*-2¢t f(0)= f(1)=3
Donc, on peut appliquer le théoreme de Rolle a fsur [0,1]: Jce 1[[31 que f'(c)=0
Ona f'(€)=0:6>-2=0=c"=1/3ac= +\/7/3 Orce b lﬁonc seul le point

es I

S c=+/3/3 vérifie le théoréme de Rolle appliqué a f'sur [0,1].
.&Exercwe Montrer que I'équation X* +In(1+x)=0 n’admet que 0 comme solution.
= Posons f(x)=x?+In(1+x) D, =10

xoebisel, x,20, fO=0 e f(x)=
& Supposons que (0 < x,)méme raisonnement si on suppose que (0 > x,) Ainsi,
Jf définie, continue sur [0.xy], dérivable sur ] 0.x[, f'(x)=2x +i Met SO=f(x)
§ D’apres le théoreme de Rolle, J¢ e l) xo[ f'c)=0 T+x 1+x
Ona 2¢? 4+ 2 +1

f(c)—()ﬁi 0 2c+2c+1=0
1+¢

Or A =-4<0dou I'équation 2¢2 +2¢ +1=0 n’admet pas de solution réelle. Ce qui est

re

g Raisonnement par I’absurde : supposons que f admet un zéro, noté x,, autre que le point 0.

Absurde. D’oti le point 0 est le seul point solution de 1’équation x* +In(1+ x) =0

W -y
‘?3- Ak % Généralisation du théoréme_de Rolle :
R,&  Théoréme: PP .

f définie et continue sur [a,+eo[
[ dérivable sur }z,-l-w[ = Jaumoinsce k,-l-oe[lel que f'(c)=0
lim f(x)=f(@

d’apres le théoreme de Rolle appliqué a f sur ] — eo,+eo[: Jau moinsc € |- oo, +oof tel que f'(c) =0
*s Ona: f'(c)=0& 1-c*=0¢& c =71 donclespointsc =-1etc,=1 vérifient

H le théoreme de Rolle appliqué a f'sur ] — eo ,+oe0 [

N f définie et continue sur ]— oo,-hx'[
73 f dérivable sur ]»eo,+oo[ = Jaumoinsce ]»eo,+oo[tel que f'(c)=0
Q lim f(x)=lim f(x)
. foeel
gm&sﬁt xtrret oo el e)-aeeren) 1ox
. x)="—7F"—"—.
i: xi+1 (x +1)z (x +1)‘
g > Sur[0,+eo [, £ définie, continue sur [0+ [fest dérivable sur bt et llnﬂlf(x) =f0)=1
N d’apres le théoreme de Rolle apphque afsur [0,4e [ Faumoinsce ]0,+oo[tel que f'(c)=0
g Ona: fle)=0e 1-¢c’=0& c=F10r ce P+
¥~ donc seul le point c=1 vérifie le théoreme de Rolle appliqué & f sur [0,4+o0 [
Q > Surl— o« ,+eo [, f définie, continue et dérivable sur ] = oo ,+o0 [ et ‘Ji_n"lf(x)=1

Exercice : Déterminer a pour que le théoréme de Rolle s’applique 2 f (x) = ™ sur ]— eo,+oo[
§ Puis, en déduire le(s) point(s) vérifiant le théoreme.

Prof. : Amale LAHLOU Semestre S,/ Module 6 / Méthodes Quantitatives T Diapositive 77
- Y
} Théoréme_des accroissements finis :
g f estdéfinieet continuesur [a,b] X
. = Jaumoinsce ]a,b[ telque f(b)—f(a)=f"(c)b—a)
f estdenvablaur]a,b[

Preuve : On pose g(x)=f(x)—f(a)—f(bb):‘{(a)

(x—a)

b)—
) gost définie et continue sur [a,b], dérivable sur Ja,b[ : &'(x) =f'(lf)-M

Q b)—
S cw=s@-s@-LO D0 a)=0 a0 gt)=s0)-r@-
D’apres le théoréme de Rolle, Jau moins ¢ € }1,b[tel que g'(c)=0

S®)-f@)
b—a

et

f(b) f(a)(b —a)=0

g'e)=06 f'(c)- =0 fb)-fl@)=f'(c)b-a)

Remarque: celab[=>a<c<b=>0<c—-a <b-a:0<;—a <1
-a

2 donc 0e ]),1[

c—
On pose, =

p b
De plus, onpose b—a=h=>b=a+h dou, 6=%@c=a+6h

fO)-f@=f')b-a) = fla+h)-f(@)=f'(a+6hh
g En posant,a=x onécrit f(x+h)—f(x)=f"'(x+6h)h
; Pour une valeur particuliére,x =x, onécrit  f(x,+h)= f(x,)= f'(x,+6h)h

I :Mathématig
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Wy
~A- ?' .
Sy vy  Exemples :
oyl
‘_h'

1) Soitf(x)=In(l+x?) sur [0,]f définie et continue sur [0,1] et f dérivable sur ]0,1[.
Donc, on peut appliquer le théoréme des accroissements finis a f sur [0,1]

EICE}],I[ telquef'(c):u_ Or f'(x)=1+ 3

I

173 1-0

g f'(c)=lﬂ(2)ﬁ > =In(2) & In(2)c* - 2¢ +In(2) =0

‘? 2)  Soit f(x)=1/x sur [a b]; R;. Donner la formule des accroissements finis
~ introduisant®(h) € ]) l[puls determmer llm 0(h) =

-1
fest définie et continue sur [a b ], a # 0 etfest dérivable sur }1 b [ ['(x) =7
fla+h)- f(a)

h

7

ema

30e P,1[ tel que f'(a +0h) =
1 1

flavem=ath a_ =1 _ -1 _ =1
h a(a+h) (a +0h) a(a+h)

(a+0h)=a(a+h)e a+0h = Ja(a+h) & 0=
Ainsi, e(h)=7v"(‘”hh)“’ ot limO(h):Q(FI)

tim 6(h)= lim (ata+m) _“XV“(””')”) lim sfim—b -1
nlJa@+h) +a) "-'“\/a(a+h)+a 0 [oh 2
a

& (a+0h) =a(a+h)

Ja(a+h)—-a

h

Math

MQI

>
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i'-_._. u% f_-'—_ N%
g: {Lg ¥ Exercice : g‘. %:4 ¥ Ah lication du théoréme_des accroissements finis :
' d N Théoréme : o ap .
En appliquant la formule des accroissements finis 2 f (x) =v1+x  sur [O,a],a >0 fest d?f?me et continue sur [a,b] . ,
e . _ a festdenvablesur]a,b[ = fi@=1, f,®)=1l,
Montrer que <Vlta-1<
2V1+a 2 lilgf'(x):lleR,lLlnf'(x)=lzeR
' 1 ) x x
N fest définie et continue sur [O,a] c [— 1,+°°[ et fest dérivable sur ]),a[: [l = 2Wiex H Exemple : o1 -1 -1<x<0 g -1<x<0
- =" — flx)=4x-1 et f'(x)=
§ dce o] telquef'(c)=w § J) 1 surl-11] T 0sxst Gap V<<t
(S _ s Q- /est définie et continue sur [-1.0] fest définie et continue sur [0,1]
:|: f'(w:m 14:2\/117= L+a lcbz\/ri=x/l+a -1 :|: fest dérivable sur ]-1,0[ :f'(x) =0 fest dérivable sur]O,l[:f'(x):m
U a +c a +c U 2
O . ' . , im f'(x)=lim————== ==
E na . . . E lim_f'(x)= lim 0=0=> f,'(~-1)=0 !l_'nlﬂ_f(x) }l_.llll(1+x)’ 2=>fg ) 2
‘0 O<c<a=1<l+c<l+a=2<2V1+c<2Vl+a=>—F—<—— <=,  (a>0) g Ft
s Wl+a 2Vl+c 2 s Remarque : La réciproque est fausse. Soit la fonction :
. a a x*si x#0
S D’ou, 2\/m<x/l+a—l<2 S fx)= "(x)
0 x=0
§. Théoréme : (Inégalité des accroi ts finis) Soit f une fonction dérivable sur un intervalle § 1 1
H N x#0, f'(x)= 2xsin(7)—cos(7). /" n’admet pas de limite au point 0. Cependant,
X X
g ouvert Itelleque 3Im,MeR vérifiant wyxel m<f(x)sM g nmf(")'f“” =limxsin(l)=0
Alors, . 0 x—0 x50 x :
Ainsi,
§ Vabel a<bona mb-a)< f(b)-f@)<Mb-a) § im f(x)_({(o)ﬂ:p“mf'(x):l
xox, x—- xo3xg
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bl % Formule généralisée des accroissements finis : i\ J}‘,! Reégle de ’Hospital : Application de la formule généralisée des accroissements finis a la
oyt [héoreme L : A forme indéterminée 0 ou =
[, g sont définies et continues sur [a,b] 5 , 0 ')
f,gsontdérivablessur}z,b[ =3ce h,b[telque%:% Théoréme :

g'(x)#0 Vxe ]ﬂ,b[ f,g sont définies et continues au V (a)

H = 3J0e h,l[telque f(a+h)-f(a)= f'(a+ﬂ1) H f, & sont dérivables au V (a) (sauf peut étre en a)=> lim f'(x)=l:lim f(x)=l
K)) Exemgle:/ o . . o gla+h)-gla) g'(a+6h) K)) lim f(x)=limg(x)=a (@=00ua=cw) ¥ g'(x) e g(x)
: Formule generallse;?;; ic:ﬁmsz:men(t;flzl:;(plpluiu)ee afetgsur[0,1] avec, : 2(x)#0, g'(x)#0 Vre V(a)

S - so= O Remarque :

fet g sont définies et continues sur [0,1] et dérivables sur ]0,1[ Si f/g' donne encore Forme Indéterminée; passez a f'/g", f3/ g@)/..., si ces dérivées vérifient les

conditions susmentionnées de la régle de I"Hospital a chaque fois qu’on trouve la FI

r
r

fl(x)=e" et g'(x):% avec g'(x)#0 sur l),l[
+x Exemple 1 : ]imM = Q(FI) Appliquons la régle de I’'Hospital a fet g
=1 (x=1)In(x) 0

On pose, f(x)=xIn(x)-x+1 et g(x)=(x—1)In(x).fet g définies et continues au voisinage de 1

éma

ema

Jau moins c e l),l[tel que % = %

Math
Math

f'i©) f-=f£©) e’ e—e’ . e—1 lim frx) lim In( x) = 2(FI ) Donc fet g sont dérivables au voisinage de 1.
. e =4 1 o = & (1+c)e’ = .o o1 g'(x) x—tlln(x)+x—1 0
g'e) gM-g(0) 1 In(2) In(2) x 1
N 1+c¢ f'(x)=In(x) et g'(x)=In(x)+>——. Appliquons une autre fois la régle de I'Hospital a f" et g’
x

ot o défini inues et dérivz isi "ox) = "x) = 2
g Le point ¢ € ]0,1[ vérifiant le théoréme généralisé des accroissements finis appliqué a f et f'et g’ définies, continues et derivables au voisinage de 1. f*'(x) = l/x et g'(x)= l/x +l/x

MQI

; g sur [0,1] est solution de I’équation  In(2)(1+c)e‘ =e -1 T < lim x _1 ohim LX) L ) 1
rslgh(x) 1 1 T2 slg'(x) 2 1g(x) 2
X X 2
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g‘ % Exemple 2 :
NS
iim ) = pry e lim x%In(x) = lim '"(lx)=5(F1)
re x oo x=0* xo0* oo
L
lim £ =0* = lim In(*) 0
H xode ] xote X
l 2
n lim X = lim — Y =0" = 105) _ fim x*In(x) = 0"
g X0t =2 xo0t 2 x=0* L x0*
x? x?
> i f(x) ()
. im == =1 = lim——=1
g Remarque : La réciproque de la régle de I’'Hospital est fausse : 20 e g'(x)
E Exemple :
2 1
‘Q F={* "% 0, g(x)=sinx
<<
0 x=0
L
3

MQI
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&
Chapitre IIL

N
Q On introduit dans ce chapitre un outil essentiel
.§~ en analyse a savoir les développements limités.
g Il permet, entre autres, de faire I'étude locale
:g des fonctions au voisinage d'un nombre fini ou
S infini.
§- On donne et justifie les principales techniques
N de calcul de développements limités.
<
83

\
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Ly \z%
-éj ¥ Formule de Taylor :
~ X  Formule de Taylor -Lagrange a ordre n : Soit a,beR. a#b
f estdeclasseC” surfa,b] = Jaumoinsce J,b[tel que
N £ existe et définie sur Ju,b[
®- a) ®-a)™"
b (p) (n+1)
§ f®)= Zf @———+f ()(n+1)'
" s
v Partie réguliereea I'ordre n Reste de Lagranged'ordren
'_.: ou encore
S @ ) N B=a)" ey (B —a)™
Ef(b) fl@+f' (a) +f (a ) ++ () t + () '
\N (n+1)!
:.S Egalité qu'on peut I'écrire, en posant, b=a+h, c=a+0h, O€ l),l[:
S u ne P
_ e (n+1)
§ fla+h) -Zf"(a) +f (a+eh)( 1
- hn+1

n w1 (n) (n+1)
-f(a)+f(a) +f (a) Tt c+f (a) +f (a+9h)( T

MQI
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e sz%
b il .
ST ¥ Remarques :

T, v" Formule valable pour tout x, € [a b] ettout X =X, +he [a b] J6e ]0 1[

n+l

F@= s+ ) T ) Iy o I e s —x
v En posant X, =0 on trouve la formule de Mac- Laurin avec le reste de Lagrange a ’ordre n :
N FO=F O+ O+ f"(0)—+ L@ T ) (n; ;), oe o[
W) v Pourn=0,cestla formule des accr(nssements fl[llS
g Exemple : Ecrire le développement de la fonction f(x)=In(x) suivant les puissances enticres de
.E. (x —1) ens’arrétant au terme contenant (x —1)°
g fest bien définie, continue et infiniment dérivable sur[l, x ]et les dérivées successives sont
:g continues sur[l, x] On applique donc la formule de Taylor avec le reste de Lagrange a cette
..G fonction. 39 e }),l[tel que :
§. e E=D 1) + V040 —1) E 1)

Dou f(x)=(x-l)-%(x-1)2- (x-1° oc b1

MQI

1
3(1+6(x-1)

Or, f'(X)=*, f"(X)=;,1, f“”(X)=;32, fM=0, f'M=1, fr@)=-1
X P P
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N
< ?‘; Formule de Taylor-Young a Uordre n :

f estdeclasse C" sur un intervalle ouvert I. Soienta,x e I
fx)= Zf"”(a) +(x—a)"e(x) avec lime(x)=0
xoa
H Egalité qu'on peut I'écrire, en posant, x =a + h

Zf“"(a)—+ h"e(h)
p- RealedeYOLI\G
=f(a)+f'(a) +f"(a)—+ +f‘"’(a) +h” &(h) avec lime(h)=0

u(h
"

~
=
D)
+
=
<

On a I’égalité u(h)?o(h") si 511_1310 ). 0. Notons que : o(h™*")=h"o(h")

Aussi, Le reste de Young se note  h"g(h) =o(h") (Notation de Landau) Ainsi, ”
fla+h)=f@)+f' (a) +f"(a)*+ +f'"’(a)*+0(h")

Remarques : A1’ordre 1, 1a formule s’écrit :

e fla+h)= f(a)+ f'(@)h +he(h) avec higze(h):O

N Cest-a-dire, f a pour dérivée f'(a) en a.

Pour a=0 on obtient la formule de Mac-Laurin avec reste de Young a I’ordre n :

§ f(x)—Zf“"(O)—w(x )

=0

Mathématigues
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W -y
% Exemples : Application de la Formule de Mac-Laurin avec reste de Young,

i) :

JLd

1)alordre n, & f(x)=e*. On afest infiniment dérivable sur R (f est de classe C ~sur R)

f‘“(x)-e VkeN  Ainsi, f%0)=1 VkeN

I

K)‘ f(x)= Z f"”(O)p—+ x"e(x) avec llm €(x)=0ou encore f(x)= 2 f“"(O)—+ o(x")
p=0 p=0

S

S :

_': € _Z 1v 2' 3|

g 2) al’ordre n, af (x) = ¢~*.On change x par —x dans le DL de ¢* puisque quand x = 0,—x — 0

\N 3

4 P 2
et = go( 11);. +o(x") = 1_F+%_?+ (= 1)—+o(x)

xIn(a)

Math

3)alordren a f(x)=a" =e
puisque quand x — 0,xIn(a) = 0

»@ > 0. On remplace x par XIn(a) dans le DL de e*

2 2 3 3 n n
ln(a)x+ln (a)x +ln (a)x +.__+ln (a)x
1 2! 3! n!

+o(x")=1+

14
@ Zln (a)x? +o(x")
p!

P=0

MQI

2 2 3 3 n n
In(a)x +ln (a)x +ln (a)x +.__+ln (a)x

+o(x")=1+
1 2! 3! n!

a +o(x")

« _xInf(a)x”
Zip.

p=0
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g .
% 4) alordre 2n+1, 2 f(x) = cos(x). (f estdeclasse (O sur R)
'!5.,,. 3 02 Fx)=costr), f'(x):—sin(x):co{x—g), f"(x):—sil{x+§]=co{x +2§)

Hf(k)(x)=cos(x+k§) Vke N ainsi f”"(O)-cos( 12:) {:)_I)P IIZ:§§+1 VkeN
2 4 6 >

Q  |costo= PRI 2 ),+o(x“+‘)=1-%+%-% D )'+0(xz"“)

S ) ! !

.g‘ 5)  alordre 2n+2, af (x)=sin(x) (f est de classe C" sur R)

~

fV(x) = f(x)=sin(x), f'(x)=cos(x)=sin(x—§), f"(x)=cos(x—§)=sin(x—2§)

ema

\ P =

~E FP(x) =sin(x—k§) VkeN ansi f®(0) =sin(k §)={:)_1) ’;;Z” VkeN
g 1 » 2p+1 s x3 xS x7 1 x2n+l a2
S [sin@)= Z(— ) T Gy O m R g T ) G +1)'+o(x )

I

Remarques :
0' »>  Lapartie réguliere de COS(X) est paire
»  Lapartie réguliere de sm(x) est impaire
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¥ = ‘% 6)alordrena f(x)=(1+x)®, oeR Onaf estdeclasse C- sur ]‘1"‘"‘"[
¥ FP@ =a(a-1(@—2)--(@—k + D1+ x)°*

= Vke N’
£20)=aa-1)(0—2)(a—k +1)

(1+x)ﬂ:i“(“‘l)"'(“'p“)x"+a(x")=1+%x+°‘(“'l)x2+» a(a D---(a— n+l)x"+a(x )

= p! ! 2! n!

I

7

' On pose =1

] =2 O P T X TR TRt TR
g m_1+2x Sttt ED ris-am +o(x")
:.: Onpose o =-1 1 »

S =Y (1P x? +o(x")=1-x+x" = x +-+(=1)"x" +0(x")
s 1+x 43

On pose ¢t = —1 et on change x en —x

1

u
1 =Zx"+o(x")=1+x+x2+x3+---+x"+o(x")
-X

p=0

Math

Exercice :

Calculer les développements suivant les puissances entiéres de x en s’arrétant au terme x° des
fonctions suivantes :

1 1 1 1 1
Vl-x, V1+x7, , , , et
Vi+x’ 1=-x" J14x*  1-x° 1+x?

MQI

>

rof. : Amale LAHLOU Semestre S,/ Module 6 / Méthodes Quantitatives I Diapositive 92




Développement limité polynomial au V(0) :
fest définie au V(0) sauf peut étre en 0. Soit n > 0
9 Définition : f admet un Développement Limité d’ordre n au V(0) (de fagon abrégée

DL, (0))si:
3P e R[X], deg(P)<netIe une application définie au V(0) sauf peut &tre en 0, 1im &(x) =0
f(x)=P(x)+x"e(x), P(x)=a,+a,x+--,+a,x" avec a,,a,a,, -,a,€R

Cela peut s’écrire avec la notation de Landau : f(x)= Z“kxk +o(x")
k=0
x"g(x) estdite la partie réguliere, principale ou polynomiale du développement limité a I’ordre n
P(x) estlapartie complémentaire ou le reste d’ordre n de ce développement limité

Exemples : s
1 soit Sf(X)=a,+ax+a,x* ++a,x" +a,,x

n+l

+4a,x", (n<m)
f(x)=a,+a,x +a, xz+ +a,lx”+x"(a“lx+-~~+amx”"")

On pose, &x)=a, ,x+-+a,x"™, et llme(x) 0

Ainsi, fadmet un DL, au V(0) : f(x)= =a, +alx +ax” 4o +a,x" +x"e(x), !‘i_lf'}ﬁ(x)=0

Mathématigues I

2) f(x)= lix admet un DL, au V(0). En effet, . P
- 2 'y 7
I-x™ ==+ x+x7 +4x"),  x#l e
R TR +xl— :i =14x+27 + 2"+
1-x 1-x 1-x 1 -x
N x . 1
On pose: E(x)=1—— ef lime(x)=0 Approximation
gD’ou, T =1+x+x>++x"+x"e(x) polynomiale
-X
§ i=l+x+x2+---+x”+o(x”) =
1-x : 0 s
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ﬂj‘g ?’g Théoréme : si f admet un DL, au V(0) de partie réguliere P, alors,
NS

» La partie réguliere du DL, est unique

» fadmet un DL, au V(0) pour tout 0 < k < n dont la partie réguliere est le
Tronqué de P au degré k (T,[P])

»  Sifi(x) est paire alors la partie réguliere du DL est paire

»  Sif(x) est impaire alors la partie réguliere du DL est impaire

Exemples :

1) Soit le DL, au voisinage de 0,

1
=l+x+x>+—+x"+0(x")
x

ques I

le DL; au voisinage de 0,
1
1-x

f

(7

=1l+x+x 4+ +x" +x"g(x), lime, (x)=0
x>

=1+ x+x>+ 00 + X7+ x4+ 1"+ x" g (1)), lim e, (x)=0

e

ema

=1+x+x+x° +x’e(x), e(x)=x+x ++x" 4 x”"s (x), lime(x)=0
P

=l4+x+x>+x° +o(x?)

Math

2)  La partie régulidre du développement limité au V(0) de X+> COS(x) ne contient que des
o puissances paires x? 4 6 X
cos(x)=1- L xr_x S (=1)" +0( zun)
N 2! 4 6! (2n)!
3)  La partie réguliere du développement limité au V(0) de ~ x+>sin(x)  ne contient que des
g puissances impaires s N , ot
. x* x7 x X Ine2
sin(x)=x—"—+ ="+ +(-1)" ———+o(x""
§ (x) 3 st M =D (2n +1)! ( )
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'F ‘J}.' Développement limité a droite et a gauche de 0 : f est définie au V(0) sauf peut étre en 0.
5 Définitions :
i_ Jcg, o

f admetun DL, afauche de0siIPe R[X], deg(P)<n 3Im>0ectI € une application
définie sur ]-Tl, vxe }n,0[ f(x)=P(x)+x"e(x) lim g(x)=0

N e
173 f admetun DL, adroitede Osi 3P e R[X], deg(P)<n 3Im>0ectI e uneapplication
g definie sur J0,1 viebal fx)=P(x)+x"e(x) lim ex)=0
S 1 x50
‘_.: Exemple : ; x<0
Soit  f(x)=— ona fx)y={17%
g 1+ .
\N +x

fadmet un DL, a gauche de 0 :

i—1+Jr+x +--4x" +x( ), s,(x)—f et llms,(x) 0
1-x 1- 1-x

fadmet un DL, a droite de 0 :

Math

241 e
N NI 1)"x"+x"(( =l x]. £0="2"% 4 lime,(0)=0
1+x +x 1+x X0
g Remarque :
Si fadmet un DL(0) alors ~ lim f(x)e R

M
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% Développement limité polynomial au V(x,) :
" Définition : fest définie au V(x,) (sauf peut étre en xy). fadmet un DL, au V(x,) si :
3P e R[X], deg(P)<n et f(x)=P(x—x,)+(x—x,)"€(x) avec lim g(x)=0
H On écrira aussi : n .
f(x)= Zak(x —-X,) +o((x - xo)")
n Remarque : k=0
S On peut se ramener du V(x,) au V(0) en posant ¥ = X, + . Ainsi, h — 0 quand x — x,
3P e R[X], deg(P)<n et f(x,+h)=P(h)+h"e(h) avec llm‘:' gh)=0
Exemple : Cherchons le DL, de f(x)=e*" -1 au V(1)
Onpose, y=1+h, quand x—1, h—0. Ainsi, fA+h) =e"
Or h W B h" h W B h"
e =1+—+—+—+- +—+h" (h)=1+_—+—_——+—+- +—+o(h")
o2 3 o2 3

Puis on remplace i par x - 1,

:Mafhémaﬁq

3 n
(x 1’ (x-l) +m+(x-1)

1. 2 3 Tt ofx-17)

1+

N N.B.:

On exprime toujours la partie réguliére du DL, (x,) suivant les puissances croissantes de (x-x,) et
g non pas suivant celle de x
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% Développement limité asymptotique auy (=°):
[  Définition : fest définie auV (eo). fadmet un DL, auV(oo) si:
3P e R[X] telsque deg(P)<n et f(x)—P(l)+(f) e(x) avec llm e(x)=0
x

Ou encore : 1
fx)= z n +o( ,)

k=0 X
N Remarque : On peut se ramener du V(e)au V(Oj en posant X =— A1n51 h — 0 quand ‘x‘ — +oo

Nape R[X] telsque deg(P)<n et f(1 = P(h)+ h"g(h) avec !'ln.l) eh) =

ue.

(7

w.Exempgle DonPer leDL,def (x) = eu V(eo)
Onpose x = e quand ‘x‘ — +o0, h — 0. Ainsi, f(f) =e
K n h" . 1

2.2 .2 ol ny P lace /
_1+1'+2v+3v+ +"!+o(h) uis on remplace / par

z 1 1 1 1 (1)
*—1+ + R s AT +o0

o
=
S

21x? 0 3tx? nlx" "
Comme on peut toujours se ramener duV(xy) ou duV(e) au V(0), toutes les propriétés du DL,
au V(0) se généralisent au DL, au V(x) et au V(eo)

:Mathémat

Calcul du DL, au V(0) : Les précieuses formules de Taylor et de Mac-Laurin avec reste de Young sont
H les outils privilégiés pour calculer le DL d’une fonction en un point. On se ramene au V(0)

g f(x)-f(0)+z f"”(0)+x e(x) avec llme(x)—

§ NB. En général, un developpement limité n’est pas toujours donné par la formule de Taylor-Young
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ST ¥ Opérations sur les développements limités au V(0) :
Nt fet g admettent des DL, au V(0) :

3F € R[X] telsque deg(F)<n et f(x)=F(x)+x"e (x) avec limot-:l(x)=0
x>

N 3G e R[X] telsque deg(G)<n et g(x)=G(x)+x"e,(x) avec El_l‘!}‘ €,(x)=0
Somme des DL :
K} f+g admet un DL, au V(0) :
S IP=F +Ge R[X], deg(P)<n et (f+g)(x)=P(x)+x"e(x) avec lin(l)s(x)=0
x5
S Enetfer:  (f+2)x) = fx)+g(x)
"G = F(x)+ x"g,(x) + G (x) + x"g,(x)
£ =(F(x) +G(x))+ x"(g,(x) + &,(x))
\N Il suffitde poser: P =F +G e R[X], deg(P)<n, &(x)=(g +¢,)(x) et lin{]t-:(x):O
x -
S Exemple : Calculer les developpements limités de (e +e ) et (e —e )au V() :
N x x* X x x  x’ "
§- B TRETIFTI T ?_?J' e
N ey
g e +e _2+22!+24!+-~+ p ),+0(x
o avec 2p+1<n
§ e —e" —21v+2?+2;+ +2(2 +1)v+0(x”
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—. ! Généralisation de la somme :
Siau V(0), fadmet un DL, et ¢ admet un DL, alors,
Jf+g admet un DL, au V(0) avec p < inf{n,m }
Exemple : Soient,
1

fx)=x +%x2 —%x“ +o(x%) et g(x)=1—%x2 +Ex3 —%x" +o(x*)

I

h Calculons DL, au V(0) de f + g. Ona, 2 < inf{ 3,4}

que.

v

(f+2)x) =f(x)+g(x)

r

7

ema

= x+1x2-1x3 +o(x*) |+ 1-1x2+1x3-lx4 +o(x*)
3 5 3 6 12

Math

=x+1x2 +1—1 x* +o(x?)
3 3

=1+x+0(x?)

MQI
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N,
% Multiplication par un scalaire :
" & Soihe R®, (Af) définie au V(0) et admet un DL, au V(0),
IP=WFeRX], degP)sn e (M)x)=P(x)+x'e(x) avec lime(x)=0

en effet : WHx) =Mf(x)
= A(F(x)+ x"s,(x))
i de s = (AF (x))+ x"(Ag, (x))

P=AF € R[X], deg(P)<n et ¢€(x)=2Ag (x)

Exemple : Calculer les développements limités de cosh(x) —7(e +e™) et sinh(x) —7(e —-e™)

LS | x? x* x 2p41 x* xt 2p41
cosh(x)=5(e +e )—E(2+2§+ZE+»--+2(zp)v)w»(x )= 1+2 +4v+ - (2 )v+a(x )
xi Zpol x° Zpol
cosh(x)= —(e —e” )_ 2202 oF 2 T hor)=1+S 4D +—+»-- ————4o(x*"*)
1! 3! 5! Qp+1)! o3 s Q2p+1)!

Remarque :
Soient f; des fonctions admettant des DL de parties réguliéres respectives P;. Toute combinaison

linéaire de f; admet un DL de partie réguli¢re une combinaison linéaire des P,

MQ I :Mathématigues I
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Produit :
3 fXg admetun DL, au V(0),
P =T,[(FG)(x)|e RIX] deg(P)<n et(f xg)(x)=P(x)+x"g(x) avec lime(x) =0

(fxg)x) = f(x)g(x)
= (F (x) + x"e,(x))x (G (x) + x"e,(x))
= (FG)(x)+ x" (F (x)&,(x) + G(x)g, (x) + x"€, (x)e, (x))

Or deg(FG) =deg(F)+deg(G) <2n. Posons deg(FG)=m

en effet :

(FG)(x) =a,+ax+-+a,x"+a,, x"" +a,,x"" + - +a,x" avec m < 2n
=(@,+a,x+-+a,x")+x"(a,, x+a, x> ++a,x"™")
=P(x)+x"R(x) deg(P)<n,val(R)21

(FXg)x) =(FG)(x)+x"(F(x)e,(x) + G(x)e,(x) + x"€,(x)e,(x))
=P(x)+x"(R(x) + F (x)e,(x) + G(x)e,(x) + x"&,(x)€,(x))

11 suffit de poser :
P(x)=a,+ax+-+a,x" =T,[(FG)(x)} P(x)est le Tronqué au degré n de (FG )(x),
deg(P)<n, €(x)=R(x)+F(x)e,(x)+G(x)g (x)+x"e (x)e,(x) et liLIlos(x)=0

MQ I :Mathématigues I
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i -. ?, Exemples :

Développement limité de ¢* sin( x) al’ordre 4,

x* X

() = x5 4 roqp Xy Y Lx
N sin(x)=x p +o(x ) et e —1+1'+ o + 3' += m +0(x )
2
'6 e* sin(x) (1+x+7+%+a+o(x )](x—?+o(x4)J
g x x* x* x ( )
N4 =x-—+x'-—+—+—+olx*
' et T T2t e T
g =x+x2+1x3+0(x4)
Q 3
‘8 2)  Développement limité de sin’(x) alordre 6,
~ o 3 e 3
g sins(x)=(x—?+o(x")J =T, (x—?J +o(x*)
Se n+m

. . _mcon
1l est tres utile de mettre des puissances de x en facteur tout en sachant que, o(x"™) =x"o(x")

MQI

sin«x){x_{w(x*)]s=x{1_?+o(x )) . [l_g] vole)=x (l_%’)w(xh)ﬂs_%“w(x«)
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—- ?' Généralisation_du produit :
i_ Si fadmet un DL, au V(0), et si g admet un DL, au V(0)
fx)=a,x"+a, x"" +- +a,x" +o(x") p=0
g(x)=b,x" +b, ,x™*" +- +b,x" +0(x") q20
H Au V(0), pour calculer DL, (k < inf{ n,m})def x g il suffit de calculer DL, de fet DL, de g
7 Exemples :
1,

1) fo= x+;x +;x +o(x’) et glx)=1- x+;x e +1—12x +o(x*)

Calculons DL, (2 < inf{ 3,4}) auV(O)de fxg

f(x)xg(x) =(X +%xz +0(x2))x(1—x +o(x))=x —%x’ +o(x?)

e

athématigu

2)  Calculerle DLgau V(0)de £ (x)=(sin(x)— x)In(1+ x)
1
DLg, (0 _ 1st s 1
s1(0)  (sin(x)-x)= 3'Jc +5'x 7'x +o(x7)
DLy 5 (0) ln(1+x)=x—lx2+1x3—1x4+1x5+0(x5)
2 3 4 5

N =t s 1 1. 15 1.1
f(x) 3x +5'x 7x +o(x") || x 2x +3x 4x +5x +o(x%)

< o (A (L e (U e (L
; ] 312 5! 313 34 512 513 315 7!
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{b ‘?,! Quotient : Supposons que val(G)=0(i.e.,G(0)#0). i admet un DL, au V(0)

A 3P e R[X] telsque deg(P)<n et L(x):P(x)+x"€(x) avec lin}‘s(x)=()
g x>

ou P(x) est le quotient de la division suivant les puissances croissantes de F(x)

N par G(x) a I’ordre n, en effet :

K)) 3'Q,Re R[X] F(x)=G(x)P(x)+x""'R(x) avec deg(P)<n

S F(x)=f(x)=x"g,(x) e  G(x)=g(x)—x"g,(x)

g o 1 1
'OG F(x)=G(x)P(x)+x"™R(x) = f(x)—x"g,(x)=(g(x)—x"&,(x))P(x)+ x""R(x)
\% = f(x)=g(X)P(x) +x" (xR(x) +£,(x) - P(x)&,(x))
=

S f@)_ P(x)+x{xR(x)wl(x)—P(x)ez(x)J
§ g(x) g(x)

N , . TR (x) + €,(x) = P(x)E, (x) .

0' I suffit de poser :  g(x)= 1 ® 2 avec lime(x)=0

g(x x=0
S D'oll, g((;)) =P(x)+x"e(x) avec lime(x)=0

>
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Vo= N%
~§3‘3 ¥ Exemple:
>y sin( x)

Calculer le DL; au V(0) detan(x). On sait que  tan(x) =
e X2 cos(x)
sin(x)=x—? +o(x3) et cos(x)=1—7 +0(x3) avec cos(0)=1#0
N Division suivant les puissances croissantes desin( x) parcos(x) a I'ordre 3 :

3 2

' . X P
Q x* x? x* S X 6 2
S Done, x——=[1-"x+—> |+x°| = ¥ xs
NS 6 2 3 6 —-x e
°~N -2
= Ainsi, tan(x)=x+x—3+o(x3) el
\E xJ + xS
) XL
s Exercice : x°
U 6
§ Calculer DL, au voisinage de 0 de la fonction :
1+ tan(x)
=In| ——2
f n(l—tan(x))

MQI

Prof. : Amale LAHLOU Semestre S,/ Module 6 / Méthodes Quantitatives T Diapositive 105

fog admetun DL, au V(0):

W -y
% Composition (substitution) : Supposons que hmg(x) 0(i.e.,G(0)=0) alors
i XS
FPe R[X] telsque deg(P)<n et (fog)(x)=P(x)+x"g(x) avec lige(x)=0

P(x)=T, [F (G(x))]e R[X], P(x)estle Tronqué au degré n de F (G(x))
H Exemple : Calculer le DL; au V(0) de ,eostx) On POSe, f(x)=e* ef g(x)=cos(x)

173 2

g DL; au V(0) de g(x) = cos(x) u=cos(x)=1—x7+a(x3)

DL, au V(0) d “,

= sauV0)de fyy=e": e" 1+1'+F+?+0(u)

U L’écriture suivante : ecus(x) ( ) (1_7)-_,,1(1_&) +o(x?)
E 2 6 2

‘Q

est fausse car limg(x)=1#0
x=0

Cependant, on peut écrire,g ©0S(¥) — o0s(x)=1+1 _ 5 o 5 c0s(x)=L g on pose,

Math

f(x)=e* e g(x)=cos(x)—1 avec lin(gg(x):O

2

DL; au V(0) de g(x) = cos(x) -1 u=cos(x)—1= —L""’(xs)
Ainsi, 2
1 x? 3 e 2 3
ecos(x)=e><ecos(x)- =e 1_7+0(x~) =e_5x +0(x‘)

MQI
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% Généralisation_de la composition :
& Si f admet un DL au V(0), et si g admet un DL au V(0) avec,
fx)=a,+a,x" +a, x"*" +--

g(x)=b,x" +b,, x4+ g1

N (o) magra,e ()4 a, 08" 0+

au V(0), pour calculer DL, de f o g il suffit de calculer DL, de favec n= E[ j| (iewgn sk <qgn+1)
etDL, de g

Exemple :

Calculons DL au V(0) deh(x) = ln(l +x— sin(x))

Iques

r

7

ema

On poselt = x—sm(x)—fx —éx +0(x*) et In(l+u)= u—zlu +o(u?)

~ ut= 1x3 1 —x° +a(x“)=fx" l—ix2 +a(x")=ix"+a(x“)
S 6 120 36 20 36
E D’ou
Ss ’ 1 1 11 1 1 + 1
Ind+x - =¥ "1z ¥-—x+ =X =X ——x"+
. n(1+ x —sin(x)) x* 20 236 o(x®)= x 120 72x o(x®)
Exercice :

MQI

Caleuler DL, au V(0) de £ (x) = Ln{cos(vx))
X
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Yy
'—;E.} % Dérivation : On suppose que fest de classe ™" au V(0)
& v S admet un DL, au V(0):

f(x)=a,+ax+---+a,x" +a"+1x"

X"

€,(x) avec llmsl(x) =
S’ admet un DL, au V(0)

f(x)=al+2a2x+3a3x2+-~+(n+1)a,,+lx"+x"ez(x) avec lin‘éez(x)=0
x5

H Exemple :
a 1
O calculer le DL; au V(0) de 7——
3 -
'_.:0‘1531“]”63 ! =l+x+x’ 4+ +x' +x°+x+x7 +0(x7)
-x
g Par dérivation, '
1 1 5

=14+2x+3x  +4x  +5x* +6x° +7x° + o(x*

\N (l—x)2 (l—xJ )

=

emarque :

n général, méme si f est dérivable, on ne peut pas dériver un DL.

Math

f(x)=x sln[ J admet un DL,(0) cependant f (x)= 2xsm( L )-cos(%) n’admet pas de DL a

BN Y avic ac
aucun ordre puisque {l_l}zf (x) n’existe pas.

MQI
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-' , Primitive :

f admet un DL, au V(0) : f(x)-a +a,x +a,x’+ +a,x"+x"g,(x) avec lXiT“e,(x)=0

St~ f estune primitive def surun V(O)(f f), alors f admet un DL, au V(0),

f(x):f(0)+a,,x+—x # o2y +m+u7"x””+x"”ez(x) avec lim €,(x)=0
Exemples : 2 3 n+l =

1)  Calculer le DL; au V(0) de f(x)=1In(1+ x).On sait que : (in( 1 + x ))' =

+x

=l-x+x’=x +x'=x*+x° +0(x%

1
Or, le DL au V(0) de 1+x est: s
H 6 7
+L-L+L+0(x7)

2
Paxintégration,f(x):ln(1+x)=f(0)+x-x—+ xT 3 o -

X
2 3

x* x* x* x*

2 7
x x 7
= = In( 1 =X - - -
Or f(0)=In(1+0)=0 donc,In(1+ x)=x 2 + 3 3 + 3 3 + 7 +o(x")

. . g 1
2)  Calculer le DLg au V(0) de f(x)=arcsin(x).On sait que : (arcsin(x)) =——
¢ ¢ ) V1-x?

1

1
Or, le DLs au V(0) de "/ — = est: N =l+%xz +%x‘ +o(x%)
S -x

athématigues I

o — aresin( £) = Lo, 3 s
N Par intégration, (x) = aresin( x) = FO+x x4 xf +o(x)

. 1 3, .
§ Or aresin(0)=0 donc, aresin( x)=x+gx3 +Ex‘ +o(x*)
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el \ 1
) 3) Calculer le DLg au V(0) def (x)=arctan(x).On sait que {aretan( x)) = ——
e 1 1+x

Or, le DL, au V(0) d t: =1-x?+x'—x"+o(x")
r, le DL; au V(0) de e es 1+
Par intégration, f (x) = arctan( x) = f(0)+x—%x3+éx5—%x7 +o(x®)
N LS S DR
" Or arctan(0) = 0 donc, arctan( x)=x—§x +§x —;x +o(x®)
N Remarque importante :
g. Supposons que fadmet un DL, au V(0), i.e.,
:|: JP e R[X] telsque deg(P)<nm et f(x)=P(x)+x"e(x) avec limoe(x)=0
x>
g P(x)=apx"+ap+lx"+l+~-+a"x" avec a,,a,,,,a,€R
. . . a, p=0
\ = n = r P+l n n =%
Q Llil})f(x)-lxl_lgP(x)+x e(x)-!(l_lzlo(apx +a, x" +-+a,x"+x e(x)) {0 220

Dong, sif admet un DL, au V(0), alin‘f);f(x) eR
X

Math

Par contraposé, im f (x) = oo alors f n’admet pas de DL, au V(0).
x=0

H Exemple :

g Soit fx)= ,[ 1 ) lim‘) f(x) = +oodonc, f n’admet pas de DL au V(0) mais en fait,
1+x g

§ f admet un développement limité généralisé au V(0).
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% Développement limité généralisé au V(0) :
P Définition : f est définie au V(0) (sauf peut étre en 0) et f n’admet pas de développement

limité au V(0). (fnon bornée) Cependant sidp € N* tel que x? f (x)admet un DL, au V(0)
avec p < n alors, on dn ue f admet un (DLG,, ) Développement Limité Généralis¢ a I’ordre
(n-p)auV(©).En X’ f(x)

effer, ¥ LTl B B Vg + @yt 4o 44" 4 x"e(x) avec lime(x) =0

1 -
f(x) =—p(a0 +a, x4 +a,x’ +a,, x4 +a,,x")+ x"""g(x)

I

f(x) =lax" +a,x"" +--+a, +a,, x+ +a,,x""’)+ x""’g(x)

ques

1
fx)= x P+ x?

]Exemgle lim 1 .

=0 x? + x°

v

ig|
L8

donc, fn’admet pas de DL au V(0). Cependant, on remarque que :

1 nony on
admet un DL, au V(0) : xf(x)-?—l x+x' =+ +(-D)"x" + x"e(x)

Q I :Mathémat

X f(x) =
+x
1 P
fx) == (l-x+x>—x++(=D)"x" + x"e(x))
x
f(x) =i2-1+1—x+x o (=1)"x"2 4 x"2g(x)
x x
Donc, fadmet un DLG , au V(0). R
§ Exercice : Calculer DLG, au V(oo) de f(x)— ;
+1
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=

i_ ‘E j Calculer DLG, auV(eo) de f(x)=

l
Onpose y = —, quand x — oo,h — 0. f()

“_‘_t

1
h

(e iy

=1, =1+ 2= 3. Calculons DL; au V() de h,
p=ton . h+le
Calculons DL, de ——=1-h+h>—h’+o(h’
alculons DL; au V(¢ de el o(h”)

Calculons DL; au V(o) dee"=1+h +lh2 +%h3 +o(h?)

Mathématigues I

Lo c(mhen? —n vo®) 1+ h+ 10 + 1n% o)
hil 2" 7
:1+h+%h2+%h3—h—hz—lh3+h2+h3—h3+a(h3)
BT
2" 73
S .. f(lj_l(“,lhz 7h‘+o(h )j—7+ h—fh’+o(h)
kg Ainsi ) TR TS PR

gOn remplace n par x:

1 1 1
§ f(x):x+;—3x2+o(F]
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el
?‘; Développements limités usuels au_voisinage de 0
N o(x*) = x*e(x) lim e(x) =0

e =P i +0(x’) 1+1'+?+?+ +f+0(x )
N Py CU 1’ F oy =1-E X X +(-1)"—+o(x)
'ﬂ = o2 3
N “Jn ? 1 In? 2 n? 3 In" n
ga’ =Mw+o(x")-l+ "(la!)x+ n (za!)x + 2 (:!)x P (:!)x +o(x")
. 1 1 n
": cosh( x)—i - +o(x"*h) =1+% - +x—4+~ x ——— 4 o(x"")
S 4 (2p)! P * 2
E n x 2+t x? X3 x 2+
\ inh = x4 a2y o X X L 4 2042
g Sh( ) =3 ey PO = e gy Gnsnp O
~ tanh( x) = x x’ 22"
S B!
§ S » x? 2n+1 x? x* x*° n ( 2u+l)
oo cos(x)=Pz=o(—l) (zp)!+o(x )=1_?+f_?+ +(=1) (2 )'+ox
N n x2r+t X3 x5 x7 x

. _ e wme2y X X X X 2042
gsm(x)—pZﬂ( 1) 2p +1)!+o(x )=x 3 + P +--+(-1) (2n+1)!+0(x )

§ tan(x)-x+x—3+—2x5+17x7+62x9+o(x“’)
B 3715 7 315 2835
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"*“g Développements limités usuels au_voisinage de 0
‘?3 I o(x*)= x*e(x) lim g(x) =0
F x50
arccos( x)=£—x—Lx3— 1.3 x5 — . = 1.3.5--(2n-1) xz..+n+o(xz..+z)
2 2.3 2.4.5 2.4.6---(2n)(2n +1)
& 1352p-D P 3 e 1350@neD) (s
N msm(x)‘”zus (2p)(2p+l)x +ole )‘” Ttoast Tt +246 emen+n " *ole)
2n+ xj 5 n et n4+
) arctan( x)-Z( l)" +o(x 2)=X—T+?-” +(=1) 1"'0(-‘72 )
.%(1+x)"=27u(°‘_1)"'('“_p+1)x"+o(x")=1+gx+a(u_l)x2+--~+a(u_l)m(a_"ﬂ)x"+o(x")
N =) p! 1 2! n!
~
S =Y~ x4 o(x") =l mx b x = x bk (<15 4 0(x")
E 1+ x =
\ "
.g 1 =Y x"+o(x")=l+x+x’+x 4 +x" +0(x")
~ I-x 5
3
g In(1+x)= Z(—l)””x7+o(x”)_x—7+?—7+ (= 1)"+1Jr +o(x")
.. x* X X!
In(1- + Sk = 7+
n(1-x)= ; o(x") x 27 3 a " o(x")
1 1.35---(2p=3) , 1 1 13 1 1.3.5---2n-3)
= = P | et o Sl = = e 1 |7 n
x/1+x-l+zx+"z-z:( 1) 246-(2p) x" +o(x") 1+2x 24x +Z46x <+ (=1)’ 246-(2n) +o(x)
1113, ,135.-Qu-1) , .,
§ %la-x_l 2x+2‘4x +(-1) 72.4.6»-»(211) x +o(x )
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*‘3 Applications des développements limités :
& Etude locale d’une fonction
.;: » Recherche des équivalents
g > Dérivabilité d'une fonction
% > Calcul des dérivées successives d'une fonction en un point
\s » Extremums d'une fonction
TOE > Position d'une courbe par rapport d sa tangente en un point
§_ » Prolongement par continuité d'une fonction
N > Calcul de limites
g > Etude des branches infinies
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terme de son développement lithit&en x,. Supposons que fadmet un DL, au V(x,) :
Ja,eR/i=1,--,n fx)= Zak(x —x)f +(x—x,)"e(x) avec lim g(x)=0
“ xox,
SWk=01,-,n  a, =0lors f(x) = 0((x_x0)n)
Sinon, on pose  p, — min{k eN'/a, # 6} 0< p<n ainsi,

f(x) =a, +ap(x—x“)” +ap+l(x —xn)‘”l +- -+a,,(x—x“y' +(x—x“y'el(x) avec le £(x)=0

i‘ ';E' % Recherche des équivalents : Silim g(x) =0 , alors g(x) est équivalent au premier

] (L L S g N A

a, P »

aﬁques I

Ce qui implique,

E Sx)-a, =1+ "”(x—x(,)+ Gpe2 (x—x,) +- +f(x—x Y+ (x-x,) e (x)
a,lc-xY a, a,

Et par suite, }1{2%:1 =  f(x)=-aq, = ap(x—xo)"

7

Mafh

o> Exemples: o* =14 x +o0(x) = e’ -1 = x

_xz

2
cos(x):l—x?+o(x2) = cos(x)—1 =

2
ln(1+x):x7x7+o(x2) = In(l+x) = x

MQI
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-. Prolongement par continuité d’une fonction :

¥ Théoréme : une fonction f'se prolonge par continuité en x, ssi f admet un DL a
I’ordre O en x,
En effet :
:)fse prolonge par continuité en x,, soit f son prolongement :>llmf(x) llmf(x) f(xﬂ

"l =>f(0)-f (Xn) Fo- f(xn) &x) avec llms(x) 0
W & ouf(x) = f(xu) +o(l)=> fadmet donc un DLO(O) qui coincide avec celui de f
<) f(x)=a,+0(1)= lim f(x)= a, Six,e D alors on pose f(x,) = a,. Sinon, on

xox

QO prolonge f par continuité en x,en posant f(x") = llm f(x)

.

1

est prolongeable par continuité en 0. En effet,

Exemple : 1a fonction f(x)= sin(x)
x

re

ema

sin(x) _ x+o(x)
Bl

=1+o0(1)

Or 0¢ D, donc, lin}'f(x) =1
X

Math

Et I’on pose

f(x) f( )_sm(x) 20
x=0

MQI
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" % Dérivabilité_d’une fonction :
Théoréme : une fonction f'se prolonge par continuité en x, et dérivable en x;, ssi elle

admet un DL a I’ordre 1 en x,,

Eg s[[et on suppose que x,€ D, x)- f(x
fcontinue et dérivableenx, => 3/ € R f( )= f(x,)

= f(x)= f(x,)=1(x—xy)+ (x —x,)e(x) a;;c li_l;l_x-:(xf)=0

=1

Don  f(X)=F(xy)+l(x=x,)+0(x-x,)
<) f(x)=a,+a,(x—x,)+o(x—x,)=> llm f(x)—a0

(7

ques I

$~ on pose f(x))=ay eton remarque que
S _ -
E f(x) f(xo)_a +o(1) = lim f(x) f(xo)=
Xy X —Xx
:g Donc, fest derlvabie et (x,)=a, !
~
g Exemple : sin(x)=x+o(xz)=1+0x+o(x)
x

la fonction fx)= sin(x) et prolongeable par continuité en 0. On pose Jim x? =40
x

et fest dérivable en 0 et on a

f®=q,=

MQI
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% Calcul des dérivées successives d’une fonction en un point :
P& Supposons qu’une fonction fsoit n-fois dérivable en x, et admet un DL, (x,)
f(xX)=a,+a,(x—xy)+-+a,(x —x,)" +o((x —x,)")

Alors, fPx) =kla, VkeN
Remarque : Une fonction peut admettre un Développement Limité en un point a I’ordre 2 >2
sans forcement étre 2 fois dérivable en ce point.

173

Y 1
gExemzle: f(x)=l+x“c0s(f)
‘\ X

st[ ] S‘x‘

S fadmet un DL, au voisinage de 0 : S(¥) =1+x2{«\f00{;)) 1+0(x*) En effet,
E et par suite limo X Cos (7J =0

X X
)

7

est prolongeable par continuité en 0 : f(0)=a, =1

X/
..G festdérivableen0: f'(0)=a, =0

3x?cos| L |4 xsin[ L
Cependant, 1 -f'©0) X~ COS| . + xsin .

b X

N 1 1
- v osn(2)

§ D’ou, fn’est pas deux fois dérivable en 0.
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= sz%
5 Extremum d’une fonction :
" M  Supposons que f admet un DL, en x, (n > 0).
f)=a,+a,(x=x))+ - +a,(x—x,)" +o((x —xﬂ)”)
H On pose f(xo) =a,

Y it p=min{keN‘/ akaeﬂ}
S D’apres la formule du DL :

g

f(x)_f(xo)f’ap(x _xo)p

r

v

Ainsi, le signe de f(x)— f(x,) auvoisinage de x, est celui de ap(x -x,)"

7

ema

fadmet un extremum relatif en x; ssi p est pair.

» Sia , > 0 alors M (x,,f(xy)) est un minimum relatif et f est convexe au voisinage de x,

Math

» Sia, <0 alors M, (x,,f(xy)) est un maximum relatif et fest concave au voisinage de x,

MQI
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W -y
% Position locale d’une courbe par rapport a_sa tangente en un point :
|,&  Supposons que fadmet un DL, en x,(n> 1) :
(x)=a,+a,(x=x,)++a,(x—x,)" +ol(x-x,)"
ot 0 n ) 0

Onpose @, = f(x,)eta, = f"(x,)Soit P =minfk e N\{0,1}/ a, =0}
N L’équation de la tangente a C; au point d’abscisse x, est donnée par: y = f(x,)+ f'(x,)(x — x,)

D’apres ce qui a précede, elle est identique a : y=a,+a,(x-x,)

N D’apres la formule du DL : f(x)= (f(x(.) + f'(x,)(x = xn))?ap(x -x,)"

On pose My =(xy,f(x,))
:': le signe de f(x) = (f (x,) + f'(x,)(x = x,))au voisinage de x, est celui de @, (x — x,)"Ainsi,

la position locale de C, par rapport a sa tangente en M, dépend du signe de a, ct de la parité de p
E > sip estpair :
N v Sia ,>0 alors, C/ est au dessus de sa tangente en M,

v Sia,<0 alors,C, estaudessous de sa tangente en M,

~ Y Sig =¢ alors, M,estun extremum
1

re

QS ¢ Sia, >0 alors M, est un minimum et f est convexe au voisinage de x,
*  Sia, <0 alors M, estun maximum et fest concave au voisinage de x,
S > sip estimpair :
M, est un point d’inflexion i.e., Cf traverse sa tangente en M,

QI

v Si a,>0 alors fest convexe a droite et concave a gauche de M,
§ v Si 4 <0 alors fest concave a droite et convexe a gauche de M,
14
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% ¥ Calcul de limites :
U On peut enlever I’indétermination en utilisant les développements limités.

Exemple :

calculer jjm
T0

= %(FI ). Il suffit de connaitre les DL, au V(0) des fonctions suivantes :

I

u=—" =-x 1 =x(1-x+o0(x)=x—-x>+0(x?) quand x—)ﬂ,ix -0
1+x 1+x 1+x

e‘T’=e"=1+u+%uz+a(uz)=l+(x—xz)+%(x—x2)2+a(xz)

Iques

f

_x 2 2 2
el+s =1+x—x2+x7(1—x)z+o(x2)=1+x—x2+x7+0(x2)=1+x—x7+0(x2)

ema

2
\Q) Ainsi, E _x 3 _1-
. L T R i S A A S G0 GRPTE S A U |
N llT" 3 =lim 3 =lim > +—|= E3
~ ¥ x ¥ x X x
g Exercice : xIn(x)
Montrer que la fonction f (x) = se prolonge en 1 par une fonction dérivable,

x-1

puis préciser localement la position de la courbe représentative de f par rapport a la tangente en

ce point.

MQI
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Wy ,
b il J}‘i Etude des branches infinies :
PR Soit f une fonction numérique définie auV (e0). Pour trouver une asymptote (si elle

existe) a Cf, on cherche un DL, au V(oo) de L f(x)
X

Si Lyay=as %+ 0(% alors f(x)=ax +b+o0(1)a V(o)
La droite d’équation y=ax +b estasymptote oblique a C;
Si en plus, %f(x) admet un DLP ( p=minfke N\{0,1}/ a, #0} ) au V(.,,) .

1—f()a:)=a+i+07+0 1
x x x? x?

£ +0(LJ=> f(x)=(ax +b)= x:'l +o(%)

X1

Soit donc,

f(x)=ax +bx +
X

V' Si o 5 ¢ alors, le graphe de fest au dessus de I'asymptote quand  y — 400
V' Si o < alors, le graphe de fest au dessous de Iasymptote quand  x —p o0
\N v Si (-1’ >0 alors, le graphe de fest au dessus de I’asymptote quand  y —y —oco

matigues I

V' Si ¢(=1)"" <0 alors, le graphe de fest au dessous de I’asymptote quand y 3 —oo

Math

En pratique on se raméne au V/q), on pose =i, quand |x| = +e0,h — 0

Soit g(h) = hf (%J avec he V(O)

g On détermine si c’est possible un DL, ( p=minf e N\{0,1}/ a, #0}) au V(0),de g(h) :
§ g(h)y=a+bh +ch” +o(h")
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ij‘ ¢ ‘% Exempl
b d :
> 5 xemple
N

Déterminer au V(eo), I’asymptote et la position du graphe de f par rapport a I’asymptote.

1
bk Soit f(x)=(x+2)e*.Onpose =i, quand [x| = +e0, s >0
a(h) =hf(%) =h(%+ ZJe" = (14 20)"
1

DL,auV(0)de e": " =1+h+—h*+0(h?)

g(h)=(1+2h)e"=(1+2h(1+h+1h’+o(h2))=1+3h+§h2+o(h’)
Et par suite, 2 2

1) 1 5 51 1
—|=—+3+>h+oh =x+3+>—+0|—

f(h) S F3thretn = flx)=x+3+7 o(x)

v Le graphe de f admet une asymptote oblique quand M‘H‘” d’équation y=x+3

v/ Puisque ¢ =5/2> 0 alors,

>Le graphe de fest au dessus de I"asymptote quand x — +oo,en effet }Ll}l_(f(x) —(x+3)=0"

Q I :Mathématigues

§ »Le graphe de f est au dessous de I’asymptote quand x — —oo, en effet lim (f(x)=(x+3))=0"
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