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Chapitre 1

Fonctions holomorphes (Conditions

de Cauchy Riemann)

Dé�nition 1.0.1 On appelle fonction complexe à une variable complexe, une fonction de C

dans C.

f : C! C

: z ! f(z)

Remarque 1 Posons : z = x + iy et f(z) = P (x; y) + iQ(x; y), où Re f(z) = P (x; y) et

Im f(z) = Q(x; y):

Exemple 1

f : C� ! C

: z ! f(z) =
1

z

f(z) =
1

z
=
�z

z�z
=

x

x2 + y2
+ i

�y
x2 + y2

P (x; y) =
x

x2 + y2
; Q(x; y) =

�y
x2 + y2
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Exemple 2

f : C� ! C

: z ! f(z) = jzj

f(z) =
p
x2 + y2 + i0

P (x; y) =
p
x2 + y2; Q(x; y) = 0:

1.1 Limites et continuité

Dé�nition 1.1.1

lim
z!z0

f (z) = l() 8" > 0;9� > 0; jz � z0j � � =) jf (z)� f (z0)j � "

*On dit que f est continue en z0 si lim
z!z0

f (z) = f (z0) :

*f est continue dans un domaine D si elle est continue en tout point de D.

Remarque 2 Si l = a+ ib; z0 = x0 + iy0 et f(z) = P (x; y) + iQ(x; y)

lim
z!z0

f (z) = l() lim
(x;y)!(x0;y0)

P (x; y) = a et lim
(x;y)!(x0;y0)

Q(x; y) = b

f est continue en z0 () lim
(x;y)!(x0;y0)

P (x; y) = P (x0; y0) et lim
(x;y)!(x0;y0)

Q(x; y) = Q (x0; y0) :

c�est a dire f est continue en z0 () P et Q sont continues en (x0; y0)

Proposition 1.1.1 Si f et g sont continues en z0 alors, f + g; f:g; f � g et
f

g
(g(z0) 6= 0) le

sont aussi.

Exemple 3 lim
z!0

z

�z
n�existe pas, car

Si z = x+ i0 donc

lim
z!0

z

�z
= lim
x!0

x

x
= 1

Si z = 0 + iy donc

lim
z!0

z

�z
= lim
y!0

iy

�iy = �1

�nalement lim
z!0

z

�z
n�existe pas
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1.2 Fonctions Holomorphes

On note D(z0; r) = fz 2 C tel que jz � z0j < r; r > 0g.

Dé�nition 1.2.1 Soit f une fonction de C dans C. On dit que f est dérivable en z0 si

lim
z!z0

f(z)� f(z0)
z � z0

existe, et dans ce cas elle sera notée f 0(z0).

Dé�nition 1.2.2 f holomorphe en z0 () 9r > 0; f dérivable en D(z0; r).

Proposition 1.2.1

� (f + g)0 = f 0 + g0

� (f:g)0 = f 0:g + f:g0

�(f � g)0 = (f 0 � g):g0

Exemple 4 f(z) = z2 =) f 0(z) = 2z:

1.2.1 Conditions de Cauchy-Riemann

Théorème 1.2.1 Soient z = x+ iy ; z0 = x0 + iy0 et f(z) = P (x; y) + iQ(x; y)

Si f est holomorphe z0 alors

8<: @P
@x (x0; y0) =

@Q
@y (x0; y0)

@Q
@x (x0; y0) = �

@P
@y (x0; y0)

:

Preuve. lim
z!z0

f(z)� f(z0)
z � z0

= f 0(z0)

f(z)� f(z0)
z � z0

=
P (x; y) + iQ(x; y)� P (x0; y0) + iQ(x0; y0)

z � z0

=
(P (x; y)� P (x0; y0))
(x� x0) + i (y � y0)

+ i

�
Q(x; y)�Q(x0; y0)
(x� x0) + i (y � y0)

�

Fixons y = y0 on a

f(z)� f(z0)
z � z0

=
(P (x; y)� P (x0; y0))

(x� x0)
+ i

�
Q(x; y)�Q(x0; y0)

(x� x0)

�

donc lim
z!z0

f(z)� f(z0)
z � z0

= @P
@x (x0; y0) + i

@Q
@x (x0; y0)

Fixons x = x0 on a
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f(z)� f(z0)
z � z0

=
(P (x; y)� P (x0; y0))

i (y � y0)
+ i

�
Q(x; y)�Q(x0; y0)

i (y � y0)

�

donc lim
z!z0

f(z)� f(z0)
z � z0

= @Q
@y (x0; y0)� i

@P
@y (x0; y0)

�nalement
@P

@x
(x0; y0) + i

@Q

@x
(x0; y0) =

@Q

@y
(x0; y0)� i

@P

@y
(x0; y0)

c�est à dire 8<: @P
@x (x0; y0) =

@Q
@y (x0; y0)

@Q
@x (x0; y0) = �

@P
@y (x0; y0)

:

Dé�nition 1.2.3 Une fonction g est dite de classe C1 sur D si elle admet des dérivées partielles

d�ordre 1 par rapport à x et y continues sur D.

Proposition 1.2.2 Soient z = x+ iy et f(z) = P (x; y) + iQ(x; y):

f est holomorphe sur U , les fonctions P (x; y) et Q(x; y) de classe C1 sur U et leurs

dirévées partielles véri�ent les conditions de cauchy riemann.

Théorème 1.2.2 La fonction z ! f(z) = P (x; y) + iQ(x; y) est di¤érentiable dans le champ

complexe, au point z0 = x0 + iy0 si et seulement si, les fonctions (x; y) ! P (x; y) et (x; y) !

Q(x; y) sont di¤érentiables au point (x0; y0) et si leurs dérivées véri�ent les conditions de

Cauchy-Riemann.

Proposition 1.2.3 Soit f une fonction di¤érentiable dans le champ complexe alors

f 0(z) =
@P

@x
(x; y) + i

@Q

@x
(x; y)

=
@Q

@y
(x; y)� i@P

@y
(x; y)

Preuve. lim
z!z0

f(z)� f(z0)
z � z0

= f 0(z0)

Fixons y = y0

f(z)� f(z0)
z � z0

=
(P (x; y)� P (x0; y0))

(x� x0)
+ i

�
Q(x; y)�Q(x0; y0)

(x� x0)

�
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donc lim
z!z0

f(z)� f(z0)
z � z0

= @P
@x (x0; y0) + i

@Q
@x (x0; y0)

Fixons x = x0

f(z)� f(z0)
z � z0

=
(P (x; y)� P (x0; y0))

i (y � y0)
+ i

�
Q(x; y)�Q(x0; y0)

i (y � y0)

�

donc lim
z!z0

f(z)� f(z0)
z � z0

= @Q
@y (x0; y0)� i

@P
@y (x0; y0)

Exemple 5 f(z) = z2

On a alors

f(z) = (x+ iy)2

= x2 � y2 + 2iyx

P (x; y) = x2 � y2; Q(x; y) = 2xy:

@P

@x
(x; y) = 2x =

@Q

@y
(x; y) et

@P

@y
(x; y) = 2y = �@Q

@x
(x; y)

donc f est une fonction di¤érentiable et f 0(z) = 2z:

Proposition 1.2.4 Soit f une fonction di¤érentiable dans le champ complexe alors

@f

@x
+ i
@f

@y
= 0

Preuve. Comme f une est fonction di¤érentiable dans le champ complexe alors8<: @P
@x (x; y) =

@Q
@y (x; y)

@Q
@x (x; y) = �

@P
@y (x; y)

=)

8<: @P
@x (x; y)�

@Q
@y (x; y) = 0

@Q
@x (x; y) +

@P
@y (x; y) = 0

et on aussi

@f

@x
+ i
@f

@y
=

@P

@x
(x; y) + i

@Q

@x
(x; y) + i

�
@P

@y
(x; y) + i

@Q

@y
(x; y)

�
=

@P

@x
(x; y)� @Q

@y
(x; y) + i

�
@Q

@x
(x; y) +

@P

@y
(x; y)

�
= 0
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1.3 Fonctions harmoniques

Dé�nition 1.3.1 Soit ' une application de 
 � R2 dans R. ' est dite de classe C2 sur 
,

(on note ' 2 C2(
)), si 8(x; y) 2 
 � R2,@
2'

@x2
;
@2'

@x@y
et
@2'

@y2
existent et continues.

Dé�nition 1.3.2 Soit ' une application de 
 � R2 dans R de classe C2

f est harmonique sur 
 si
@2'

@x2
+
@2'

@y2
= 0;8(x; y) 2 
:

La fonction
@2'

@x2
+
@2'

@y2
est notée 4' et est appelée laplacien de ':

Exemple 6 ' : R2 ! R;

(x; y)! '(x; y) = ex cos y

' est de classe C2 dans R2:

Et @'@x (x; y) = e
x cos y =) @2'

@x2
(x; y) = ex cos y;

@'
@y (x; y) = �e

x sin y =) @2'
@y2
(x; y) = �ex cos y:

D�où : 4'(x; y) = @2'

@x2
(x; y)+

@2'

@y2
(x; y) = 0

donc ' une fonction harmonique.

Théorème 1.3.1 Soit f une fonction holomorphe et telle que f(z) = P (x; y) + iQ(x; y), alors

les deux fonctions réelles P et Q sont harmoniques.

Preuve. La démonstration est une application directe des conditions de Cauchy-Riemann.

Théorème 1.3.2 Soit P une fonction harmonique de R2dans R alors il existe une fonction f

holomorphe de C dans C telle que Re(f) = P:(Ou Im(f) = P ):

Exemple 7 P (x; y) = ex cos y une fonction harmonique.

On suppose que f(z) = P (x; y) + iQ(x; y) une fonction holomorphe donc

@P
@x (x; y) = e

x cos y = @Q
@y (x; y)

@P
@y (x; y) = �e

x sin y = �@Q
@x (x; y)

7



ex cos y = @Q
@y (x; y) =) Q(x; y) = ex sin y + g (x)

@Q
@x (x; y) = e

x sin y + g0 (x) = ex sin y

alors

Q(x; y) = ex sin y + c; c 2 R:
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Chapitre 2

Fonctions élémentaires

2.1 Fonction exponentielle

On dé�nit la fonction exponentielle par

f : C! C

: z ! f(z) = ez

on a aussi

ez =
+1P
n=0

zn

n!
:

2.1.1 Propriétés de la fonction exponentielle

1) f(0) = e0 = 1:

2) 8z; z0 2 C on a: f(z + z0) = f(z):f(z0):

3)8z 2 C; ez 6= 0:

On suppose qu�il existe z 2 C tel que ez = 0

on a 1 = e0 = ez�z = ez:e�z = 0 est une contradiction.

4)8z 2 C; e�z = 1
ez :

9



2.1.2 Formule d�Euler

Considérons le cas où z = iy avec y dans R

On reconnaît le développement en série entière des fonctions sinus et cosinus, d�où :

8y 2 R;

eiy =
+1P
n=0

(iy)n

n!
=

+1P
n=0

(�1)n y2n

(2n)!
+ i

+1P
n=0

(�1)n y2n+1

(2n+ 1)!

= cos y + i sin y:

c�est à dire

eiy = cos y + i sin y:

et aussi 8><>:
sin y =

eiy � e�iy
2i

cos y =
eiy + e�iy

2

8z 2 C;

ez = ex+iy

= exeiy

= ex (cos y + i sin y)

donc Re ez = ex cos y; Im ez = ex sin y:

Proposition 2.1.1 La fonction exponenetielle est une fonction holomorphe.

Preuve. P (x; y) = Re ez = ex cos y;Q (x; y) = Im ez = ex sin y:

Les fonctions P (x; y) et Q(x; y) de classe C1 sur C et leurs dirévées partielles véri�ent

les conditions de Cauchy Riemann, c�est à dire la fonction exponenetielle est une fonction

holomorphe.

10



2.2 Fonctions hyperboliques

On dé�nit les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique, et qu�on note respectivement

ch et sh par,

8><>:
sinh z =

ez � e�z
2

cosh z =
ez + e�z

2

On dé�nit la fonction «tangente hyperbolique» et qu�on note th par

tanh z =
sinh z

cosh z
où z 2 C et z 6= i

��
2
+ k�

�
; k 2 Z:

Proposition 2.2.1 8z 2 C; (cosh z)2 � (sinh z)2 = 1

Preuve. On a 8><>:
sinh z =

ez � e�z
2

cosh z =
ez + e�z

2

Donc

(cosh z)2 � (sinh z)2 =

�
ez + e�z

2

�2
�
�
ez � e�z

2

�2
= 1

Et on a aussi

ch (�z) = chz

sh (�z) = �shz

ch (z + i�) = �chz

sh (z + i�) = �shz

ch
�
z + i�2

�
= ishz

sh
�
z + i�2

�
= ichz

Pour les dérivées on a :

(shz)0 = chz et (chz)0 = shz

11



2.3 Fonctions trigonométriques

On dé�nit sin z et cos z pour z complexe par:

8><>:
sin z =

eiz � e�iz
2i

cos z =
eiz + e�iz

2

On dé�nit aussi

tgz =
sin z

cos z
; z 6= �

2
+ k� où k 2 Z

cotgz =
cos z

sin z
; z 6= � + k� où k 2 Z

Proposition 2.3.1 8z 2 C;

cos iz = chz; cos z = chiz

sin iz = ishz; shiz = i sin z

Preuve. cos iz =
ei(iz) + e�i(iz)

2
= chz

sin iz =
ei(iz) � e�i(iz)

2i
= ishz

chiz =
eiz + e�iz

2
= cos z

shiz =
eiz � e�iz

2
= i sin z

Proposition 2.3.2 8z 2 C; (cos z)2 + (sin z)2 = 1

Preuve. On a cos z = chiz; sin z = �ishiz donc

(cos z)2 + (sin z)2 = (ch (iz))2 + (�ish (iz))2

= (ch (iz))2 � (sh (iz))2

= 1
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2.4 Fonction Logarithme

On dé�nit la fonction logarithme comme suit:

Log : C! C

z ! Logz = Logjzj+ i arg z où 0 � argz < 2�:

(détermination principale)

Interpritation:

8t 2 C; et = z

z = jzj (cos (arg z) + i sin (arg z))

si z = x+ iy on a

jzj =
p
x2 + y2

et

cos (arg z) =
xp

x2 + y2
et sin (arg z) =

yp
x2 + y2

:

comme et = z donc t = Logz

si t = xt + iyt

alors

et = ext+iyt

= exteiyt

= ext (cos (yt) + i sin (yt))

par la comparaison on trouve

8<: ext = jzj

yt = arg z + 2k�

13



donc 8<: xt = Log jzj

yt = arg z + 2k�

Exemple 8 1)On calcule Log(1 + i)

Log(1 + i) = Log j1 + ij+ i arg (1 + i)

j1 + ij =
p
2; arg (1 + i) = �

4 + 2k�

Log(1 + i) = log
p
2 + i�4

2)On calcule Log(�1� i)

Log(�1� i) = Log j�1� ij+ i arg (�1� i)

j�1� ij =
p
2; arg (�1� i) = 5�

4 + 2k�

Log(1 + i) = log
p
2 + i5�4
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Chapitre 3

Intégration dans le domaine

complexe

3.1 Chemins et courbes dans le plan complexe

Dé�nition 3.1.1 Un chemin est dé�ni comme fonction continue

z : [a; b]! C

z(t) = x(t) + iy(t)

Ses points initial et �nal sont z0 = f(a) et z1 = f(b):

Dé�nition 3.1.2 Soit z : [a; b] ! C une fonction continue, l�image A = fz(t) 2 C; t 2 [a; b]g

s�appelle courbe dans C.

Exemple 9

z(t) = cos(t) + i sin(t); 0 � t � �

2

On a Re z (t) = cos(t); Im z (t) = sin(t)

z0 = z(0) = 1; z
�
�
2

�
= i

Exemple 10

z(t) = z0 + r cos(t) + ir sin(t); 0 � t � 2�

Cercle de centre z0 et de rayon r:

15



Exemple 11

z(t) = z0(1� t) + z1t; 0 � t � 1:

segment de droit limité par z0 et z1:

Dé�nition 3.1.3 1) Si les points initial et �nal d�un chemin coincident, il est appelé chemin

fermé ou lacet.

2. On dit qu�un chemin est simple s�il ne contient pas des points doubles.

3. Toute courbe fermée et simple, est appelée courbe de Jordan.

3.1.1 Intégration le long d�une courbe

Soient D � C un domaine, f : D ! C une fonction continue et, A une courbe dans D

paramétrée par la fonction di¤érentiable z : [a; b]! C:

Dé�nition 3.1.4 On dé�nit l�intégrale de f le long de la courbe A par:

Z
A
f(z)dz =

Z b

a
f (z (t)) z0 (t) dt

L�intégrale le long d�une courbe est aussi appelée intégrale le long d�un chemin.

Exemple 12 A =
�
z(t) 2 C tel que z(t) = eit; t 2 [0; �]

	
Calculons l�intégrale

R
A zdz

On a z0(t) = ieit

16



Donc

Z
A
zdz =

Z �

0
z (t) z0 (t) dt

=

Z �

0
eitieitdt

=

Z �

0
ie2itdt

=

�
1

2
e2it
��
0

= 0

3.1.2 Propriétés

Soit C une courbe dans le plan complexe. On note par �C la courbe C orientée dans son sens

inverse. On suppose que C = C1 [C2 avec le point �nal de la courbe C1 coincide avec le point

initial de la courbe C2.

Si f et g sont intégrables le long de C, alors

1)
R
C (f(z) + g (z)) dz =

R
C f(z)dz +

R
C f(z)dz

2)
R
C �f(z)dz = �

R
C f(z)dz;8� 2 C:

3)
R
�C f(z)dz = �

R
C f(z)dz

4)
R
C1[C2 f(z)dz =

R
C1
f(z)dz+

R
C2
f(z)dz

3.1.3 Longueur d�une courbe

Soit C une courbe dé�ni par la fonction continue

z : [a; b]! C

z(t) = x(t) + iy(t):

tel que z0(t) = x0(t) + iy0(t) existe et continue.

17



Dé�nition 3.1.5 La longueur LC de la courbe C est dé�nie par

LC =

Z b

a

��z0 (t)�� dt = Z b

a

q
(x0(t))2 + (y0(t))2 dt

Exemple 13

C =
�
z (t) 2 C=z (t) = 2eit; 0 � t � �

	
On a

z0 (t) = 2ieit =)
��z0 (t)�� = 2

alors

LC =

Z �

0

��z0 (t)�� dt = 2�:
3.1.4 Théorème d�estimation

Théorème 3.1.1 Soient D � C un domaine, f : D ! C une fonction continue et, A une

courbe dans D paramétrée par la fonction di¤érentiable z : [a; b] ! C et jf (z)j � M;8z 2 A

alors ����Z
A
f(z)dz

���� �MLA
LA la longueur dela courbe A.

Preuve.

����Z
A
f(z)dz

���� =

����Z b

a
f (z (t)) z0 (t) dt

����
�

Z b

a
jf (z (t))j

��z0 (t)�� dt
� MLA

Proposition 3.1.1 Soit f(z) = P (x; y)+iQ(x; y) et A est la courbe paramétrée par la fonction
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di¤érentiable z(t) = x(t) + iy(t); alors

Z
A
f(z)dz =

Z b

a
f (z (t)) z0 (t) dt

=

�Z b

a
P (x (t) ; y (t)) + iQ(x (t) ; y (t))

� �
x0(t) + iy0(t)

�
dt

=

Z b

a

�
P (x (t) ; y (t))x0(t)�Q(x (t) ; y (t))y0 (t)

�
dt

+i

Z b

a

�
P (x (t) ; y (t))y0(t) +Q(x (t) ; y (t))x0(t)

�
dt

Exemple 14 f(z) = z2 = x2 � y2 + i2xy et A est la courbe paramétrée par la fonction

di¤érentiable z(t) = t+ it; t 2 [0; 1]

Z
A
f(z)dz =

Z 1

0

�
P (x (t) ; y (t))x0(t)�Q(x (t) ; y (t))y0 (t)

�
dt

+i

Z 1

0

�
P (x (t) ; y (t))y0(t) +Q(x (t) ; y (t))x0(t)

�
dt

=

Z 1

0
�2t2dt+ i

Z 1

0
2t2dt

=

�
�2
3
t3
�1
0

+ i

�
2

3
t3
�1
0

= �2
3
+ i
2

3
:

3.1.5 Théorème de Cauchy

Dé�nition 3.1.6 On dit que A est connexe si:

A est la réunion de deux parties disjoints alors l�un est vide est l�outre égale à A.

Théorème 3.1.2 Soit f une fonction holomorphe sur un sous ensemble connexe D et sur sa

frontière C tel que C est une courbe fermée simple. Alors on a:

Z
C
f(z)dz = 0

19



Proposition 3.1.2 Soit f une fonction holomorphe dans un domaine connexe limité par deux

courbes fermées simples C1 et C2 et sur ces courbes. Alors

H
C1

f(z)dz =
H
C2

f(z)dz

20



3.1.6 Formule intégrale de Cauchy

Soit f une fonction holomorphe sur un sous ensemble D et sur sa frontière C tel que C est une

courbe fermée simple.

Alors on a:

Si w 2 D et w =2 C dans ce cas on a:

1

2�i

Z
C

f(z)

z � wdz = f (w)

De meme la n-ième dérivée de f en w est donnée par

n!

2�i

Z
C

f(z)

(z � w)n+1
dz = f (n) (w) ; n = 1; 2; 3; :::; ::

Exemple 15 On calcule
R
C

1

(z � 2) (z + 1)dz

tel que

C =
�
z (t) 2 C=z (t) = 2 + eit; 0 � t � 2�

	
La fonction f (z) =

1

z + 1
est une fonction holomorphe sur le disque D et sur sa frontière

C avec C est une courbe fermée simple et z = 2 2 D; 2 =2 C: Donc d�aprés la formule intégrale

de Cauchy Z
C

1

(z � 2) (z + 1)dz =
Z
C

f(z)

z � 2dz = 2�if (2) =
2

3
�i:
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Exercice 1 :
Montrer que la fonction f est holomorphe sur l�ouvert U dans les cas suivants
1) U = fz 2 C=Re z 6= 0g ; f (z) = ln jzj+ i arctan

�y
x

�
:

2) U = C�; f (z) =
�z

jzj2
:

Exercice 2 :
Déterminer les conditions sur les reéls a; b; c et d qui rendent la fonction f est holomorphe
sur C tel que

f (z) = ax3 + bxy2 + i
�
cx2y + dy3

�
Exercice 3 :
Etudier l�harmonicité des fonctions suivantes

1) P (x; y) = arctan
�
x

y

�
sur R2 � f(0; 0)g

2) f (z) = cosx cosh y � i sin x sinh y sur C.

Exercice 4 : Sous quelles conditions sur les reéls a; b; c et d la fonction f

P (x; y) = ax3 + bxy2 + cx2y + dy3

est-elle harmonique sur R2?.

Exercice 5 :
Déterminer les fonctions holomorphes ayant la fonction P comme partie réelle
1) P (x; y) = 2xy sur C.
2) P (x; y) = ex cos y sur C.
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Exercice 1 :
1) Montrer que pour tout z = x+ iy 2 C :
cos z = cos x cosh y � i sin x sinh y
cosh z = cosh x cos y + i sinh x sin y
2) Montrer que cos z; cosh z sont holomorphes.

Exercice 2 : Calcules
sin i; cosh i; log (�1) :

Exercice 3 :
Résoudre les équations suivantes :
ez = i; cosh z = 4:

Exercice 4 :
Véri�er les conditions de Cauchy Riemann pour :
1) f (z) = zez sur C:
2) f (z) = z + jzj2 sur C:

Exercice 5 :
cos i; sinh i; log i:

Exercice 6 :
1) Montrer que pour tout z = x+ iy 2 C :
sin z = sinx cosh y + i cosx sinh y
sinh z = sinhx cos y + i coshx sin y
2) Montrer que sin z; sinh z sont holomorphes.

Exercice 7 :
Soit f une fonction holomorphe sur C; tel que a Im f + bRe f = c avec a; b et c sont des
constants reélles non nuls.
Montrer que f est constant.

Exercice 8 :
Déterminer les fonctions harmoniques de la forme
f (x; y) = g (x2 � y2) ; (x; y) 2 R2 � f(0; 0)g et g : R! R de classe C2:

Correction

Exercice 1 :
1) Montrons que pour tout z = x+ iy 2 C :



2

cos z = cos x cosh y � i sin x sinh y
On a

cos z =
eiz + e�iz

2

=
eix�y + e�ix+y

2

=
e�y (cosx+ i sin x) + ey (cosx� i sin x)

2

= cos (x)

�
ey + e�y

2

�
� i sin x

�
ey � e�y

2

�
= cosx cosh y � i sin x sinh y

cosh z = cosh x cos y + i sinh x sin y

cosh z =
ez + e�z

2

=
ex+iy + e�x�iy

2

=
ex (cos y + i sin y) + e�x (cos y � i sin y)

2

= cos (y)

�
ex + e�x

2

�
+ i sin y

�
ex � e�x

2

�
= coshx cos y + i sinh x sin y

2) Montrons que cos z; cosh z sont holomorphes.
On a cos z = cos x cosh y � i sin x sinh y
P (x; y) = cosx cosh y;Q (x; y) = � sin x sinh y
sont des fonctions de classe C1et les condition de cauchy Riemann sont satisfaites
On a cosh z = cosh x cos y + i sinh x sin y
P (x; y) = coshx cos y;Q (x; y) = sinhx sin y
sont des fonctions de classe C1et les condition de cauchy Riemann sont satisfaites
Exercice 2 : Calcules

sin i =
e�1 � e
2

;

cosh i =
ei + e�i

2
= cos 1;

log (�1) = log j�1j+ i
�
�
2
+ 2k�

�
= i (� + 2k�) ; k 2 Z:

Exercice 3 :
Résoudre les équations suivantes :
ez = i = ei(

�
2
+2k�) doncz = i

�
�
2
+ 2k�

�
; k 2 Z:

cosh z = 4 c�est à dire
ez + e�z

2
= 4

e2z � 8ez + 1 = 0



3

y = ez; y2 � 8y + 1 = 0
y1 = 4�

p
15 et y2 = 4 +

p
15

ez1 = 4�
p
15 = elog(4�

p
15)+i2k�

z1 = log
�
4�

p
15
�
+ i2k�; k 2 Z:

z2 = log
�
4 +

p
15
�
+ i2k�; k 2 Z:

Exercice 4 :
Véri�er les conditions de Chauchy Riemann pour :
1) f (z) = zez sur C:
f (z) = zez = (x+ iy) ex+iy = ex (x cos y � y sin y + i (y cos y + x sin y))
P (x; y) = ex (x cos y � y sin y) ; Q (x; y) = ex (y cos y + x sin y)
2) f (z) = z + jzj2 sur C:

f (z) = z + jzj2 = x+ x2 + y2 + iy
P (x; y) = x+ x2 + y2; Q (x; y) = y
Dans ce cas les condition de cauchy Riemann ne sont pas satisfaites
Exercice 5 :
cos i; sinh i; log i:

Exercice 6 :
1) Montrer que pour tout z = x+ iy 2 C :
sin z = sinx cosh y + i cosx sinh y
sinh z = sinhx cos y + i coshx sin y
2) Montrer que sin z; sinh z sont holomorphes.

Exercice 7 :
Soit f une fonction holomorphe sur C; tel que a Im f + bRe f = c avec a; b et c sont des
constants reélles non nuls.
Montrer que f est constant.

On a f une fonction holomorphe sur C donc
@ Re f

@x
=
@ Im f

@y
;
@ Re f

@y
= �@ Im f

@x
et a Im f + bRe f = c donc8><>:
a
@ Im f

@x
+ b

@ Re f

@x
= 0

a
@ Im f

@y
+ b

@ Re f

@y
= 0

=)

8><>:
a
@ Im f

@x
+ b

@ Re f

@x
= 0

a
@ Re f

@x
� b@ Im f

@x
= 08><>:

ba
@ Im f

@x
+ b2

@ Re f

@x
= 0

a2
@ Re f

@x
� ab@ Im f

@x
= 0

(a2 + b2)
@ Re f

@x
= 0 =) @ Re f

@x
= 0

�nalement
@ Re f

@x
=
@ Im f

@x
=
@ Im f

@y
=
@ Re f

@y
= 0

c�est à dire f est constant.

Exercice 8 :
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Déterminer les fonctions harmoniques de la forme
f (x; y) = g (x2 � y2) ; (x; y) 2 R2 � f(0; 0)g et g : R! R de classe C2:
On a la fonction f de classe C2 donc

f harmonique , @2f

@x2
(x; y) +

@2f

@y2
(x; y) = 0

@f

@x
(x; y) = 2xg0 (x2 � y2) =) @2f

@x2
(x; y) = 2g0 (x2 � y2) + 4x2g00 (x2 � y2)

@f

@y
(x; y) = �2yg0 (x2 � y2) =) @2f

@y2
(x; y) = �2g0 (x2 � y2) + 4y2g00 (x2 � y2)

(4x2 + 4y2) g00 (x2 � y2) = 0
g00 (x2 � y2) = 0 =) g0 (x2 � y2) = c; c 2 R
g (x2 � y2) = c (x2 � y2) + k; c; k 2 R
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