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Chapitre 1

Fonctions holomorphes (Conditions

de Cauchy Riemann)

Définition 1.0.1 On appelle fonction complexe & une variable complexe, une fonction de C

dans C.

f: C=C
e

Remarque 1 Posons : z = x4+ iy et f(z) = P(x,y) +iQ(x,y), ou Re f(z) = P(x,y) et
Im f(z) = Q(z,y).

Exemple 1
f: C"=cC

1

z—»f(z)—;
1 z T )
f(z)—;—§—$2+y2+zx2+y2
z —-Y
P = = -
(z,9) $2+y2,Q(w,y) g



Exemple 2

f . C"=C
2= f(2) = |4

f(z)=Va2+y2+1i0
P(z,y) = V2? +y%,Q(z,y) = 0.

1.1 Limites et continuité

Définition 1.1.1
lim f(z2) =l<=Ve>0,30 >0,|z— 20| <= |f(2) — f(20)| < ¢
zZ—20

*On dit que f est continue en zp si lim f(2) = f (20).
z2—20

*f est continue dans un domaine D si elle est continue en tout point de D.
Remarque 2 Sil=a+ib,zg = xo +iyo et f(2) = P(z,y) +iQ(x,y)

lim f (2) =] <~ lim  P(z,y)=a et lim  Q(z,y)=0b
=20 (z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)

f est continue en zp <= lim  P(x,y) = P (zo,yo0) et lim  Q(z,y) = Q (zo0,%0) -

(z.y)—(z0,y0) z,y)—(z0,Y0)
c’est a dire f est continue en zy <= P et () sont continues en (g, yo)

Proposition 1.1.1 Si f et g sont continues en zy alors, f + g, f.g,fog et I (g(z0) #0) le
g

sont aussi.

z
Exemple 3 lir% — n’existe pas, car
z—0Z2
Si z=x 4+ 10 donc

. = . X
lim—=Ilim— =1
z—02 z—0x

Stz =041y donc
lim> = lim—2- = —1
z—02 y—0—1y

. R .
finalement lim — n’existe pas
z—02



1.2 Fonctions Holomorphes
On note D(zp,r) = {z € C tel que |z — 20| < r,r > 0}.
Définition 1.2.1 Soit f une fonction de C dans C. On dit que f est dérivable en zy si

i £2) = £ (20)

z—z0 2 — 2

existe, et dans ce cas elle sera notée f'(zp).
Définition 1.2.2 f holomorphe en zy <= Ir > 0, f dérivable en D(zp,T).

Proposition 1.2.1
e (f+9)=[+4
o (f9)=f9+]d
o(fog) =(f"cg)g

Exemple 4 f(z) =22 = f'(2) = 2z.

1.2.1 Conditions de Cauchy-Riemann

Théoréme 1.2.1 Soient z = x + iy , 29 = zo + iyo et f(z) = P(x,y) +iQ(x,y)

oP _0Q
57 \Z0,Y0) = 5, (Zo, Yo
Si f est holomorphe zy alors ax( vo) 3?/( vo)

52 (w0, y0) = — %2 (x0, o)
Preuve. lim J2) = J(z0) = f'(20)
2=z 2 — 2
f(z) = f(z)  Plz,y) +iQ(z,y) — P(xo,y0) + iQ(z0, Yo)
Z— 20 N Z =20

(P(x,y) — P(z0,%0)) 4 ( Q(z,y) — Q(zo,%0) )
(x —z0) +i(y — o) (x — o) +1i(y — %)

Fixons y = yp on a

f(2) = f(z0) _ (Pz,y) = Pzo.30)) (Q(x,y) - Q(xo,yo)>

z—20 (x — o) (x — )

_f(z) = f(20) _ op 0Q
donc le)rgloz_i% = 5z (%0, Y0) + 152 (%o, Yo)

Fixons x = g on a



f(z) = f(z0)  (P(z,y) — P(x0, %)) w <Q(%y) - Q(%JJO))

z— 20 i(y — vo) i(y — %)
. f(2) = f(20) _ a0 9P
donc 215302_7% = @(iﬂo,yo) - Za*y(iﬁovyo)
finalement
oP 0Q _0Q 0P
%(9607%) + Z%(xo,yo) = By (0, y0) — 1 3y (%0,%0)
c’est a dire
%*];(fﬂoyyo) = %(ﬂhyo)
82 (20, 90) = —%E (w0, yo)
]

Définition 1.2.3 Une fonction g est dite de classe C' sur D si elle admet des dérivées partielles

d’ordre 1 par rapport a x ety continues sur D.

Proposition 1.2.2 Soient z =z + iy et f(z) = P(z,y) +iQ(x,y).
f est holomorphe sur U < les fonctions P(x,y) et Q(x,y) de classe C* sur U et leurs

dirévées partielles vérifient les conditions de cauchy riemann.

Théoréme 1.2.2 La fonction z — f(z) = P(x,y) + 1Q(x,y) est différentiable dans le champ
complexe, au point zg = xo + iy si et seulement si, les fonctions (x,y) — P(z,y) et (z,y) —
Q(z,y) sont différentiables au point (xo,yo) et si leurs dérivées vérifient les conditions de

Cauchy-Riemann.

Proposition 1.2.3 Soit f une fonction différentiable dans le champ complezxe alors

oP 0
) = S+ i)
2Q P

= Ay (m,y) _iaiy@:vy)

Preuve. lim 12 —f(20)
zZ—20 z — ZO
Fixons y = yo

= f'(20)

z2—20 (z — o) (x — )

f(2) = f(z0) _ (Pz,y) = P(zo,50)) <Q($7y) - Q(ﬂco,yo)>



. z) — J{& .6
donc Zlgrzlow = %(fEOa Yo) + Z%(I[)ay())

Fixons x = xg

f(z) = f(=0) _ (P(z,y) = P(x0,%)) w <Q(9€»y) — Q(%J/o))
z — 29 i(y — o) i(y — o)

donc lim 7)“(2) ~ f(=)

_ oQ __.oP
Z—2(0 zZ— 20 - 8y <x07y0) ? ay (x()?yo) u

Exemple 5 f(z) = 2>

On a alors

f2) = (@+iy)

= 22— y2 + 21y

P(z,y) = z* — y%, Q(z,y) = 2xy.

Q

P Q oP . aQ

donc f est une fonction différentiable et f'(z) = 2z.

Proposition 1.2.4 Soit f une fonction différentiable dans le champ complexe alors

of of
%—an—y—o

Preuve. Comme f une est fonction différentiable dans le champ complexe alors

0 0
8L (x,y) = G2(z,y) . 9 (x,y) — G2 (z,y) =0
O\ o) el 0

P(z,y) = =5 (x,y) 2@,y + 5y =0
et on aussi

0 0 oP 0 oP 0
T il = L +ilwn+i(Ghan + i wy)
oP 0 0 oP
= ax(w,y)—£(x,y)+i<£(w,y)+ay(w,y)>
= 0



1.3 Fonctions harmoniques

Définition 1.3.1 Soit ¢ une application de  C R? dans R. ¢ est dite de classe C* sur €,

0%p O? ok
(on note p € C%(Q)), si V(z,y) € Q C R? 4 P et 22 existent et continues.

"0x2’ Oxdy ¢ oy?

Définition 1.3.2 Soit ¢ une application de Q C R? dans R de classe C?

0? 0?
f est harmonique sur € si a—;;—&— Tyf =0,Y(z,y) € Q.
2 2,
La fonction —5+ —= est notée Ay et est appelée laplacien de ¢.
0x2  Oy?

Exemple 6 ¢:R? - R,
(@,y) = ¢(z,y) = e” cosy
@ est de classe C? dans R2.

2
Et g—f(:n,y) =e"cosy = ng(x7y) = ¢e% cosy,

g—;j(a:,y) = —e"siny = ?927(5(513,3/) = —e’cosy.
- ¢ 0*p
D’ou : ANp(z,y) = w(x,yH Tlﬂ(x’y) =0

donc ¢ une fonction harmonique.

Théoréme 1.3.1 Soit f une fonction holomorphe et telle que f(z) = P(x,y) +iQ(x,y), alors

les deux fonctions réelles P et () sont harmoniques.

Preuve. La démonstration est une application directe des conditions de Cauchy-Riemann.

Théoréme 1.3.2 Soit P une fonction harmonique de R?>dans R alors il existe une fonction f

holomorphe de C dans C telle que Re(f) = P.(Ou Im(f) = P).

Exemple 7 P(z,y) = €” cosy une fonction harmonique.

On suppose que f(z) = P(z,y) + iQ(z,y) une fonction holomorphe donc

0
L (2,y) = e cosy = G2(x,y)
. 9
%—Z(m,y) = —ePsiny = —a—g(az,y)



Q

ev cosy = %y

(SUay) — Q(x,y) — esiny + g (x)
G (@,y) = esiny + ' (x) = " siny
alors

Qz,y) =e"siny+c,cER.



Chapitre 2

Fonctions élémentaires

2.1 Fonction exponentielle

On définit la fonction exponentielle par

f: C=C

on a aussi

2.1.1 Propriétés de la fonction exponentielle

1) f(0) =€’ =1.
2)Vz,z/ € Con a: f(z+2) = f(2).f(2).
3)Vz € C, e £ 0.

On suppose qu'il existe z € C tel que e =0

0 z z

onal=c¢e" =¢e""%=¢*e? =0 est une contradiction.

4z € C, e * = L.

ez



2.1.2 Formule d’Euler

Considérons le cas ou z = iy avec y dans R

On reconnait le développement en série entiére des fonctions sinus et cosinus, d’ou :

Yy € R,
) +oo (Zy)n +00 y2n +00 y2n+1
e = = 1" ) B D i —
nZ::O n! nz::O( ) (2n)! nZ::O( ) (2n 4+ 1)!
= cosy +¢siny.
c’est a dire
e = cosy +isiny.
et aussi A A
. e —e W
S =
Y 2
eV 4e™
cosy = ————
vz e C,
ef = eeriy
— emeiy

= € (cosy +isiny)

donc Ree®* = e” cosy,Ime? = e siny.
Proposition 2.1.1 La fonction exponenetielle est une fonction holomorphe.

Preuve. P (x,y) = Ree® = e*cosy, @ (z,y) = Ime® = e® siny.
Les fonctions P(z,y) et Q(z,y) de classe C* sur C et leurs dirévées partielles vérifient

les conditions de Cauchy Riemann, c’est & dire la fonction exponenetielle est une fonction

holomorphe. =

10



2.2 Fonctions hyperboliques

On définit les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique, et qu’on note respectivement

ch et sh par,

z —Z
. e —e
sinhz = ——

2
e +e *
2

coshz =

On définit la fonction «tangente hyperbolique» et qu’on note th par

sinh z
cosh z

tanh z = oﬂzeCetz;«éi(g—i—kw),keZ.

Proposition 2.2.1 Vz € C, (cosh z)? — (sinh 2)* = 1

Preuve. On a

zZ_ %
sinh z =
coshz =

2

Donc

(cosh 2)? — (sinh2)2 = <W>2 _ (ez_e_z>2

Et on a aussi
ch(—z) = chz
sh(—z) = —shz
ch(z +im) = —chz
sh (z +im) = —shz
(z+2 ) ishz
sh (z+1%) = ichz

Pour les dérivées on a :

(shz)' = chz et (chz) = shz

11



2.3 Fonctions trigonométriques

On définit sin z et cos z pour z complexe par:

) 1z e—iz
sinz = -
.2
eZZ + e—ZZ
cosz =
2
On définit aussi
sin z U
tgz = —,z2# —+knoukeZ
cos z 2
CoS 2z
cotgz = ——,z#nm+kroukeZ
sin z
Proposition 2.3.1 Vz € C,
cosiz = chz,cos z = chiz
siniz = itshz, shiz = isin z
_ ez(zz) + e—i(iz)
Preuve. cosiz = — = chz
o ei(iz) _ e—i(iz) .
sinjz = —— = ishz
‘ 24
) e’lZ +e—ZZ
chiz= ——— =cosz
2
) eZZ _ e—'lZ o
shiz = — = isinz m

Proposition 2.3.2 Vz € C, (cosz)* + (sinz)® =1

Preuve. On a cosz = chiz,sin z = —ishiz donc

(cosz)? + (sinz)? = (ch(iz))? + (—ish (iz))*
= (ch(i2))? — (sh(iz))?

=1

12



2.4 Fonction Logarithme

On définit la fonction logarithme comme suit:

Log: C—C
z — Logz = Log|z| +1i arg z ou 0 < argz < 2.
(détermination principale)

Interpritation:

VteC,el =2

z = |z| (cos (arg z) + isin (arg z))

siz=x-4+1iyona

o = Vo

et

Y

cos (argz) = etsin (arg z) =

x
Va? 4 y?
comme ¢’ = z donc t = Logz

sit=wx+ 1y

alors

t Tt Tyt

— Tttt

= €" (cos (y¢) +isin (y¢))

. e = 2|
par la comparaison on trouve
Yyt = arg z + 2km

13



donc
zy = Log ||

Y = arg z + 2kw

Exemple 8 1)On calcule Log(1 + )
Log(1+ i) = Log |1 4+ i| +iarg (1 + i)
1+4i| = V2,arg (1 +1i) = T + 2kn
Log(1+14) =logV2+i%
2)On calcule Log(—1 — 1)
Log(—1 —1i) = Log |—1 —i| + iarg (—1 — 1)
|—1—i| =v2,arg (-1 — i) = 2 + 2kr
Log(1+ i) = log V2 4 i2F

14



Chapitre 3

Intégration dans le domaine

complexe

3.1 Chemins et courbes dans le plan complexe

Définition 3.1.1 Un chemin est défini comme fonction continue
z:]a,b) = C

2(t) = a(t) +iy(?)
Ses points initial et final sont zg = f(a) et z1 = f(b).

Définition 3.1.2 Soit z : [a,b] — C une fonction continue, I'image A = {z(t) € C,t € [a,b]}

s’appelle courbe dans C.

Exemple 9
z(t) = cos(t) + isin(t),0 < t < g
On a Rez (1) = cos(t), Im = (t) = sin(t)
20=2(0)=1,2(%) =i
Exemple 10
z(t) = zo + rcos(t) + irsin(t),0 < t < 27

Cercle de centre zg et de rayon r.

15



Exemple 11
2(t) = z0(1—t) + 21,0 <t < 1.
segment de droit limité par zy et z1.

Définition 3.1.3 1) Si les points initial et final d’un chemin coincident, il est appelé chemin
fermé ou lacet.

2. On dit qu’un chemin est simple s’il ne contient pas des points doubles.

3. Toute courbe fermée et simple, est appelée courbe de Jordan.

Len = Iz Im x
i~ | i

/ Re:x
.____/ L

Re = B He= Re =
CE

yembn npon beome ol slmpl ” Chemim non fermmié o4 nom simple

Chemin formd ob simpl |

| Chemin lermed #f mon simplh

3.1.1 Intégration le long d’une courbe

Soient D C C un domaine, f : D — C une fonction continue et, A une courbe dans D
paramétrée par la fonction différentiable z : [a,b] — C.

Définition 3.1.4 On définit l'intégrale de f le long de la courbe A par:

/A f(2)dz = / ) 0

L’intégrale le long d’une courbe est aussi appelée intégrale le long d’un chemin.

Exemple 12 A = {z(t) € C tel que z(t)
Calculons lintégrale fA zdz

On a 2 (t) = ie®

et e 0,7}

16



Donc

/zdz =
A

3.1.2 Propriétés

Soit C une courbe dans le plan complexe. On note par —C la courbe C' orientée dans son sens
inverse. On suppose que C = C1 U Cy avec le point final de la courbe ' coincide avec le point
initial de la courbe Cs.

Si f et g sont intégrables le long de C, alors

D) o (f(2)+9(2)dz= [, f(z)dz+ [, f(
2fcafzd,2—ozfc z)dz,Va € C.

3) J_c Iz dz—_fo

)
)
)
4) [y, F(2)dz = fo z)dz+ [, f(2)dz

3.1.3 Longueur d’une courbe

Soit C une courbe défini par la fonction continue

tel que 2/(t) = 2/(t) + 13/ (¢) existe et continue.

17



Définition 3.1.5 La longueur Lo de la courbe C' est définie par

b b
Lo = / | (1) dt = / @)+ w)? dt

Exemple 13
C={z(t)eC/z(t)=2"0<t <7}
On a
2 (t) = 2ie" = |2/ (t)] =2
alors

Lc = /7r |2/ (t)| dt = 2.
0

3.1.4 Théoréme d’estimation

Théoréme 3.1.1 Soient D C C un domaine, f : D — C une fonction continue et, A une

courbe dans D paramétrée par la fonction différentiable z : [a,b] — C et |f (2)] < M,Vz € A

/Af(z)dz

alors

<MLy

L4 la longueur dela courbe A.

Preuve.

[ reamr i

/Af(z)dz

IA

b
/ G| (1) dt
ML 4

IN

Proposition 3.1.1 Soit f(z) = P(x,y)+iQ(z,y) et A est la courbe paramétrée par la fonction

18



différentiable z(t) = z(t) + iy(t), alors

b
/A f(2)dz = / f (2 (1) (&) dt
b
- [ [ Pe.®) +iQ6 w0 0)| @0 + i) d
b
= [ (Pe @00 - Qe 0.y 0 () d
b
s [ (P 6. OW 0 + Qe (0. (0)2'() di

Exemple 14 f(z) = 22 = 22 — 4% + 22y et A est la courbe paramétrée par la fonction

différentiable z(t) =t +it,t € [0, 1]

/ f2)dz = / (P (1) .y (0)2'(t) — Qa (1) .y () (1)) dt
A 0
1
i /O (P (), y () () + Qe (1), y (1)) (1)) dt

1 1
= /—2t2dt+i/ 262t
0 0
2 .t 2 .11
- [l
3 0 3 0
2 2

3.1.5 Théoréme de Cauchy

Définition 3.1.6 On dit que A est connexe si:

A est la réunion de deux parties disjoints alors l'un est vide est l'outre égale a A.

Théoréme 3.1.2 Soit f une fonction holomorphe sur un sous ensemble connexe D et sur sa

frontiére C' tel que C' est une courbe fermée simple. Alors on a:
/ f(z)dz=0
C

19



1
I
I
J
I
I
I
_l
I
I

Proposition 3.1.2 Soit f une fonction holomorphe dans un domaine conneze limité par deux

courbes fermées simples Cy et Coy et sur ces courbes. Alors

$ f(z)dz= ¢ f(2)dz
C1 Ca

20



3.1.6 Formule intégrale de Cauchy

Soit f une fonction holomorphe sur un sous ensemble D et sur sa frontiére C tel que C' est une
courbe fermée simple.

Alors on a:

Siw e D et w¢ C dans ce cas on a:

R i)

2t Jo z —w

dz = f (w)

o lm =

De meme la n-iéme dérivée de f en w est donnée par

/c(z”“dz — ™ (w),n=1,2,3,...,..

27i — w)
1

Exemple 15 On calcule [, mdz
z—2)(z

tel que
C={z(t)eC/z(t)=2+¢"0<t <2}

1
La fonction f(z) = 1
z

C avec C est une courbe fermée simple et z =2 € D,2 ¢ C. Donc d’aprés la formule intégrale

de Cauchy

est une fonction holomorphe sur le disque D et sur sa frontiére

dr= [ LG g Corir o) = %m.

1
/C(z—2)(z+1) cz—2

21



Centre Universitaire Ahmed ZABANA Relizane
Maths 4-2017/2018
2 année LMD-S.T
Fiche TD 1

Exercice 1 :
Montrer que la fonction f est holomorphe sur 'ouvert U dans les cas suivants

1) U:{zE(C/ReZ#O},f(z)zln\z\—l—iarctan(%).

z

9 U =C* f(2) = —s.

|2I°

Exercice 2 :
Déterminer les conditions sur les reéls a, b, ¢ et d qui rendent la fonction f est holomorphe
sur C tel que

f(z) = az® + bxy® + i (ca®y + dy?)

Exercice 3 :
Etudier ’harmonicité des fonctions suivantes

1) P (z,y) = arctan (5) sur R? — {(0,0)}

2) f(2) = coszcoshy — isinxsinhy sur C.
Exercice 4 : Sous quelles conditions sur les reéls a, b, ¢ et d la fonction f

P (x,y) = az® + bry* + cax’y + dy?

est-elle harmonique sur R2?.

Exercice 5 :

Déterminer les fonctions holomorphes ayant la fonction P comme partie réelle
1) P(z,y) = 2zy sur C.

2) P(z,y) = e*cosy sur C.



Centre Universitaire Ahmed ZABANA Relizane
Maths 4-2017/2018
2 année LMD-S.T
Fiche TD 2

Exercice 1 :

1) Montrer que pour tout z =z + iy € C :

cos z = cos x coshy — ¢sinz sinh y

cosh z = coshx cosy + isinhzsiny

2) Montrer que cos z, cosh z sont holomorphes.

Exercice 2 : Calcules
sini, coshi, log (—1).

Exercice 3 :
Résoudre les équations suivantes :
e* =1, coshz = 4.

Exercice 4 :

Vérifier les conditions de Cauchy Riemann pour :
1) f(z) = ze* sur C.

2) f(2) = z+ 2| sur C.

Exercice 5 :
cos 1, sinh ¢, logi.

Exercice 6 :

1) Montrer que pour tout z =z + iy € C :
sin z = sin x cosh y + 7 cos x sinh y

sinh z = sinh z cosy 4 7 cosh x siny

2) Montrer que sin z, sinh z sont holomorphes.

Exercice 7 :

Soit f une fonction holomorphe sur C, tel que alm f + bRe f = ¢ avec a,b et ¢ sont des
constants reélles non nuls.

Montrer que f est constant.

Exercice 8 :
Déterminer les fonctions harmoniques de la forme

f(zy)=g@*—v?), (v,y) € R —{(0,0)} et g : R — R de classe C?.
Correction

Exercice 1 :
1) Montrons que pour tout z = x + iy € C:



cos z = cos x coshy — ¢sinz sinh y

On a

eiz + efiz
2
eiz—y + e—iz+y
2
e Y (cosx+isinz)+ e (cosr —isinx)
2

= cos(z) | —ising { ———

= cosxcoshy — isinxsinhy

cosz =

cosh z = coshx cosy + isinh zsiny

e +e®
2
eeriy + efxfiy
2
e’ (cosy +isiny) + e
2

€L+ e o et — =%
= cos(y) B +isiny —

= coshxcosy +isinhxsiny

coshz =

7 (cosy — isiny)

2) Montrons que cos z, cosh z sont holomorphes.

On a cos z = cosz coshy — ¢sinxsinh y

P (z,y) = coszcoshy, @ (r,y) = —sinxsinhy

sont des fonctions de classe Clet les condition de cauchy Riemann sont satisfaites
On a cosh z = cosh z cosy + ¢ sinh z siny

P (z,y) = coshzcosy,Q (z,y) = sinhxsiny

sont des fonctions de classe Clet les condition de cauchy Riemann sont satisfaites

Exercice 2 : Calcules
T —e

sin¢ =

e+ et

coshi =
log (—1) =log |-1| +i (2 + 2kn) =i (7 + 2km) , k € Z.

= cos 1,

Exercice 3 :
Résoudre les équations suivantes :

e* = i = (3+%7) doncz = 4 (7—; + 2k7r) ke Z.
e +e*
cosh z = 4 c’est a dire +T =4

e —8e*+1=0



y=e, 1y  —8y+1=0

y=4—VIbety, =4+V15

e =4 — /15 = elog(47\/ﬁ)+i2kﬂ'

71 = log (4 — V/15) + i2km, k € Z.

7, = log (4 + V/15) + i2km, k € Z.

Exercice 4 :

Vérifier les conditions de Chauchy Riemann pour :

1) f(z) = ze® sur C.

[(2) =ze* = (z +iy)e*™™ = e* (xcosy — ysiny + i (ycosy + xsiny))
P(z,y) =€ (xcosy —ysiny),Q (x,y) = e* (ycosy + xsiny)
2) f(2) = 2+ |2|° sur C.

f(2)=z+ 2" =x+ 2>+’ +iy

P(ry) =z+2®+y",Q(z,y) =y

Dans ce cas les condition de cauchy Riemann ne sont pas satisfaites
Exercice 5 :

cos 1, sinh ¢, logi.

Exercice 6 :

1) Montrer que pour tout z = x + iy € C:
sin z = sin z cosh y 4 7 cos x sinh y

sinh z = sinh z cos y 4 7 cosh x siny

2) Montrer que sin z, sinh z sont holomorphes.

Exercice 7 :
Soit. f une fonction holomorphe sur C, tel que alm f + bRe f = ¢ avec a,b et ¢ sont des
constants reélles non nuls.
Montrer que f est constant.
ORef Olmf ORef  Olmf
or  dy ' Oy Ox

On a f une fonction holomorphe sur C donc

et alm f +bRe f = ¢ donc

a@Imf+bﬁRef:O a@lmf+b3Ref:0
aa?£f+ba§€f:0 = aaﬁﬁf_ba Hxlf_o
dy dy ox Ox
baé)lmf _H)Q@Ref _0
Jofte s abaﬂ"ﬁf
ox ox
(a2+b2)aR—?c=o=>8§§f=o
fnalement ORe f _ Olm f _ Olm f _ ORe f —0
ox ox dy dy

c’est & dire f est constant.

Exercice 8 :



Déterminer les fonctions harmoniques de la forme
f(z,y)=g(@*—9?),(z,y) € R? — {(0,0)} et g: R — R de classe C.
On a la fonction f de classe C? donc

0*f 0*f
h | gz gr _
gf armonique < -3 (x,y) + ggjt (x,y) =0
ol (2 o2 o (2 .2 2 (2 2
2?; (z,y) = 2xg' (2° —y*) = 8%22 (z,y) =2¢' (z° —y*) +4a%g" (2 — y?)

f
a_y (z,y) = —2yg (xQ - ?J2) — 8_342 (x,y) = —2¢' (xz — y2) + 49/%g" (:z:z — yg)
(42® +4y%) ¢" (2 — y*) = 0

g (@ —y)=0=g¢ (2*—y}) =cceR
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Exercice 1.
Calculer les intégrales suivantes :

/Edz i / 1)dz , /lzl2d~ A /arg( )dz.
.

A
i

Exercice 2.
Calculer les mtcgrales suivantes :

z+1 CoS2 ,
dz /Lc , az |, 73U
y2-1 i

Ou v le bord ( parcouru une fozs dans le sens direct ) du carrée de sommets 1 —i 141, —1 +1i
-1-i.

Exercice 3.
Soit 7y le chemin défini par Vt € [0,27] , y(t) = acost + ibsint ot a,b > 0.

1) Caleuler lintégrale / i%
J, z

dt

a?cos?t + b?sin’t’

2
2) En déduire la valeur de Calculer Uintégrale /
0

Exercice 4.
Soit g le demi cercle de centre 0 et de rayon R dans le demi plant {z € C,Im(z) > 0}.

Calculer la limite lim / —-:dz
R—+00 22

Exercice 5.
Calculer les intégrales suivantes.

d
1) / 7 i 7 ot 7y le cercle |z| = 2 parcouru une fois dans le sens direct.

dz
2) / ey ou ~ le cercle |z + i| = 1 parcouru une fois dans le sens direct.
z —-—

dz
3) / PR ouy le cercle |z| = R parcouru une fois dans le sens direct , 010 < a < b.
z—a)(z -
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