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Chapitre 1

Espaces vectoriels

1.1 Généralités

Soit K un corps commutatif (K =R ou C)
Soit E un ensemble non vide, muni par:
e La loi interne «+» (addition) : +: Ex F — E, (z,y) »z+vy
Ve,ye E,x+y e E.
e La loi externe «-» (multiplication par un scalaire): - : K x B — E, (A\,z) = A\ -z

Vee E,VAe K, -x € E.

Définition 1.1.1 (E,+,-) est un espace vectoriel sur K (K-ev) si :
1) (E,+) est un groupe commutatif c’est a dire
- Associative Vx,y,z € E,(x +y)+z=2+ (y + 2)
- Commutative Vx,y e E,.x+y=y+ =
- Il existe un élément neutre 0 € E,VNx € E,Op +x ==
-Vo e E,37' € F tel que v + 2’ = 0.
2) La loi externe doit vérifier:
-Vo,y € ENA€ K,\(z+y) =Mz + My
Vo € E\VA, A2 € K, (A + X\2)z = Mz + Aoz
Ve e E,VAL, A € KA - (1A2-x) = (A\1.)2) - @
-Vxe E,1-z=x



Proposition 1.1.1
1)Va € K,a.0p =0p
2) a.0g =a.(0g +0g) = a.0p + a.0g

Proposition 1.1.2
1)0.z =0p
2)0.x=(0+0).x2=0z+0.z

Proposition 1.1.3
)(-1).x=—x
2(-1)x+lax=(-14+1).x=0x=0

Exemple 1 Soit K =R et E = R?

7

o La loi interne ” +

V(z,9), (2,y) €R? (z,y) + (2/,y) = (z + 2,y + V)

o La loi externe” -7

V(z,y) € R VA € R A (z,9) = (A\z, \y).

donc (Rz, =+, ) est un espace vectoriel sur R.

Exemple 2 Soit K =R et E=R",neN
e La loi interne ” +7

V(21,22 ey p), (2, 25, . 2h) € R™

(X1, @2, ooy p) + (2, 2h, oy 2h) = (w1 + 2, ooy mn + 7))

e La loi externe” -7

W (1,22, ..., Tn) € R VA € R,

A1, 22,y ) = (AZ1, ooy ATp) .

donc (R™,+,-) est un espace vectoriel sur R.



Exemple 3 E = {f:R — R une fonction affine}
fi(z) = a1z + by et fo(x) = asz+ by
fi(z) + f2(z) = (a1 + a2) x + bi+ be
A1 () = Aa1z + Aby

1.2 Sous espace vectoriel

Soit Fun K—evet FCFE .
F' est un sous espace vectoriel (sev) si :
o '+
e La loi interne " + " est stable dans F' : Vax,y € F,x +y € F.

e la loi externe " -" est stable dans F': Vo € VYA € K, \-x € F.

Exemple 4 F = {0g} est un sous espace vectoriel.

Exemple 5 Soit E =R3 F = {(z,y,0) € R?/y = —z} = {(z,—2,0) € R¥/z € R}
On montre que F' est un sous espace vectoriel.
V(z,y,2),(2,y,2") € F,YaeR
(x,y,2),(2, ¢,z ) e F<=y=—x,9y =—a,2=2"=0
donc
1) (z,y,2)+ (2,y,2) = (x+2',—x — 2/,0) € F.
2) a (z,y,2) = (azx,—azx,0) € F

Exemple 6 E = {f : R — R une fonction affine}
F ={f:R — R une fonction linéaire}
F' est un sous espace vectoriel de E.
fi(x) = a1z et fo(x) = agx
fi(x)+ fa(x) = (a1 +a2)x donc fr + fa € F
M1 (x) = Xajz done A f1 € F



1.3 Combinaisons linéaires, familles libres, liées et génératrices

Définition 1.3.1 Soit E un K-ev et {x;}icr une famille d’éléments de E. On appelle combi-
naison linéaire de la famille {x;}icr, l'expression > Njxz; avec \; € K,i € 1.
el

1.3.1 familles libres ou linéairement indépendante

Définition 1.3.2 On dit que la famille {x;}icr est libre si > Njz; =0 \; =0,Vi € I.
el

Exemple 7 e; = (1,2),ex = (1,1) € R2.

la famille {e1,ea} est libre.

1.3.2 familles liées ou linéairement dépendante

Définition 1.3.3 On dit que la famille {x; };c1 est liée si elle n'est pas libre c’est & dire I{\; }icr

non tous nuls, tel que > Ajx; = 0.
el

Exemple 8 e; = (1,2),ex = (1,1),e3 = (0,1) € R%.
la famille {e1,e2,e3} est liée.

car e1 — ey —eg = 0.

1.3.3 famille génératrice

Définition 1.3.4 On appelle famille génératrice de E une famille telle que tout élément de E

est une combinaison linéaire de cette familleNz € E , H \itier tel que x = > \x;.
el

Définition 1.3.5 On dit que la famille {x;};c; est une base de E si {x;}icr est une famille

libre et génératrice.

Proposition 1.3.1 On dit que la famille {z;}icr est une base de E ssi¥x € E , x s’écrit de

maniére unique Y \T;.
iel

Preuve. 1) (=)

On suppose que la famille {z;};cr est une base de E alors Va € E |, alors 3{\;};cs tel que

Tr = E )\Z'{Ei .
i€l



car cette famille est génératrice

on suppose H\; }ier et {\}ier tel que z = S N = > M.

i€l i€l
donc Z)\,xz - Z)\;xl =0
i€l i€l
> ()\i - )\;) x; = 0 comme cette famille est libre on trouve

el
(A= X)) =0,Viel
c’est a dir x s’écrit de maniére unique > \;z;.
el
2) (=)
Va € E | x s’écrit de maniére unique »  \;z;.
i€l
c’est a dire la famille {z;};cs est génératrice
> Aix; =0 on aaussi 0 =Y 0x;
i€l iel
donc \; = 0,Vi € I c’est a dire la famille {z;};cs est libre. m
Exemple 9 Soit e; = (1,0),e3 = (0,1) € R%. La famille {e1,e2} s’appelle la base canonique

de R2.

Exemple 10 Soit e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1) € R%.  La famille {e1,e2,e3}

s’appelle la base canonique de R3.

Définition 1.3.6 L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de la famille S = (x1, ..., Tp)

est un sev engendré par (1, ...,Ty) noté com (x,...,Ty) .
com (x1,...,xn) = {onz1 + ... + apzp/ai, ..., apn € K}

Définition 1.3.7 Soit S = (z1,...,zp), la dimension de F' = com (x1,...,xy) s’appelle le rang

de la famille S: dimF = rg§.

Proposition 1.3.2 Soit S = (z1,...,x,),
ergS<n

ergS =mn alor S est libre



1.4 Espace vectoriel de dimesion finie

Définition 1.4.1 Un espace vectoriel est de dimension finie si et seulement il est engendré par

un nombre fini de vecteurs.

1.4.1 Dimension

Définition 1.4.2 La dimension d’un espace vectoriel E de dimension finie est définie comme

le nombre de vecteurs de la base de cette espace et est noté dim(E).

Proposition 1.4.1 Si E un espace vectoriel de dimension finie alors tous les sev de dimension
finie.
Remarque 1 Si dimE = n, pour montrer qu’une famille de n éléments est une base de FE, il

suffit de montrer qu’elle est libre ou bien génératrice.

1.4.2 Somme de deux sous espaces vectoriels

Définition 1.4.3 Soit Fiet Fy deux sev de E.

On appelle somme des sev F1 et Fy ['ensemble noté Fy + Fa défini par:
Fi+F={z+y/xecF etyec Fp}

1.4.3 Somme directe de deux sous espaces vectoriels

Définition 1.4.4 On appelle somme directe la somme notée Fy @ Fy :

F, @y = F) + Fy etFlﬁFQZ{OE}.
Remarque 2 Si F' = FE, on dit que Fyet Fy sont supplémentaires.

Proposition 1.4.2 Soit E un ev sur K et Fiet Fy deux sev de E.
SiF=F ®F; alorsVz e F,Alx € Fy et Ay € Fy tel que z =z + y.

Preuve. 1)(=>)On suppose 3z € F tel que 3,2’ € Fy et Jy,y' € Fy avec z = z+y = 2’'+v/
doncwz —a2' =9y —vy

etx—r eFlety —yek



sachant que F' = F; @ Fy c’est a dire F; N Fy = {0}

doncz—2'=y —y=0. m

Proposition 1.4.3 Soit E un K-ev de dimension finie n

1) Tout sevFy admet au moins un sous-espace supplémentaire, c’est-a-dire qu’il existe un
sev Fo tq E = F| @ Iy

2) Soit Fy # () et Fy # () deuz sev de E et soit Byune base de Fy et By une base de Fy. La
famille { By, By} est une base ssi E = Fy @ F.

Corollaire 1.4.1 Soit F un K-ev de dimension finie
FiNFE, = {0}
dim F = dim F; + dim F5

E=F; & F; ssi

Proposition 1.4.4 Soit £ un K — ev de dimension finie et F' et G deux sev de E, alors :
dim F = dim F} + dim F5 — dim (F1 N Fg) .



Chapitre 2

Applications linéaires

Définition 2.0.5 Soient (E,+,.) et (F,+,.) deur K-espaces vectoriels. On dit que f : E — F

est linéaire st :

1)Vz,y € E, on a f(z+y) = f(z) + f(y)
2)VA e K,Vxz € E,on a f(Ax) = \f(x).
On note L(E, F) l’ensemble des applications de E dans F.

Définition 2.0.6 Soit f : E — F. L’application f est linéaire, si et seulement si VYA u €

K,\Vz,y € B, f(Ax + py) = Mf(z) + puf(v).

Exemple 11 Montrons que f : R? — R3 définie par f(z,vy)

application linéaire. Soient A,y € R, et a = (x,y),b = (2/,y/) € R,

f(Aa+ pb)

fAz + part, Ay + pyr)

(r +y,x — y,2y) est une

Az + pxt + Xy + pyl, \e + px! — Xy + pyl, 20y + 2uy!)

)\($+y,$—y,2y)+,u($/+y/,:r/—y/,2y/)

Af(a) + pf (D).

10



2.1 Applications linéaires particuliéres

2.1.1 Formes linéaires

Définition 2.1.1 On appelle forme linéaire sur un K-espace vectoriel E, toute application
linéaire de E dans K. On note E*, au lieu de L(F,K), l'ensemble des formes linéaires sur

E.

2.1.2 Endomorphisme

Définition 2.1.2 On appelle endomorphisme de FE, toute applicatin linéaire de E dans lui

méme. On note L(E), au lieu de L(E, E), l'ensemble des endomorphismes de E.

2.1.3 Isomorphisme

Définition 2.1.3 On appelle isomorphisme d’un K-espace vectoriel E vers un K-espace vecto-

riel F toute application linéaire bijective de E vers F' .
2.1.4 Automorphisme

Définition 2.1.4 On appelle automorphisme de E, toute application linéaire bijective de E.

2.2 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 2.2.1 Soit f : E — F une application linéaire.
1) On appelle image de f [’ensemble notéImf

Imf=f(E)={ye€ F/3x € FE tel quey = f(x)}.
2) On appelle noyau de f 1’ensemble noté ker f
kerf = f71({0}) = {z € E/f (z) = 0}.

Proposition 2.2.1 1) Im f est un sous-espace vectoriel de F .

(2) ker f est un sous-espace vectoriel de E.

11



Exemple 12 Déterminons le noyau et Uimage de Uaaplication linéaire f : R? — R? définie
par 1 (z,y) — (x —y,z +y). Soit a = (z,y) € R? on a kerf = {z,x)|x € R} et Imf =
{(z,—z)|lz € R}.

Théoréme 2.2.1 Si f: E — F est une application linéaire alors
1) f est surjective, si et seulement si, Imf = F

2) f est injective, si et seulement si, ker f = {0g}

Preuve.
f est surjective < Vy € F/3z € E tel que y = f ()

<~ F=Imf

f est injective, si et seulement si, kerf = {0g}

On suppose f est injective et on montre kerf = {0g}
Soit x € kerf donc f (z) =0= f(0g) = = = 0g.
On suppose kerf = {Og} et on montre f est injective
Soient z,2' € E

fla)=f@") = f(z) - f(=) =0

= f(z—2")=0

—z—2' =0
—z=1a. n
2.3 Rang d’une application linéaire
Soit f une application linéaire de E dans F

Définition 2.3.1 Le rang d’une application linéaire f est égal a la dimension de Im(f):

dim(Imf) =rg (f)

Proposition 2.3.1 1) on a toujours rg(f) < dimF
2) f est surjective ssi rg(f) = dimF
3) [ est injective ssi rg(f) = dimFE
4) f est bijective ssi rg(f) = dimE = dimF

12



2.3.1 Théoréme du rang

Soit f une application linéaire de E dans F avec dimE = n, alors dimE = dim(Kerf) +

dim(Imf).

Exemple 13 f:R? =R, f(z,y) =z +y
Kerf = {(x,y) €ER?/x = —y} ={z(1,-1) /x € R}
Imf={zeR/3(z,y) eR}z=ax+y} =R
dimE = 2,dim(Kerf) = 1,dim(Imf) = 1.

2.4 Composée d’applications linéaires

Soient F, F et W des K-espaces vectoriels et f: E — F,g: F'— W deux aplications linéaires
Proposition 2.4.1 La composée de deux applications linéaires est encore linéaire.

Preuve. VA, p € K,Vu,v € E,(go f)(Au+ pv) = Xgo f)(u) + p(go f)(v). m
Preuve. On a (go f)(Au+ pv) = g(f(Au + pv))(par définition de la composition)
= g(A\f(u) + puf(v)) (par linéarité de f )
= Ag(f(w)) + pg(f(v)) (par lin¢arit¢ de g)
= Ago f)(u)+ u(go f)(v) (par définition de la composition). m

Exemple 14 Calculez la composée g o f avec
g:(z,y) = (z+y,x—vy) et f:(x,y,2) = Bz + 5y + 7z, 2z + 2y + 22)
On calcule (go f)(z,y,z) = (9(f(z,y,2)) (par d efinition de la composition)
= g3z + by + 7z, 2x + 2y + 2z) (par d efinition de f )
= (ba + Ty + 92,2 + 3y + 5z) (par d “efinition de g).
La composée go f est donc

(z,y,2) — (bx + Ty + 92,2 + 3y + 5z)

Proposition 2.4.2 Le rang d’une application lin eaire ne change pas quand on lacompose
(1) a droite par une application lin eaire surjective ;
(2) a gauche par une application lin eaire injective ;

(3) a droite ou a gauche par une application lin eaire bijective.

13



2.5 Inverse d’une application linéaire bijective, automorphisme.

Soient F, F' deux K-espaces vectoriels et f : E — F une aplication linéaire

Proposition 2.5.1 Si f est bijective, dan ce cas Uapplication réciproque f~1 est egalement

linéaire.

Preuve. f~'(\u+ pv) = Af 1 (u) + pf~1(v)
z=f"u)y=f"(v)

M+ po = Af(x) + nf(y) = f(Ax + py)

S Ou+ ) = Az 4+ py = A (w) + pf 7 (v). =

Proposition 2.5.2 Si Uaplication linéaire f une automorphisme alors f~1 est une automor-

phisme.

Exemple 15 f: (z,y) — (z+y,z —y)
f est bijective

x/+ /
¥ =z+y v= 2y
, x/_y/
=T — ft
Yy Yy Y 5
e (09— (152,25

14



Chapitre 3

Matrices

3.1 Les matrices (Définitions et opérations)

3.1.1 Définitions

Définition 3.1.1 Une matrice de type (m,n) ou m lignes et n colonnes

est un tableau de m lignes et n colonnes

notée (a;;)1<i<m

1<j<n
(U] Jeevvornernnrnnnnneanenns aln
A = (aij) 1<i<m =
1<j<n (2775 RYPEPRRPPR (€270 REPIPEPRPIPITR Qj.n
QL eeeeeenennennennnennennn. Qm.n

*On appelle ¢ colonne de A la matrice

15



ai,1

C; = . pour 1 <i<n

am,1

On pourra écrire
Ly

Lm

*L’ensemble des matrices de type (m,n) moté My, , (R).

3.1.2 Les opérations sur les matrices
1) La multiplicationpar un scalaire

Soient A = (ai,j) 1<i<m et A€ R,
1<j<n

A = (Xagj) 1<i<m

1<j<n
Exemple 16
2 1 4 4 2 8
5 0 2 10 0 4

2)La somme de deux matrices

Soient A = (ai,j) 1<i<m et B = (bi,j) 1<i<m
1<j<n 1<j<n

A+ B = (a;;+bij)i<i<m
1<<n

5 3
Exemple 17 A = ,B =

16



5+2 340 7T 3

4+7 1+5 11 6
3) produit de deux matrices
soient A = (a;;),, . et B = (bij), .

Le produit de Aet B est une matrice de type (m, s)
n
Ax B= (Civj)m,s tel que Cﬁj = Zaiyk bk,j-
k=1

2 1 4 4 5
Exemple 18 A=| 3 0 5 |, B=| 1 2
1 7 6 0 4

2x4+1x14+4x0 2x5+1x2+4x%x4
AXB=| 3x440x14+5x0 3x54+0x2+5x4
1x447Tx146x0 1x54+7x2+6x4

9 28
=1 12 35
11 43

Remarque 3 le nombre des lignes de la premicre matrice égale le nombre des colonnes de la
deuxiéme maltrice

est une condition nécessaire pour calculer le produit.

matrice identité de type (n,n) notée I,:
Est la matrice dont tous les conficients sont nuls sauf les conficients (a; ;) tel que i = j

(s'appelle diagonal de la matrice )

1 00
0

Exemple 19 L = JIs3=1 0 1 0
0 1

0 01

IgXA:A

17



3.1.3 Déterminant d’une matrice

a c
1)Si A= le déterminant de A est un nombre réel

a ¢
noté det (A) ou =ad — be

b d
a a1 a9
2)Si A = b by by le déterminant de A est un nombre réel
cC €1 C
+ - +
a a1 a9
b1 bo b by b by
b b1 by =a —a + az
c1 C2 c Cy c (1
c ¢ cy
2 1 4
Exemple 20 A=| 3 0 5
1 7 6
2 1 4
0 5 3 5 30
det(A)=1]3 0 5|=2 -1 +4
7 6 1 6 17
1 7 6

=2x(-35)—1x13+4x21=1

(LA T a17j_1...a17j+1 ......... al,n
3)81 A= (ai,j) 1<i<n aMi,j = Aj—1,1eeneeee Aj—1,5—1w-Qf—1 o Lereernreen Ai—1n
1<j<n
Qj—1,1wen-- ai+17j_1...ai+17j+1 .......... Ai—1n
Ay Loeenennns O el Qp bl eeeeennnees Apy.m,
On a
n n
det A = ( 1)Z+] a,; det (Mm) = E ( 1)Z+] a;,; det (Mz,])
i=1 j=1




3.2 Matrice associée a une application linéaire

3.2.1 Les applications linéaires

On dit que I'application f : R™ — R™ est une application linéaire si:

V(X,Y) e (R")?,V(a,8) €R on a:

faX +BY) = af (X)+8f(Y)

On pourra écrire toute application linéaire f : R” — R™ comme suit:

AL IT] F e + a1 Ty
T
Z2

;11 + oeeennes Qi GTgeeennnnnnn Qi nTn
Tn

A 1L F ceeeeeeiiiiianenns + AT

3.2.2 La matrice associée

La matrice associée a 'application f est

[ T al.n
A =
(0775 RYPPPRPPPD am- .............. Ain
Qppy, L eveenenseeeennneeneneanns Am.n

19




On remarque que

(U] Jeeervnnnrnneneaneeennans aLn
x1 x1
T2 T2
(075 RETTTTTTS G jovenennannnnnn Qi n
Tn Tn,
gy L eveeveereesaeraneaneanns Am.n

Exemple 21 f:R3 - R3

T 20+ 3y + 2
Ily = T —y+4z
z TT—y+=z

La matrice associée a Uapplication f est

7T -1 1
Exemple 22 f:R3 - R3
T 204+ 3y + 2
fly | = z—y+4z
z Tr —z
La matrice associée a l'application f est
2 3 1
A=11 -1 4
7 0 -1
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3.3 Application linéaire associée a une matrice

U] Jeeveernnennennennnannens ai n
Soit A = une matrice donnée
Qg Teeeennnnns (€75 EERTRER PR i n
L R PR TR S Qm.n

L’application linéaire associée a la matrice A

définie par

(] Jeeerennnronnneananennnns aj.n
€1 x1
€2 €2
f pu—
(£775 EYPERRRPPR ai,j .............. Qj.n
T Tn
Qg T evvvervnnesnnneenneeennns Qmn
2 3 1
A=11 -1 4
7 0 -1
L’application linéaire associée a la matrice A
T 2 3 1 T 20+ 3y + 2
1y =1 -1 4 y | =| z—y+4z
z 7T 0 -1 z Tr — z

3.4 Changement de base, matrice de passage

3.4.1 DMatrice de passage

Etant donnés un espace vectoriel et deux bases By = (v1, ..., v,) et By = ((wy, ...

On écrit la décomposition des vecteurs de By sur la base By
n
wj = E DijVi
i=1
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La matrice de passage P de Bpa Bjest la matrice carrée (n,n)

P =(pij)nn
Exemple 23 B, = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} et By ={(1,4,2),(4,1,0),(6,0,0)}

deux bases de (R).

(1,4,2) = (1,0,0) + 4(0,1,0) +2(0,0,1)
(4,1,0) = 4(1,0,0) + 1(0,1,0) +0(0,0,1),
(6,0,0) = 6 (1,0,0) +0(0,1,0) +0(0,0,1)

La matrice de passage P de By a Bjest la matrice carrée (3, 3)
1 46

P=1410
2 00

3.4.2 Les matrices particuliéres
Matrice nulle (m x n)

Est la matrice dont tous les coefficients sont nuls.

0 00
Exemple 24 A=| 0 0 0

0 00

Matrice identité(n x n)

Est la matrice dont tous les coefficients a; ; = 1 pour ¢ = j et a;; = 0 pour ¢ # j.
notée I,,.

On a pour toute A € M,,,, (R), AL, =1,A=A

1 00
Exemple 25 Is=] 0 1 0

0 01
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Matrice triangulaire supérieure (n x n)

Est la matrice dont tous les coefficients a; ; = 0 pour j > .

2 0 -1
Exemple 26 A=| 0 4 9
0 0 6

Matrice triangulaire inférieure (n x n)

Est la matrice dont tous les coefficients a; ; = 0 pour 7 > j.

1 0 0
Exemple 27 A=| 5 —9 0

4 2 1

Matrice diagonale(n x n)
Est la matrice dont tous les coefficients a;; = 0 pour i # j sauf les coeflicients a; ; tel que
i = 3.

6 0 0
Exemple 28 A=| 0 4 0

0 0 =3

3.4.3 Transposée d’une matrice(n X n)

Transposée de la matrice A = (a;;),, ,, notée A" et

Al = (aivj)nn tel que &m‘ = Qj,4 ,V’i = 1, ....,n,Vj = 1,....,n.

7T 5 —1 7 —6 8
Exemple 29 A=| —6 3 2 alors At = 5 3 0
8 0 1 -1 2 1
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Matrice symétrique
On dit que la matrice A est symétrique si A = A°.

1 45
Exemple 30 A=| 4 3 2 est une matrice symétrique.(At = A)

5 2 6

Comatrice d’une matrice(n x n)

Comatrice de la matrice A = (a;;), , notée com (A) et

A1 Qeeernenns CL17j_1 al YRS EITRPRPS a1.n
com(A) = ((_1)i+j det (M; J))nn tel que M; ;= Aj1,1emmneee (7 FRE P N PO P B NS PURURRRN Ai—1,n
Qj—1,1-wnn-- ai+1,j_1...ai+17j+1 .......... Qi—1,n
Ay Tovvnnnnns Qp j—T1+ @y jdLeeeenennnns Qnn

+ - +

1 2 1 -4 =24 8
Exemple 31 A= | 4 J(S 2 alorscom(A)=| —-10 6 —2

0 2 6 4 2 _8
3.4.4 Inverse d’une matrice (n x n)
L’inverse de la matrice A notée A~ et

AAT' = AtA=1,
et on aussi
1
—1 t
= A
Jet A (com (4))

+ = +

1 2 1 -4 -24 8
Exemple 32 A = 4 6 9 alors com (A) = -10 6 =2

+ - +

0 6 4 2 -8
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(com(A)'=| —24 6 2 | etdetA=—4—40=—44
8 -2 -8
4 10 -4
4 14
donc A~ = ﬁ (com (A))t = % ZT? ZTf
-8 2 8
4 44 i

Remarque 4 Soit A une matrice

A est inversible si et seulement si det A # 0.
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Chapitre 4

Résolution de systémes d’équations

4.1 Généralités

Définition 4.1.1 On appelle systéeme d’équations linéaires de m équations em n inconnues un

systéme de de la forme :
a11x1 + ..... + a10Tn = b1
(4.1.1)

Am1L1 + ... + ATy = by,

ou les coefficients a; ; et b; sont donnés, et ou les x; sont des inconnues dans R ou C.

4.1.1 Notation matricielle

Peut s’écrire sous la forme matricielle:

AX =B
ol
1 by
ai,1 a1n ) bo
A= X = B =
Gm,1 Um,n
T b
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Exemple 33
20 +y + 52 =-10

r—3y—T7z=5
r—2z=13
2 1 5 T —10
La matrice associée est A= 1 -3 —7 |etX=| y | etb= 5
1 0 -1 z 13
2 1 5 T —10
Alors on a 1 -3 -7 y | = 5
1 0 -1 z 13

4.1.2 Rang d’un systéme d’équations linéaires

Soit A une matrice de type (m,n)

Déterminant d’ordre r extrait de A :

On appelle déterminant d’ordre r extrait de A le déterminant d’une matrice carrée formée
en supprimant dans A (m — r) lignes et (n — r) colonnes.

on appelle rang de la matrice A : l'ordre du déterminant non nul, d’ordre le plus élevé,

extrait de A.

1 1 3 5
Exemple 34 A=| 1 2 5 9

2 3 8 14
les quatre déterminants d’ordre 3 sont nuls, par contre le déterminant d’ordre 2 extrait

11
1 2

n’est par nul, A est de rang 2.

On appelle rang de systéme le rang de la matrice A de ce systéme.

4.2 Etude de ’ensemble des solutions

Soit le systéme (4.1.1) que nous supposons de rang r et écrit de telle fagon que le déterminant

A des coefficients des r premiéres inconnues et r premiéres équations soit non nul.
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4.2.1 Déterminant caractéristique

Déterminant caractéristique de (4.1.1)

On appelle déterminant caractéristique de (4.1.1) le déterminant de la forme

a1,1 v A1 b1

D = k=r+1,r+2,....... ,m.
Arl e ary by
A1 eeee akr by

4.2.2 FEtude de I’ensemble des solutions

a) Si r=m=mn le systéme (4.1.1) admet une seule solution.

b) Sir <m < n , le systéme (4.1.1) indéterminé & (n — r) parameétres.

c) Sir < m, et si 'un au moins des déterminants caractéristiques de (4.1.1) non nul, (4.1.1)
n’a pas de solution.

d)Sir < m , et siles déterminants caractéristiques de (4.1.1) sont nuls, (4.1.1) réduit aux r

équations et se résout comme dans le cas (b) .

TH+yY+2w=-2

z+2y+3w=a
Exemple 35 ,a,b supposés donnés.

3z 4+ 5y + 8z =2

5r 4+ 9y + 14z =10

11 2 -2
1 2 3 a
la matrice de ce systéme A= .B =
3 5 8 2
5 9 14 b
Les quatre déterminants d’ordre 8 sont nuls, par contre le déterminant d’ordre 2 extrait
11
n’est par nul, A est de rang 2.
1 2
les déterminants caractéristiques :
11 =2 11 =2
Di=|1 2 a |=—2a+4,Dy=|1 2 ¢q |=—-4a+b+2
3 5 2 5 9 b

1) Si D1 #0 ou Dy #0 alors (S) n'a pas de solution.
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2) Si D1 = Dy =0 dons ce cas S indéterminé a un paramétre z

r=-3z2—06
,2 €R.

y=z+4
4.3 Les méthodes de résolutions d’un systéme linéaire

4.3.1 Résolution par la méthode de Cramer

Soit (S) un systéme carré c’est & dire sa matrice A est carrée, avec l'interprétation matricielle :
AX = B. Si la matrice A est inversible on peut résoudre ce systéme par méthode de Cramer.
Nous noterons A; la matrice A des coefficients dans laquelle on a remplacé la i éme colonne par
la matrice B.

La résolution du systéme, par la méthode de Cramer, donne

_ det(Al) .
_det(A)’l_l’ .............. , M.

T

3r—y=4
Exemple 36 Avec la méthode de Cramer, résoudre Y
-5z + 2y = -2
3 -1 4
A - ’B =
-5 2 —2
Ca nous donnera
4 -1 3 4
A = Ao =
-2 2 -5 =2
4 -1 3 4
A -2 2 A -5 =2 14
det 3 _1 1 det 3 _1 1
-5 2 -5 2

(z,y) = (6,14) est une solution unique de ce systéme.
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5 + Ty — 32z =16
Exemple 37 Résoudre 3r—2y+4z=—7

rT+y—2==6

avec la méthode de Cramer.

Identifions d’abord la matrice des coeflicients :

5 7 =3
A=13 -2 4
1 1 -1
et la matrice des constantes :
16
B = -7
6

Nous obtenons :

16 7 -3 5 16 -3 5 7 16
Ai=| -7 =2 4 |, A=|3 -7 4 |,A3=|3 -2 —7
6 1 -1 1 6 -1 1 1 6
Et
-2 4 -7 4 -7 =2
16 -7 +(-3)
det(Ar) 1 -1 6 —1 6 1
€r = =
det(A) 2 4 3 4 3 2
5 -7 +(-3)
1 -1 1 -1 1 1
. 16><(72)—7><(—17)—3><5_B_3
CBX(=2)=Tx(=T)=-3x(5)
-7 4 3 4 3 -7
5 —16 +(=3)
_det(Ay) | 6 1 1 -1 1 6
Y= det(A) — 2
5x (=17) =16 x (=7) =3 x25 4
Y= 24 = =2
-2 -7 3 -7 3 -2
5 -7 +(16)
Cdet(Az) |1 6 1 6 1 1
°T det(A) 2
7= 24 = 24 = —5
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donc (3,—2,—5) est une solution unique de ce systéme.

4.3.2 Résolution par la méthode de la matrice inverse

Soit (S) un systéme carré, avec U'interprétation matricielle : AX = B.
Si la matrice A est inversible on peut résoudre ce systéme par la méthode de la matrice

inverse comme suit:

On a
AX =B+ X=A"'B

5 + Ty — 3z =16
Exemple 38 Résoudre 3 —2y+4z=—7

rT+y—2==6
5 7 -3 16
A=13 —2 4 |etB=| -7
11 -1 6

det A = 24 alors A est inversible.

Calculons A~ :

-2 4 3 4 -2
+det —det +det
1 -1 1 -1 1 1
7T =3 5 —3
com(A) = —det + det —det
1 -1 1 -1 11
7T =3 5 —3
+det —det +det
-2 4 3 4 3 -2
-2 7 ) -2 4 22
com(A) = 4 -2 2 — (com (A))" = 7 —2 _929
22 -29 =31 5) 2 =31
-2 4 22
o (com (4)) = o 2 9
~ detA aa| T 2
5 2 =31



—2 4 22 16 —2x 1644 x (—=7) +22 x 6

1 1
donc X = A7'B = | 7 2 -2 =7 [ =g | 716+ (=2) x (=7) +(-29) x 6
5 2 -31 6 5% 16+2x (=7) + (—31) x 6
72 3
_ 1 s | =
| BT
—~120 -5

alors (3,—2,—5) est une solution unique de ce systéme.

4.3.3 Résolution par la méthode de Gauss
Les opérations élémentaires

Définition 4.3.1 Soit (S) un systéme linéaire de n équations, p inconnues et a coeffcients

dans R.

Notons F1, E2, ..., En les équations de (S).

On appelle opération élémentaire sur les lignes de (S) I'une des opérations suivantes :
— Multiplier une équation Ei par un scalaire non nul a.

Cette opération est notée : Fi — aFi.

— Ajouter a I'une des équations E4 un multiple d’une autre équation Ej .

Cette opération est notée : Fi — Ei+BEj.

— Echanger deux équation Ei et Ej : Cette opération est notée : Ei — Ej.

Proposition 4.3.1 Une opération élémentaire sur les lignes de (S) transforme le systéeme (S)

en un systéeme (S ) équivalent, ¢’est-a-dire ayant exactement les mémes solutions que (S).

Meéthode de Gauss

. 4 . 212 . N N ! 4, .
Par une suite d’opérations élémentaires, on transforme le systéme (S) en un systéme (S') équiv-

alent et dont la matrice est triangulaire supérieure.
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Exemple 39

T+2y+3z+4 =11
20+ 3y +4z+t =12
3r+4y+2+2t=13

dr+y+2z2+4+3t=14

Résoudre le systéeme (S) :

c4+2y+3z+4 =11
20+ 3y + 42+t =12 E2 — E2—-2FE1
—2y — 8z — 10z = —20 E3 — E3—-3E1

| do+y+2:+3t=14 E4 — B4 —4E1

rT+2y+3z24+4t =11
—y —2z—Tt=-10
—2y—8z—-10t=-20 E3— E3—-2E2

—Ty—102 - 13t =-30 E4 — E4—-TE2

r+2y+3z+4t =11
—y—2z—-Tt=-10
—4z+4t=0

4z + 36t = 40 F4— FE4+4+ FE3

;

x4+ 2y+3z+4t =11
—y—2z—Tt=-10

—4z44t=0
\ 40t = 40
(=1
z=t=1

y=-22—-Tt+10=1

| z=11-2y+3z+4t=2

Le systéme (S) posséde donc 'unique solution (2, 1, 1, 1).
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Exemple 40
x+3y+52—-2t—Tu=3

3x+y+z—2t—u=1
20—y =32+ Tt +5u =2

3x — 2y — bz 4+ Tt +8u =2

r+3y+52—2t—Tu=3

x+y+z—2t—u=1 FE2 - E2 - 3F1
Résoudre ()

20—y —3z+Tt+5u=2 E3 —- E3 -2F

3z —2y —5z+ 7t +8u=2 F4 — FE4—3F1

r+3y+5z2—2t—Tu=3
—8y — 14z + 4t + 20u = —8
-7y — 13z + 11t + 19u = —3 E4 — 8E3 —-TE2
—11y — 20z + 13t + 29u = —18 F4— 8FE4—11E2
r+3y+52z—2t—Tu=3
—8y — 14z + 4t + 20u = —8
—62z + 60t + 12u = 24
—62z+60t+12u=32 FE4— E4—FE3
f z+3y+5z2—2t—Tu=3
—8y — 14z + 4t + 20u = —8
—6z + 60t + 12u = 24

0=38
alors (S) n’a pas de solution.
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Centre Universitaire Ahmed ZABANA Relizane
Algebe 2 -2017/2018
1 année LMD-Math et Informatiques
Fiche TD 1

Exercice 1 :

e La loi interne ” +
V(z,y), (@ y) R (z,y) + (2/.¢) = (z + 2",y + ).
e La loi externe ” -7

V(z,y) e REVAER N (z,y) = (\z, \y) .

Montrer que (R?, +,-) est un R-espace vectoriel.

7

Exercice 2 :
Soit E ’ensemble défini par

E = {(xl,xg,xg) € R3/zy 4 21y — 23 = ()}
Montrer que E est un sev de R3.

Exercice 3 :
Soit F un ev sur K et Fiet F; deux sev de E.
Montrer que F; N F, est un sev de F.

Exercice 4 :

Fy ={(2,0,0) /z € R}et F5 ={(0,y,2) / (y,2) € RQ}
Montrer que Fiet F5 sont sev de R3.

Montrer que Fy N Fy = {Ogs }

Exercice 5 :
1) Montrer que e¢; = (1,1,0),e3 = (0,1,0),e3 = (1,1,1) est une base de R?.
2) Montrer que {ae; + fea/a, 3 € R} est un sev de R>.

3) Montrer que e; = (1,1,0),e5 = (0,1,0) ,e3 = (1,1,1),e4 = (2,1,4) est une famille liées.

Exercice 6 :
Montrer que e; = (1,2),e3 = (0,1),e3 = (1,1) est une famille génératrice,
est-elle liée 7.



Centre Universitaire Ahmed ZABANA Relizane
Algebe 2 -2017/2018
1 année LMD-Math et Informatiques
Fiche TD 2

Exercice 1 :
Soit f : R* — R? une application définie par :

flay.2) = (v — 220 +y—3z,—x+22)

et (eq, €9, e3) la base canonique de R?
1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Calculer f (e1), f (e2) et f (e3).

Exercice 2 :
Soit E ’ensemble défini par

b= {(171,1‘2,1E3) € Rg/l’l =229 = ;1;3}
o= {($1,:c2,a:3) € R3/x1 + 229 + 13 = 0}

1) E et F sont des sev de R3, déterminer une base de F et une base de F.
2) Y at-il E®F=R3,

Exercice 3 :
Soit f un endomorphisme de R3
dont I'image de la base canonique (eq, ey, €3) est :

f (61) = —761 — 662
f (62) = 861 + 762
f (63) = 661 + 6@2 — €3

1. Pour tout vecteur x = (1, T2, z3) € R3

* Calculer f (7).
* Déterminer fo f(x).
2. f est-elle inversible.

Exercice 4 :
Soit u I'application de R? dans R définie pour tout x = (zy, 9, 73) € R?

u(z) =21 + 22+ 23

1. Montrer que u est une application linéaire.
2. Déterminer Im(u) et de ker(u) et leur dimensions.



Centre Universitaire Ahmed ZABANA Relizane
Algebe 2 -2017/2018
1 année LMD-Math et Informatiques
Fiche TD 3

Exercice 1 : Considérons les matrices :

1 1 2 4 5
A:(%i),B:(‘f‘f),C: -3 01 |,D=|(12

1 76 0 4
Calculer les matrices AB, BA,CD,2A+ B, A —4B.

Que remarquez vous(pour AB, BA).

Exercice 2 : Soient a € R et A, B les matrices suivantes
2 1 —1

A=152 1 ,B:(_?zi‘)
17 6

Calculer le déterminant de A, puis le déterminant de B.

Exercice 3 : Soit f une application linéaire définie par

f:R? = R3
x Sr+y+ Tz
fluy = —10y + 22
z Tr—12z+y

Donner la matrice associée a I’application f.

Exercice 4 : Soient A, B les matrices suivantes

2 1 —v2 ~2 10
A= 5 02 1 ,B = 7
1 5 6
Donner ’application linéaire associée a la matrice A.

puis I'application linéaire associée a la matrice B.

Exercice 5 : Soient £ = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} et ' ={(1,0,2),(4,1,0),(0,5,1)}
deux bases de (R)®.
Denner la matrice de passage Pgp.

Exercice 6 : On pose e; = (1;1;0);e5 = (0;1; 1)et e3 = (1;0; 1).
1. Montrer que B = (ey; e9; e3) est une base de R3.
2. Ecrire la matrice de passage Pop de la base canonique C de R3 & la base B.
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