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EXERCICE 1 :

L ={a b}.{a b, c}* U {c}{a b}.

a) L|la=S=(a b}{a b c})|lau ({c}.{a b})|la={a b, c}*=S1
LlIb=5=({a b}{a b, c})|lbu{c}{a b} |b={ab,c}* =51
Lllc=S=(a b}{ab,c}’)llcu{c}{a b})|lc={a b} =52
Sllla={a, b,c}=S3
S1||b={ab,c}=S3
Sl|lc={a b,c}=S3
S2||la=e=54
S2||b=¢=54
S2)|c=@

S3||a=S3||b=S3|c=c=54
S4||la=S4||b=S4|c=0

b) L est régulier car il a un nombre fini de dérivées.

¢) Soit SO = L. Les états de I’automate reconnaissant L sont les états Si, i=0,..,4 ; 1’état initial étant SO ;
il y a un seule état final, c’est S4 (car il contient ).

EXERCICE 2.
a) SoitS0={a*"/n>0} = {¢, aa, aaaa, a° ..., a>", ...}
Ona:
SO|la={a aaa, a, ..,a>"", ..} ={a*"" /n>01}=S1
Sllla={e aa a* ..,a*"? .. .}={a*"/n>01}=S0
Le langage { a*"/n >0} a un nombre fini de dérivées : SO || a“= SO si k est pair, et = S1 sinon.
Par conséquent il est régulier.
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b) Soit SO ={a"b™/n,m>11.

Ona:

SOjla={a"b"/n>0,m>1}=S1

SO||lb=@

Sljla=S1

Si|b={a"b"/n>1,m>1}u{a"b"/n=0,m>1})|b
=S0[[bu{b™/m>1}||b=0u{b"/ m>0}={b"/m>0}=S2

S2||la=@

S2||b =82

Aprés S2, on n’obtient plus de nouveaux états ; donc il y a un nombre fini de dérivées ; par conséquent

{a"b"/n, m>1} est régulier.

¢) Soit So={ a".b"/n>0 }. Calculons les dérivées de Sy par rapport aux mots a¥, pour k > 1 ; pour cela on
note : Sk = So || a (pour k > 1).
On peut remarquer déja que Sk = Sk.1 || a, pourk > 1 ;
onadonc:
Si=Solla={a"tb"/n>1}={a" b /n>1}.{b} ={a"b"/n>0}.{b} = So.{b}
S2=381la=(So{b}) [[a=(Solla).{b} U ({b} [l a) = (So [l a).{b} = (So.-{b}).{b} = So.{bb}
Ss =Sz [l a= (So.{bb}) || @ = (So || 2).{bb} = (So.{b}).{bb} = So.{bbb} = So.{b’}

On peut généraliser en demontrant par récurrence que :

Sk = Skt || @ = (So{b*™ ) la= (So || 2){b*} = (So-{b}){b*"} = So.{b"}, pour tout k > 1.

Pour chaque valeur de k dans N (entiers naturels), on a un langage Sk différent des autres langages S;
(pour i£k). On peut donc conclure qu’il y a une infinité de langages (Sk)x=1, tous différents les uns des
autres et par conséquent il y a une infinité de dérivées du langage So, donc celui-ci n’est pas régulier.

d) Soit L = { ww" /w € {a, b} }. L n’est pas régulier : si on calcule ses dérivées, on trouve un nombre
infini. On peut aussi procéder & une démonstration par I’absurde : On suppose que L est régulier, donc
d’apres le théoréme de Nerode, le nombre de ses dérivées par rapport aux mots sur V ={a, b} est fini.
Donc il existe deux motsu etvtelsqueu#vetL|u=L|v.

Soit a € L, a choisi suffisamment grand (cela est possible car L contient une infinité d’éléments) pour que
lof > 2xmax(ul, v]).

Onaa|u=v.w=v.(uu)f=wuwfu¥eL|u (ciw=uuv’);donc(al| u) € L| v, envertu de
I’hypothese.

Par conséquent v.(a || u) € L; or v.(a || u) = v.u’.u’R.uR : pour que ce mot appartienne & L il faut que

vR = uR, clest-a-dire v = u : contradiction avec I’hypothése de départ.

D’ou L n’est pas régulier.

EXERCICE 3:

1)
I-1) L’expression réguliére : (@b wc) .a.b.c.(awu b uc)” dénote le langages des mots construits sur
{a, b, c} et qui contiennent la sous-chaine abc.
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Un automate équivalent est le suivant (il est généralise) :

a,b,c a, b,

Cm
S0 abc @

I-2) automate (généralisé aussi) pour I’expression réguliére : aa.(a U b)” U (ab)".bb

a, b

@

(e

1)

11-1) Soit SO =(1.1".0.0".1)".0.1"; SO sera un état non final car le langage dénoté par I’expression ne
contient pas ¢ (le plus petit mot du langage est : 0).
Calculons les dérivées de SO, pour cela posons a = (1.17.0.0".1) "
SO|0=(a]0).0.1"U(0.1)]0=((1.17.0.0".1) || 0).c.0.1" U1 =@ U1 =1"=S1 (S1 est final car le
langage qu’il dénote contient €)
SO|l1=(a]1).017U (0.1 |1=((1.1.00.1)]1).0.0.1" = (17.0.0".1).0.0.1" = S2 (S2 est non final)
S1/0=@
Si||1=1"=9s1
S2]0=((1".0.0".1) ]| 0).¢.0.1" = 0".1.0.0.1" = S3 (S3 non final)
S211=((1".0.0"1)]1).0.0.1"=1".0.0"1.0.0.1" = S2
S3(0=(0"1.0.0.1) || 0=S3
S3[11=(0"1.0.0.1) || 1 =.0.1" = S0
D’ou I’automate :
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11-2) Soit SO = (a L ba) ".bb.b".a; SO sera un état non final car le langage dénoté par ’expression ne

contient pas ¢ (le plus petit mot du langage est : bba).

Calculons les dérivées de SO, pour cela posons o = (a U ba)” :

SO |la=(u| a).bb.b".au (bb.b™.a) ||a=(c| a).bb.b".a=((au ba) | a).(au ba) bb.b*.a
=¢.(a U ba)".bb.b*.a = a.bb.b*.a=S1 (S1 est non final)

SO ||b=(a] b).bb.b".a U (bb.b"a) || b= ((au ba) | b).(au ba) bb.b*au (bb.b™a) || b=
=a.(auba)".bb.b*.auU (b.b".a) = a.a.bb.b*.a L (b.b".a) = S2 (S2 non final)

S1|a=(al a).bb.b*.a=((au ba) | a).(a L ba)".bb.b*.a=a.bb.b*.a=S1

S1|lb=(al b).bb.b*.au (bb.b"a) || b= ((au ba) || b).(a L ba)".bb.b* U (b.b".a)
=a.o.bb.b*.a U (b.b".a) = S2 (S2 non final)

S2|la= ((a.c.bb.b*.a) || a) U ((b.b".a) || a) = a.bb.b*.a=S1

S2||b=((a.c.bb.b*.a) || b) U ((b.b"a)||b) =B uUb.a=b"a=S3 (S3 non final)

S3|la=((b")||a).au (alla) =B Ue=c=S4 (S4 final)

S3||b=b*a=54

S4||la=S4||b=0

D’ou ’automate :

EXERCICE 4 :
Le résultat a établir dans cet exercice est connu sous le nom du théoréme d’ Arden.

1) Montrons que A”.B est solution de I’équation : X = A.X U B ; pour cela effectuons le remplacement
de X par A"Bdans AX UB:
A(A"B)uUB=(AA"B)UB=A"BUB=(A"ue¢)B=A"B=X;doularelation.

Montrons que A”.B est la solution minimale au sens que A*.B est inclus dans toute autre solution Y de
I’équation. Soitw € A".B, donc w s’écrit w=x.y ; o x € A ety € B.
XEA " =3In>0tel quex €A"; douw € A"B.
Soit Y une solution quelconque de 1’équation, on a :
Y=AYUB=AAYUB)UB=A2YUABUB=A%2 (AYUB) UABUB=
A YUA’BUABUB=...=A™YUA"BU... UABUB
Orw € A".B doncw € Y, ot Y est toute solution de 1’équation. On adonc A"B € Y.
2) Dans cette question, on suppose : € € A. On raisonne par I’absurde : supposons qu’il existe une autre
solution différentes X différente de A”.B.
Soit f le plus petit mot de X’ qui n’appartient pas 8 A™.B.
fe X’ = feAX oufeB. Onpeutécrire que f & B car sinon il appartiendrait a8 A".B.
Doncfe A X’ =>f=ghavecge Aethe X’. Ore € A, donc g # ¢ et donc |h| < [f].
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Il existe deux cas pour h :

-heA"’B=>ghe AA'B=fe A".B=fe A" B cequi est faux.

-h ¢ A".B, sachant que h € X’ : contradiction car h est plus petit que f qu’on a supposé étre le petit
¢lément de X’ n’appartenant pas a A’ B.

EXERCICES5 :
1) On va associer une variable a chaque non terminal de g : X0 (associé a S), X1 (a A) et X2 (a B).
On traduit les regles de productions de P en équations d’expressions régulieres :

X0=aXlue
X1=h.X1uc.X2
X2=bX2ua

2) En appliquant le théoréme d’Arden (voir exo 4) a la 3™™ équation, on obtient : X2 = b".a.

En remplagant X2 dans la 2°™ équation on aura : X1 = b.X1 U c.b".a ; puis avec le théoréme d’Arden
on obtient : X1 =b".c.b".a. On remplace dans la premiére équation et on aura: X0 =a. b .c.b”.auU e qui
dénote le langage engendré par g.

EXERCICE 6 :
a) Pour trouver I’automate simple associé a g, on peut décomposer la régle S — baA en deux régles :
S—DbCetC —aA;ou Cestunnouveau non terminal.
On construit I’automate simple A équivalent en associant un état de I’automate a chaque non-terminal,
cet état sera final lorsque le non-terminal associé produit . Les transitions de A seront déduites a partir
des regles de productions de g.
a a c

b) Le systéme d’équations réguliéres associé a A :
X0=aX0ubhXlue
X1=a.Xx2
X2=aX2ubhX3ueg
X3=c.X3uaxX2

¢) Pour trouver I’expression réguliére qui dénote L(cA), on résout le systéme de la question b) pour
trouver la valeur de XO.
De la quatriéme équation on a : X3 = ¢".a.X2 ; on remplace dans la troisiéme :
X2=aX2ub.c .aX2uUe=(aub.c'.a).X2 U ¢ qui se résout avec X2 = (a U b.c".a)".
On remplace dans la deuxiéme : X1 = a.(a U b.c”.a)". Puis dans la premiére :
X0 =a.X0 ub.a.(aub.c’.a)” U e. Et on obtient ainsi la solution : X0 =a".(b.a.(a U b.c”.a)" U ).
Donc L(A) est dénoté par I’expression réguliére : a.ba.(aub.c.a) Ua.
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