
1 Rappels de Calcul Di¤érentiel

1.1 Notations

On se place dans Rn, un vecteur x 2 Rn est représenté par la matrice uni-
colonne x = (x1; x2; :::; xn)

>, les scalaires xi pour i = 1; :::n, sont les coordon-
nées du vecteur x dans la base canonique de Rn. L�espace Rn est menu de la
norme Euclidienne,

8x 2 Rn : kxk2 =
 

nX
i=1

x2i

! 1
2

:

Le produit scalaire usuel de Rn est noté

8x; y 2 Rn : hx; yi = x>y =
nX
i=1

xiyi:

La norme Eucludienne k�k2 est induite du produit scalaire usuel de Rn et on a
bien

8x 2 Rn : hx; xi = kxk22 :

La boule ouverte de centre x0 et de rayon � est noté B (x0; �) avec

B (x0; �) = fx : kx� x0k2 < �g :

La boule fermée de centre x0 et de rayon � est noté B (x0; �)

B (x0; �) = fx : kx� x0k2 � �g :

Sur R2, on a

B (0; 1) =
�
(x1; x2) 2 R2 : kxk2 < 1

	
=

�
(x1; x2) 2 R2 :

q
x21 + x

2
2 < 1

�
=

�
(x1; x2) 2 R2 : x21 + x22 < 1

	
,

alors que la boule fermée est

B (0; 1) =
�
(x1; x2) 2 R2 : kxk2 � 1

	
=

�
(x1; x2) 2 R2 : x21 + x22 � 1

	
:

Un ensemble U dans Rn, est appelé un ouvert si

8x 2 U 9r > 0 : B (x; r) � U .
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1.2 Di¤érentiel d�ordre un

Bien que nous serons intéressés dans la suite uniquement par des applica-
tion à valeurs réelles, nous donnons la dé�nition de la di¤érentiabilité dans
le cas général d�une fonction vectorielle. Soient U � Rn un ouvert de Rn et
l�application f : U �! Rm, qui à x = (x1; x2; :::; xn)> 7�! f (x) = (f1 (x) ; f2 (x) ; :::; fm (x))

>.

De�nition 1 (Continuité) f est dite continue au point x0 si

8" > 0;9� > 0 : kx� x0kRn < � =) kf (x)� f (x0)kRm < ":

De�nition 2 (Di¤érentiabilité) On dit que f est di¤érentiable au point x0
s�il existe une application linéaire notée f 0 (x0) tel que

f (x0 + h) = f (x0) + f
0 (x0)h+ khk " (h) ; (1)

avec h 7! " (h) une fonction continue tel que limh!0 " (h) = 0. f 0 (x0) est
appelée la di¤érentiel de f au point x0:

Notation 3 L�ensemble des application linéaire de Rn dans Rm, est noté générale-
ment par L (Rn;Rm), l�application linéaire f 0 (x0) 2 L (Rn;Rm) est notée aussi
Df (x0). L�expression f 0 (x0)h est dite f 0 (x0) appliquée à h:

Example 4 Considérons l�application a¢ ne f (x) = Ax+b, avec A 2Mm;n (R),
et b 2Mm;1 (R). Soit x0 2 Rn, on a

f (x0 + h) = A (x0 + h) + b

= Ax0 +Ah+ b

= f (x0) +Ah;

Il su¢ t donc de prendre pour " (�) la fonction nulle et Df (x0) = A, l�identité (1)
est évidemment véri�er. Donc, toute application a¢ ne (en particulier linéaire)
est di¤érentiable.

De�nition 5 Soit U un ouvert de Rn et f une fonction dé�nie de U dans Rm.
f est dite di¤érentiable sur U , si f est di¤érentiable sur tout point x0 2 U .
L�application

Df : U � Rn ! L (Rn;Rm)
est appelée l�application di¤érentiel de f . Il est connu que L (Rn;Rm) est iso-
morphe à Mm;n (R), d�où 8x 2 U , Df (x) est représentée par une matrice de
Mm;n (R) ; plus précisemment on a la proposition suivante

Proposition 6 Soit f une fonction dé�nie de Rn vers Rm di¤érentiable en a,
alors, on peut représenter Df (x) par sa matrice dans la base canonique et on a

[Df (x)]i;j =
@fi
@xj

(x) i = 1; :::m; j = 1; :::; n.

La matrice [Df (x)]i;j est appelée la matrice Jacobienne de f au point x, on la
note aussi Jacf (x).
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Example 7

Proof. Soient e1; e2; : : : ; en la base canonique de Rn, on a pour tout i et j

f 0 (x) :ej = lim
t!0

f (x+ tej)� f (x)
t

.

On a alors

[f 0 (x) :ej ]i = limt!0

fi (x1; x2; : : : ; xj + t:ej ; xj+1; : : : ; xn)� fi (x1; x2; : : : ; xn)
t

,

ainsi

[Df (x)]i;j =
@fi
@xj

(x) i = 1; :::m; j = 1; :::; n.

Si f : Rn �! Rm avecm = 1, la matrice Jacobienne en un point x n�est rien
d�autre que la transposé du vecteur Gradient. En e¤et:

Jacf (x) =

�
@f

@x1
(x) ;

@f

@x2
(x) ; : : : ;

@f

@xn
(x)

�
,

d�où
Jacf (x) = rf (x)T

L�exemple précédent, nous dit que la di¤érentiel de l�application a¢ ne f (x) =
Ax+ b est l�application constante qui à chaque x 7! Df (x) = A.

Proposition 8 Soit f une fonction dé�nie de Rn vers Rm di¤érentiable au
point a, alors

lim
t!0

f (a+ th)� f (a)
t

= f 0 (a)h:

Proof. On a,

f (a+ th) = f (a) + f 0 (a) th+ kthk " (th) ;

f (a+ th)� f (a) = f 0 (a) th+ jtj khk " (th) ;
f (a+ th)� f (a)

t
= f 0 (a)h� khk " (th) ;

par le passage à la limite,

lim
t!0

f (a+ th)� f (a)
t

= f 0 (a)h:
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La proposition précédente est un résultat pratique, elle permet dans le cas
d�une fonction di¤érentiable de calculer sa di¤érentiel. Considérons à titre
d�exemple le cas d�une fonction quadratique. Soient A 2M(n;n) (R) une matrice
symétrique et b 2M(n;1) (R), dé�nissons la fonction quadratique

f (x) =
1

2
xTAx+ bTx. (2)

Calculons sa di¤érentielle au point x, il su¢ t de calculer

f 0 (x)h = lim
t!0

f (x+ th)� f (x)
t

??

or

f (x+ th) =
1

2
(x+ th)

T
A (x+ th) + bT (x+ th)

=
1

2
hx+ th;A (x+ th)i+ hb; x+ thi

=
1

2
[hx;A (x+ th)i+ hth;A (x+ th)i] + hb; xi+ hb; thi

=
1

2
[hx;A (x+ th)i+ t hh;A (x+ th)i] + hb; xi+ t hb; hi

=
1

2

�
hx;Axi+ t hx;Ahi+ t hh;Axi+ t2 hh;Ahi

�
+ hb; xi+ t hb; hi

=

f(x)z }| {
1

2
hx;Axi+ hb; xi+1

2

�
t hx;Ahi+ t hh;Axi+ t2 hh;Ahi

�
+ t hb; hi

= f (x) + t hAx+ b; hi+ 1
2
t2 hh;Ahi

d�où
f (x+ th)� f (x) = t hAx+ b; hi+ 1

2
t2 hh;Ahi

en dévisant sur t

f (x+ th)� f (x)
t

= hAx+ b; hi+ 1
2
t hh;Ahi ;

et par passage à la limite, on trouve

f 0 (x) :h = hAx+ b; hi ;8h 2 Rn

alors
f 0 (x) = Ax+ b:

Exercise 9 Calculer la di¤érentiel des fonction suivantes

1. f (x) = hx;Axi ; x 2 Rn, avec A 2Mn;n (R).

2. f (x; y) = x2 + y2; (x; y) 2 R2:

3. f (x) = kxk2 ; x 2 Rn:
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1.3 Di¤érentiel d�Ordre Deux

De�nition 10 Soit f une fonction dé�nie sur un ouvert U de Rn vers R.
Supposons que f est di¤entiable en tout point de U On a Df : U � Rn �!
L (Rn;Rm), et si deplus Df est di¤érentiable en un point x 2 U , on dira que f
est deux fois di¤érentiable en x. La di¤érentielle d�ordre 2 au point x est notée
D2f (x).

Considérons à présent le cas m = 1. Si f est deux fois di¤érentiable en tout
point x 2 U , l�application di¤érentiel d�ordre deux D2f est dé�nie de U dans
L (Rn;L (Rn;R)), ce dernier espace est isomorphe à L (Rn � Rn;R), espace des
formes bilinéaire symétrique de Rn � Rn dans R. Le résultat suivant mais en
évidence ceci:

Theorem 11 Soit U un ouvert de Rn et f une fonction dé�nie de U dans R:
f est deux fois di¤érentiable en un point x, s�il existe une matrice symétrique
notée r2f (a) et une fonction continue " (�) avec " (h) ! 0 quand h ! 0, tel
que

f (x+ h) = f (x) + f 0 (x) :h+
1

2
hTr2f (x)h+ khk2 " (h) ;

La matrice r2f (x) est appelée matrice Hessienne de f au point x, elle dé�nit
comme suit �

r2f (x)
�
=

@2f

@xixj
(a) ; i; j = 1; n:

r2f (x) =

0BBBBB@
@2f
@x21

(x) @2f
@x2@x1

(x) : : : @2f
@xn@x1

(x)
@2f

@x1@x2
(a) @2f

@x22
(a) : : : @2f

@xnx2
(a)

...
...

. . . : : :
@2f
@x1xn

(a) @2f
@x2xn

(a) : : : @2f
@x2n

(a)

1CCCCCA :

Example 12 Soit la forme qudratique

q (x) =
1

2
xTHx+ xT b. (3)

On sait déjà que

Dq (x) = Hx+ b 2M(n;1) (R) isomorphe à L (Rn;R)

On déduit que

D2q (x) = H 2 S(n) (R) isomorphe à L (Rn � Rn;R)

Exercise 13 Soit

f (x1; x2) = 2x1 + 6x2 � 2x21 � 3x22 + 4x1x2:
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Mettre f sous la forme canonique suivante d�une forme quadratique c-à-d:

f (x) =
1

2
xTHx+ xT b

où H 2 S(n) (R) et b 2M(n;1) (R). Calculer Df (x) et D2f (x).
On a

rf (x1; x2) =
�
�4x1 + 4x2 + 2
�6x2 + 4x1 + 6

�
;

d�où

r2f (x1; x2) = H =

�
�4 4
4 �6

�
:

En développent le terme 1
2x

THx on trouve �2x21 � 3x22 + 4x1x2, on déduit que
b vaut (2; 6)>, on obtient que

f (x) =
1

2
xTHx+ xT b:

En déduit que
Df (x) = Hx+ b

et
D2f (x) = H.
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