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Enoncés 1

Equations différentielles non
linéaires
Etude qualitative

Exercice 1 [00430] [correction]
Soit
E y/ — l‘2 + y2
a) Justifier 'existence d’une unique solution maximale y de E vérifiant y(0) = 0.
b) Montrer que y est une fonction impaire.
¢) Etudier la monotonie et la concavité de y.
d) Montrer que y est définie sur un intervalle borné de R.
e) Dresser le tableau de variation de y.

Exercice 2 [00431] [correction]
a) Montrer que le probléeme de Cauchy

, 1
Y :1

+ xy
y(0) =0

posséde une solution maximale unique.

b) Montrer que celle-ci est impaire et strictement croissante.

c¢) Etablir enfin qu’elle est définie sur R.

d) Déterminer la limite en +o0o de cette solution.

e) On note ¢ la bijection réciproque de cette solution. Exprimer ¢ a I'aide d’une
intégrale en formant une équation différentielle vérifiée par cette fonction.

Exercice 3 [00432] [correction]
On considere le probleme différentiel :

y' = cos(xy)
y(0) = yo

a) Justifier 'existence d’une unique solution maximale y.
b) En observant

y(@) = 9o + / " cos(ty(t)) dt

montrer que y est définie sur R.

Exercice 4 [00434] [correction]
Justifier qu’il existe une solution maximale & I’équation différentielle

y’=x+y2

vérifiant y(0) = 0 et que celle-ci est développable en série entiére au voisinage de 0.

Exercice 5 [00435] [correction]
On consideére ’équation
E:y =x+1?

a) Quel est le lieu des points ou les solutions de (F) présentent une tangente
horizontale 7
b) Décrire le lieu des points d’inflexion ?

Exercice 6 [00437] [correction]
On considere I'équation différentielle

E:zy =x+y? sur |0, +oof

a) Montrer que les solutions sont définies sur des intervalles bornés de R**.
b) Etudier le comportement d’une solution maximale aux bornes de son intervalle
de définition.

Exercice 7 Centrale MP [ 02456 ] [correction]
On note f la solution maximale de

dy oy
dx —°

telle que f(0) = 0.

a) Montrer que f est impaire.

b) Montrer que f est définie sur R.

¢) Montrer que f posséde une limite finie a en +00.
d) Montrer que a > 1.

e) Montrer qu’en +00 :

fl@)=a- ée*“x +0(e”*)
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Enoncés 2

Exercice 8 Centrale MP [ 02457 ] [correction]
Soit A € |—1,1[. On s’intéresse & I’équation différentielle avec retard :

() : f'(z) = f(x) + f(Ax)

L’inconnue est une fonction dérivable de R dans R.
a) Soit f une solution de (£); montrer que f est de classe C* puis développable
en série entiere sur R.
b) Expliciter les solutions de (£).
n
¢) Montrer que [] (1+ A*) tend vers une limite finie, non nulle, notée K (\)

k=0
quand n tend vers oo.

d) Mountrer que, f étant une solution non nulle de (&),

flx) ~ K(XA)f(0)e"

T—r+00

Exercice 9 Centrale MP [ 02458 ] [correction]
Soit a € R. Pour o € R, on note P, le probleme

2" = cos(z? + sin(27t)) — a et x(0) = «

a) Soit @ € R. Montrer l'existence d’une solution maximale z, de P,.

b) Que dire des intervalles de définition des solutions maximales ?

¢) Pour |a| > 1, donner les variations et les limites aux bornes des solutions.
On suppose |a| < 1.

d) Montrer que, pour tout A > 0, il existe M(A) > 0 tel que pour tout
a€[—A, A et tout t € [0,1], |z(t)] < M(A).

e) Montrer que, pour tout (a, ) € [—A,A]2 et tout t € [0,1] :

[a(t) —25(t)] < |a = 5| +2M(A)/0 |0 (u) = 2p(u)| du

f) En déduire :

Wt € [0,1], |a(t) — zs(t)] < | — MW"

Exercice 10 Mines-Ponts MP [ 02899 ] [correction]
Soit une fonction ¢ de classe C* sur R? et bornée.
Soit y une solution maximale de I’équation différentielle

/

Y = p(z,y)

Montrer que y est définie sur R.

Exercice 11 X MP [02979] [correction]
On consideére ’équation
y/ x4 y2
Soit y une solution maximale définie sur un intervalle I.
a) Montrer que I est majoré. On pose b = sup I.
b) Montrer que y est croissante au voisinage de b. Quelle est la limite de y en b?
¢) Trouver un équivalent de y au voisinage de b.

Exercice 12 [03344] [correction)]
On étudie I'équation différentielle

(B):yf =+

Soit y une solution maximale de ’équation différentielle (E) définie en 0 et
vérifiant y(0) > 0.

a) Justifier que y est définie sur un intervalle ouvert |a, 3.

b) Montrer que y est croissante sur [0, 8].

c¢) Etablir que f est réel.

d) Déterminer la limite de y en 5.

Exercice 13 [03503] [correction]
Soit f la solution maximale sur ], 5[ du probléme de Cauchy

1
y =x+ -~ avec y(0) =a >0
)

Montrer que 8 = +o0.

Exercice 14 Centrale MP [ 03739 ] [correction]
On considere ’équation différentielle

(E): 2'(t) = cos (2m(z(t) — 1))

a) Rappeler ’énoncé du théoréme de Cauchy-Lipschitz qui s’applique ici.

b) Soit  une solution de (E). Montrer que x est lipschitzienne.

¢) Soit 2 une solution maximale de (E) et I = ]a, b[ son intervalle de définition.
Montrer que I = R.

d) Si x est solution maximale de (E) et k € Z, vérifier que t — z(t + k) et k 4+ x
sont solutions.

Trouver des solutions simples de (E).

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 6 aott 2013 Enoncés 3

e) On fixe une solution maximale de (E). Exercice 19 [00442] [correction)]
Montrer que t € R — z(t) — t converge en oo et exprimer les limites en fonction a) Résoudre sur tout intervalle I non vide ’équation
de z(0).
f) On considére maintenant une solution maximale z de E:y =2x(1+y%)
) 2 (1) = + cos (2m(z(t) — ¢ b) Préciser les solutions maximales
(E2) : 2'(t) 7202 (2m(z(t) — 1))

Montrer que x est définie sur R et que ¢t € RT +— z(t) — t est bornée.
Enoncé fourni par le concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA Exercice 20 [00443] [correction)]
a) Résoudre sur tout intervalle I non vide ’équation

Résolution d’équations non linéaires y —y = e

Exercice 15 [00438] [correction] b) Préciser les solutions maximales.

Déterminer les solutions ne s’annulant pas de I’équation différentielle

'Ly — (z+ 1)y =
v 2y - @)V =0 Exercice 21 [00444 ] [correction)]

) . 1 .
On pourra réaliser le changement de fonction inconnue z = /3. Résoudre sur tout intervalle I non vide I'équation

yy' =a
Exercice 16 [00439] [correction]
Résoudre sur tout intervalle I non vide I’équation
, Exercice 22 Mines-Ponts MP [ 02898 ] [correction]
vy’ =y(l1+Iny —Inzx) Déterminer les solutions de
yy// =14+ y/2

Exercice 17 [o00440] [correction]
a) Résoudre sur tout intervalle

Exercice 23 X MP [ 03069 ] [correction]
Y +e"V=0 Résoudre 'équation différentielle

b) Préciser les solutions maximales. zy =22+ 42 +y

Exercice 18 [o00441 ] [correction]
a) Résoudre sur tout intervalle Exercice 24 X MP [o03085] [correction]

Résoudre, pour y € C?(R,R) Péquation différentielle
oy’ = (Y +1) =0

vy oy oy
b) Préciser les solutions maximales. vy oy | =0
y y/ 1"
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Equations autonomes

Exercice 25 [00445 ] [correction]
Résoudre I'équation différentielle

y/ =14+ y2
Exercice 26 [ 00446 ] [correction]
Résoudre ’équation différentielle
y/ _ y2
Exercice 27 [00447 ] [correction]
Résoudre I’équation différentielle
v =yly—1)
Exercice 28 [ 00448 ] [correction]
Résoudre sur tout intervalle
y +e¥=0
Exercice 29 [00449 ] [correction]
Résoudre sur tout intervalle
y siny = —1

Exercice 30 [00450 ] [correction]
Résoudre sur R ’équation différentielle

Y =yl

Exercice 31 Centrale MP [ 03055 ] [correction]
On considere I’équation différentielle
E:y=y’+y+1

a) Existe-t-il des solutions de E sur R?
b) Résoudre E, trouver ses solutions maximales et montrer qu’elles sont définies
sur un intervalle borné dont on déterminera la longueur.

Exercice 32 [o0451] [correction)]

Soient f : R — R une fonction continue strictement positive et g € R.

a) Soit F' la primitive de 1/f s’annulant en z.

Montrer que F' réalise une bijection de R sur un certain intervalle ouvert I.
b) Etablir que F~! est solution sur I de 1’équation différentielle 2’ = f(x)
vérifiant la condition initiale z(0) = xo.

c) Justifier que cette solution est maximale.

Exercice 33 [o00452] [correction)]
Déterminer les solutions au probleme de Cauchy

' =2+ 2
y(0) =0,4'(0) =1

Exercice 34 [00453] [correction)]
On souhaite résoudre le probléme de Cauchy formé par 1’équation différentielle

y' + 1y =0

et les conditions initiales y(0) = a et y'(0) = 0 (avec a € R).
On admet que ce probleme de Cauchy admet une solution unique définie sur R.
a) Montrer que pour tout réel z,

y(z) <a

b) Déterminer y lorsque a € R™.

On suppose désormais a > 0.

¢) Montrer que y s’annule en exactement deux points b_ < 0 et by > 0 dont on
précisera les valeurs.

d) Achever la résolution du probléme de Cauchy.

Exercice 35 Centrale MP [ 03452 ] [correction]
a) Avec Maple, trouver la solution maximale du probléme

o' (t) = ax(t)?, z(0) =1

pour a € R.
Vérifier et justifier le résultat obtenu, donner 'intervalle de définition.
Pour A € M, (R)

(E): X'(t) = X(t)AX(t), X(0) = I,
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pour d’inconnue ¢t — X (t) € M, (R).

b) On suppose qu'’il existe k& € N tel que A¥ = O et que pour tout ¢ dans
Pintervalle de définition d’une solutionX, X (¢) commute avec A.

Calculer X. Que vaut X (¢)~1?

¢) On suppose que pour tout ¢ dans 'intervalle de définition d’une solution X,
X (t) est inversible. L’application ¢ — X (t)~! est-elle dérivable ? Quels sont ses
coefficients ? Exprimer X (t)

Exercice 36 [03500] [correction)]
Déterminer les solutions sur R de 1’équation

y' =yl

Exercice 37 [03507 ] [correction]
Déterminer les fonctions y de classe C? vérifiant

y" =sin(y), y(0) = 7/2 et y'(0) = V2

Exercice 38 [03757] [correction]
Résoudre I'équation différentielle

y =siny
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

a) La fonction f : (z,y) — 2% + y? est de classe C! sur I'ouvert U = R2. Le
théoreme de Cauchy-Lipschitz assure I'existence d’une solution maximale unique
au probleme de Cauchy posé, solution définie sur un intervalle ouvert I contenant
0.

dsolve(D(y) (x)=x"2+y(x) "2, y(0)=0, y(x));

plot(rhs(%), x=-1.5..1.5);

] i
0.5 i
45 1—as Y s 1 15
yd 0.5 *
Vs ]
. ll.r"'rr —1_:
/

b _1_5_'

La solution de y' = x* + y? vérifiant y(0) = 0

b) Soit z : & — —y(—x) définie sur I’ symétrique de I par rapport & 0.

z est dérivable et est encore solution du probleme de Cauchy précédent.

Donc I' C I et Vz € I, z(x) = y(x).

Or puisque I’ est le symétrique de I, on observe I' = I puis z = y.

¢) y'(z) > 0 donc y est croissante, négative sur R~ et positive sur RT.

y est deux fois dérivable et y”(r) = 2x + 2y (z)y(z) = 22 + 2(2? + y?(2))y(x).
y'" est négative sur R~ et positive sur R* d’ou la concavité de .

d) Par Pabsurde, si y n’est pas définie sur un intervalle borné de R, c’est qu’elle
est définie sur R (car elle est impaire). Mais alors Vo > 1,y/(z) > 1 + y?(x) donc
en intégrant, il existe C' € R tel que pour tout = > 1, arctany(z) > = + C. Ceci
est absurde.

e) y est définie, impaire, croissante sur I = ]—a, a[ avec a € R.
Reste & étudier lim y(x). Cette limite existe compte tenu de la monotonie de
r—a—

y(x) et soit réelle, soit +o0.
Si lim y(x) = ¢ € R alors posons y(a) = £. y est alors continue sur |—a, a.
r—ra—

De plus ¢/ (z) — a® + ¢* € R donc ce prolongement est C* sur |—a, a] et vérifie
I’équation différentielle en a.

Ceci est absurde car y est solution maximale.

Par suite mlggl y(z) = +oo.

Exercice 2 : [énoncé]

a) f(z,y) = 1+1zy est une fonction de classe C! sur ouvert R?\ {(z,y)/xy = —1}.
Le théoreme de Cauchy-Lipschitz assure I'existence d’une solution maximale
unique au probléeme de Cauchy posé. De plus celle-ci est définie sur un intervalle
ouvert |a, B[ avec o, B €ER, a < 0 < S.

b) Considérons z(x) = —y(—=z) définie sur |—5, —a[. Aisément on observe que z
est solution du probléme de Cauchy posé et est donc restriction de la solution
maximale y. On en déduit |—3, —a[ C Ja, 5] donc o = —f et y(—x) = —y(x) pour
tout = € |—0, Al

Montrons que y est strictement croissante.
La fonction y est de classe C! et ¢/ = 1+lmy
monotone.

Puisque y(0) =0, on a y’(0) = 1 et donc y est strictement croissante.

¢) De ce qui précéde découle que y est positive sur RT. Montrons que = +oo.
Par I’absurde supposons 3 € Rt*.

Pour tout = € [0, 3],

‘. At e
y(w)Z/oy(t)dt—/o Tty(t)</0 dt <

donc la fonction y est croissante et majorée, elle admet par conséquent une limite
finie en 3. Ceci permet de prolonger y en une solution sur |—4, ] ce qui contredit
la maximalité de y. On conclut que § = +oo.

d) Puisque la solution y est croissante, elle admet une limite ¢ en +oo avec

£ e R™ U {+o00}.

Par I’absurde supposons ¢ € RT*.

On a
T
v = [

v r
1+ty(t) ot

ne s’annule pas donc y est strictement

Quand t — +o0
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Par comparaison de fonctions positives, on peut affirmer la divergence de

I'intégrale
/ dt
0,400 1 +ty(t)

puis, par intégration d’une fonction positive non intégrable

y(x) = -/OQE di +o0

e) Par ce qui précede, on peut affirmer que y est bijection de R vers R de classe C?
dont la dérivée ne s’annule pas. Sa bijection réciproque ¢ est donc de classe C' et
sa dérivée vérifie .

y' o p(x)

Apres résolution de cette équation différentielle linéaire avec la condition initiale

©(0) = 0, on obtient
o) = e /2 /ﬂﬁ e /2 g
0

¢'(z) = =1+ ¢(z)z

Exercice 3 : [énoncé]

a)y = f(z,y) avec f(x,y) = cos(zy) de classe C! sur R2. Le théoreme de
Cauchy-Lipschitz assure I'existence d’une solution maximale unique définie sur un
intervalle ouvert I = ]a b[ contenant 0
b) y(x) — yo = y(x) =5y
Supposons b < +o0.

f[o,b[ cos(ty(t))dt est définie en tant qu’intégrale d’une fonction bornée sur un
intervalle borné.

Quand x — b~, on a y(x) — yo + fé) cos(ty(t))dt = ¢.

Posons y(b) = ¢ de sorte de prolonger y par continuité.

Quand z — b, y/'(z) — cos(bx) € R donc y'(b) = cos(bl) = cos(by(b)).

On obtient alors une solution de 'équation différentielle définie sur Ja, b].
Cela contredit la maximalité de y. Absurde.

Ainsi b = 400 et de méme a = —o0.

= [, cos(ty(t))dt.

Exercice 4 : [énoncé]

L’équation différentielle est de la forme y’ = f(z,y) avec f(z,y) = = + y* fonction
de classe C! sur R2. Le Théoréme de Cauchy-Lipschitz assure 1'existence et
I"unicité d’une solution maximale au probleme de Cauchy posé.

Supposons que Y a,z™ est une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de
somme solution du probléme de Cauchy posé. On a ag = 0 et sur |—R, R],

—+o0 —+oo

Y. (n+Dappa" =z + (Z Ak n— k)

n=0 n=0
Par unicité des coefficients d’une série entiere de rayon de convergence > 0 :

ag=a; =0, as = 1/2 puis Vn > 2, an+1—n—+12akan k-
=0

Ces relations déterminent une suite (a,,) unique et de plus on observe |a,| < 1 de
sorte que la série entiére Y a,z" définie par la suite (a,) est de rayon de
convergence R > 1 et ainsi les calculs qui précedent assurent que sa somme est
effectivement solution du probleme de Cauchy posé.

Exercice 5 : [énoncé]

a) Si une solution de F présente une tangente horizontal en un point d’abscisse x
alors ' (z) = 0 et donc = + y?(x) = 0. Un tel point figure sur la courbe d’équation
x + y? = 0. Inversement, pour un point de cette courbe, le théoréme de
Cauchy-Lipschitz assure l'existence d’une solution passant par ce point, solution
qui présentera évidemment une tangente horizontale en celui-ci.

b) Par récurrence, une solution de E est une fonctions de classe C* vérifiant

y" =1+ 2yy =1+ 2y(z + »?). Un point d’inflexion d’une solution de E figure
alors obligatoirement sur la courbe d’équation 1 + 2y(x + y?) = 0. Inversement,
pour un point de cette courbe il existe une unique solution de E passant par ce
point et cette solution y vérifie y”/(z) = 0 ainsi que

y 3 (x) = 2(x + y)% + 2y(1 + 2y(x + 3?)) = 2(z + y*)? # 0. La courbe présente
donc une inflexion en ce point.

Exercice 6 : [énoncé]

a) Soit y une solution maximale de E définie sur un intervalle I C ]0, +o0].

, a}i;}(f ()x) > donc i arctan y\(/“i) Inz + C sur I. Puisque
la fonction arctan est bornée, I’ mtervalle I l est aussi.

b) Notons a < 3 les extrémités de I. I = |a, 5.

La fonction y est croissante sur 1.

La fonction y ne peut converger en 5~ car sinon on pourrait prolonger y en une
solution de E sur ]a, 3] ce qui contredirait la maximalité de y. Par suite y croit
vers +oo en 3.

Si a > 0, pour les mémes raisons que ci-dessus, ¥ ne peut converger en o™ et donc
y tend vers —oo en a+

Si a = 0. Puisque ;’—2 = 2 +

Soit a € I, pour = > a

1 _ra a
oo v =l Pt

Par la monotonie de y, nous sommes assurés de I’existence d’une limite en 07.
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Si y ne tend pas vers 0 en 0T alors f]o,a] y%) converge et 'identité précédente

donne une absurdité quand =z — 0%.
Ainsi y converge vers 0 en 0T,

Exercice 7 : [énoncé]

a) On introduit g : x — —f(—x) et on observe que g est solution du probléme de
Cauchy caractérisant la solution maximale f, g est donc une restriction de f et
cela permet d’affirmer I'imparité de f.

b) Supposons f définie sur |—b, b[ avec b € RT*

f'(x) =0, f est croissante donc positive sur [0, b[.

:/ f’(t)dt:/ e M gt
0 0

Or t + et/ est bornée donc intégrable sur [0,b[. f admet donc une limite finie
en b et cela permet de prolonger f en une solution sur [0,b] ce qui contredit la

maximalité de f.
:/ f’(t)dt:/ e M gt
0 0

¢)
—tf(®) T 0 car f est strictement croissante et positive. Par suite f
— 40

+oo
a:/ e
0

d) Par croissance, f(z) < a donc a > O+°O e~ dt ce qui donne a? > 1 puis a > 1.
De plus, il y a égalité si, et seulement si, f(¢) = a pour tout ¢ € [0, 4+00[ ce qui est
exclu puisque f(0) = 0.

e) Commencons par observer :

avec t2e
converge en +oo vers

—tr () q¢

+o0 400
0 < a(a— f(x)) < x/ 10 gt </ romtF ) g

te tF )t — 0.

Or t3e~t/®) — 4 0 donc f -

t—+oo
Ainsi z(a — f(z)) P 0.

= te~tf(®) d¢ converge et f;m

Ensuite
+oo +oo
a— f(z)= / e M gt = / e~ tf(H)=a) gy
Pour tout € > 0 et pour x assez grand :

Vt}m:l—ege_t(f(t)_“) <1

donc

d’ou la relation proposée.

Exercice 8 : [énoncé]

a) f est de classe C*° en montrant par récurrence que f est de classe C™ pour tout
n € N.

Pour a > 0, on peut introduire M, = || f||
Comme

0,[—a,al”

f("+1)(;v) — f(”)(:c) + )\"f(”)()\m)

une récurrence facile donne

ool < s
Par I'inégalité de Taylor-Lagrange

<2 )" M,
(n+1)!

—0

f(k)
Z

Ainsi, f est égale a la somme de sa série de Taylor sur R et est donc développable
en série entiere sur R.

Vzr € [—a,

+oo n
b) Sur R: f(z) = > apz™ avec a, = f<7z!(0) ol une récurrence facile donne
n=0
f(n) H 1 + )\k
n—1
¢) Posons u,(\) = [] (1+A*). On a
k=0

) = ”i In(1+ \F)
k=0

avec In(1 + A\*) ~ ¥ terme général d'une série absolument convergente donc la
suite (In(u,(A))) converge puis la suite (u,(\)) converge vers K (A) > 0.
d) On a
—+o0
un(A) — K(X
f@) ~ Ko = Y KD

n=0

f(0)z"

n!
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Pour € > 0, il existe un rang N au-dela duquel :
un(A) = K(A)| < eK(})

On a alors
fl@) = K\ f(0)e" = P(z) +
avec le terme polynomial
N
Py =3 A B gy,

Pour = assez grand
[P(x)] < eK(A)[f(0)]e”

et donc
|f(z) — K(N)f(0)e"| < 2eK(N) [f(0)]e”

ce qui permet de conclure.

Exercice 9 : [énoncé]

a) On peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

b) Les solutions maximales sont définies sur R car si une solution maximale est
définie sur |a, b[ avec b € R alors la relation

x(t) = a+ /0 cos(2%(u) + sin(2mu)) — adu

permet de prolonger z par continuité en b car u + cos(x?(u) + sin(27u)) — a est

intégrable sur [0, b[ puisque bornée. Par limite de la dérivée, on peut montrer que

ce prolongement est solution sur Ja, b] ce qui contredirait sa maximalité. Ainsi

b = +o00 et de méme a = —o0.

¢) Sia>1alors 2/(t) <1—a < 0.z est décroissante et puisque

z(t) =a+ fot 2’ (u) du, I'inégalité précédente permet d’obtenir les limites de z en
t | —oo 0 +00

x(t) | oo N\ a N\, —oo [

400 et —oo. Ainsi

d) Pour t € [0, 1],

Zo(t) = a+ /0 cos(z2 (u) + sin(2ru)) — adu

donne
|za ()] < o) +2 < M(A) avec M(A) = A+ 2

e) En exploitant |cosu — cosv| < |u — v|,

2a(t) — 25(t)] = o - B +/O 02 (u) — 23 ()| du
puis .
[2a(t) — 25(8)] < |a— B + 2M(4) / [0 (1) — 25(u)] du

|[za(t) +25(t)] < 2M(A)

f) Posons g(t) = fot |70 (u) — 25(u)| du.
L’inégalité précédente donne

(g(t)ef2]\/I(A)t)/ < Ja— Bl e 2M A

En intégrant

—2M(A)t lo — B A —2M(A)t
9(t)e S OM(A) (1 ¢ )

En réinjectant dans l'inégalité de départ :

|20 (t) — 2(t)] < |a— B] + |a — B (eQM(A)t - 1) = |a — f|e2M@t

Exercice 10 : [énoncé]

Soit I I'intervalle sur lequel est défini y et @ € I. On sait que cet intervalle est
ouvert.

Supposons par ’absurde que I soit majoré. Notons b € R son extrémité supérieure.
Pour z € [a, b],

i) = y(a)+ | "ot (et

Or la fonction ¢ est bornée donc l'intégrale f[a b ©(t,y(t)) dt converge. On peut

donc prolonger y par continuité en b en une solution de I’équation différentielle sur
I'U{b}. Ceci contredit la maximalité de y.
De méme, 'intervalle I n’est pas minoré et donc I = R.
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Exercice 11 : [énoncé] puis
a) Si I n’est pas majoré alors pour = > 1, 3’ > 1 + 32 puis y(z) ~ 1

b—=x

En intégrant,
arctan(y(z)) — arctan(y(1)) >z — 1

ce qui est absurde car la fonction arctan est bornée.
b) Soit a € I. Pour tout « € I, on a

2 2

y(a)—i—x ;a +/azy2(t)dt

<
—
&
N
Il
N
—
IS
N~—
+
9\&
@\
—
~
=
(oW
=
I

Si l'intégrale f[a b y2(t) dt converge, on peut prolonger par continuité y en b en un
solution de F ce qui contredit la maximalité de y.
Sinon, l'intégrale f[a,b[ y?(t) dt diverge et puisque c’est I'intégrale d’'une fonction
positive,
xr
/ 2(t) dt —— 400
a x—b—
On en déduit que y tend vers +oo en b~ et en particulier v/ (z) = z + y2(x) est
positif au voisinage de b.
Cela résout le probléme dans un ordre différent de celui qui était soumis. L’auteur
de I’énoncé avait-il une démarche plus simple en téte 7
¢) En intégrant

on obtient

Or , ®
y( ., _ 1
/x 20" W
et
bt L lge o (1
| v | < s o = <y<x>)
donc .
@fvb—x

Exercice 12 : [énoncé]

a) La fonction f: (z,y) — 2® + y> est définie et de classe C! sur I'ouvert R?, on
peut donc appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz et celui-ci assure que les
solutions maximales sont définies sur un intervalle ouvert.

b) Supposons, qu'il existe x € [0, 8] tel que y'(z) < 0.

Sachant y'(0) = (y(0))® > 0, la continuité de 3y’ permet d’introduire

a=inf{z €[0,B[,y'(x) =0}

et on vérifie y'(a) = 0 car a est la borne inférieure d’une partie fermée.
Par continuité de ¢, on a
Vz € [0,al,

et donc y est croissante sur [0, a] ce qui entraine y(a)
Or y/(a) = 0 donne (y(a))® = —a® < 0. C’est absurde.
On en déduit que

y'(r) >0
> y(0) > 0.

vz €[0,8[,y'(z) >0

et donc y est croissante sur [0, 3].
c¢) Par ’absurde, supposons 8 = +oo. Pour z >

y'(2) =1+ (y(x))®

/ ) / dt=2-1
1 1+ (y(t)

< — 00
1 1 + t y 1 + t3 0 1 + t3

C’est absurde.

On en déduit que g € R.

Puisque y est croissante sur [0, 8], la fonction y admet une limite £ en 8 dans

R U {+oo}.

Par ’absurde, supposons ¢ € R.

On peut prolonger y en /3 en posant y(53) = ¢.

Par le théoréme du prolongement C!, on peut montrer que le prolongement de y
est dérivable en f et est solution de ’équation différentielle sur |a, §]. Ceci
contredit la maximalité initiale de la fonction y, c’est absurde.

On en déduit que y tend vers +oo en 5.

1,on a

et donc
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Exercice 13 : [énoncé]

Le probleme de Cauchy posé possede bien une solution définie sur un intervalle
ouvert car la fonction (x,y) — x + 1/y est définie et de classe C* sur l'ouvert

R x R*.

Cette solution ne peut pas s’annuler sur [0, 8] et done, puisque y(0) = a > 0, celle
solution est strictement positive sur [0, 3. On en déduit y'(z) > 0 sur [0, 3] et
donc y est croissante sur [0, 3]

Supposons 3 < +o0.

Pour tout x € [0, 5]

o) =v0)+ [ 1y ar

La fonction ¢ — t + 1/y(t) est intégrable sur [0, 3[ car positive et majorée par
B+ 1/a. On en déduit que y converge en S~ vers une valeur strictement positive.
On peut donc prolonger y en 3 et ce prolongement est dérivable et solution de
I’équation différentielle en 5 car

1 1
B+ =
y(x) 2—p- 1/13r_ny

y(z) =2+

Ceci contredit la maximalité de la solution y sur e, 3.
On peut conclure g = 4o0.

Exercice 14 : [énoncé]
a) La fonction f: (¢,z) ~ cos(2m(z — t)) est définie et de classe C! sur I'ouvert
R2. On peut appliquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz et affirmer que pour
chaque condition initiale il existe une unique solution maximale et celle-ci est
définie sur un intervalle ouvert.
b) On a |z/(t)] < 1 donc z est 1-lipschitzienne en vertu de l'inégalité des
accroissements finis.
¢) Par I’absurde supposons b < +o0.
Fixons g € ]a,b[. On a
t
x(t) = x(to) + / ' (u) du

to
Puisque ’ est bornée, cette fonction est intégrable sur [tg, b[ et I'on peut donc
prolonger la fonction = par continuité en b en posant

x(b) = z(tg) +/

[to 7b[

7' (u) du

Par le théoréme du prolongement C!, on vérifie que ce prolongement est encore
solution de (E) : c’est absurde puisque cela contredit la maximalité de la
solution .

Ainsi b = 400 et de méme a = —o0.
d) Posons y(t) = z(t + k). Un calcul facile assure que y est solution de (F) sur R.
On procede de méme pour vérifier que k + x est solution de (E) sur R.
La fonction ¢t — t + k (avec k € Z) sont solutions de (F)
e) Posons k = [zp]. Puisque des courbes intégrales ne peuvent se couper sans se
confondre, on a
VieRt+k<zt)<t+k+1

De plus

d

dt
La fonction ¢ +— x(t) — t est décroissante, minorée par k et majorée par k + 1, elle
converge donc en +oo. Par opération sur les limites
2/ (t) — 1 = cos (2w (x(t) — t)) — 1 converge quand t — +oo. Cette limite est
nécessairement nulle (car sinon t — x(t) — ¢ serait de limite infinie en +00) et donc

(x(t) —t) = cos 2m(z(¢t) —t)) =1 <0

cos (2w (z(t) — t)) i 1

On en déduit

o(t)—t —— ketx(t) —t —— k+1
t——+oo t——o0

Quelques solutions de (FE)
f) Pour une solution maximale, on a |z'(t)| < 2. On peut alors reproduire la
démonstration de c) pour conclure que la fonction x est définie sur R. Posons
y(t) ==z(t) —t. On a

y(t) = 5 + cos (2my(t)) — 1

1+ (t+y(t))
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Posons k = [y(0)] et montrons
VteRT k—1<y(t) <k+3/2
Par Pabsurde, 8'il existe t > 0 tel que y(¢) > k + 3/2, alors on peut introduire
to = inf {t € RT /y(t) = k + 3/2}
et vérifier
Vt e [0,to],y(t) < k+3/2et y(to) =k+3/2
Or )
v(to) = 1+ (to+y(t)® 2t

ce qui est incompatible avec ce qui précede (il suffit de faire un dessin pour s’en
convaincre).
Par l’absurde, s'il existe ¢ > 0 tel que y(t) < k — 1, alors on peut introduire

to = inf {t € R* /y(t) = k — 1}
et vérifier
Vt € [0,to,y(t) >k —Let y(to) =k — 1

Or
y'(to) :
0) =TT 73
1+ (to +y(t0))?
ce qui est incompatible avec ce qui précede.
On peut conclure que t — 2(t) — ¢ est bornée.

>0

e ——a a - - i - - A - -
T o g T e e T e e e e

_— - I N o, S S .
s o e e T e T e e T - R -

Tty i

R . il e

Quelques solutions de (Es)

Exercice 15 : [énoncé]
Soit y une fonction a valeurs strictement positives, définie et dérivable sur un
intervalle ouvert I.

Posons z(x) = \/y(x), z est dérivable.

y est solution de ’équation différentielle proposée si, et seulement si, z est solution

de I’équation différentielle

Apres résolution, on obtient
1
z(x) =Ce " + 5% avec CeR

On en déduit

y(x) = (%x +Ce ") avec C € R

Ainsi

1 1 2
IC e R,Vz € 1, 2% +Ce ™™ #£0et y(z) = (233 + C’e_z> sur T

Inversement, de telles fonctions sont bien solutions

Exercice 16 : [énoncé]
Soit y une solution sur un intervalle I de zy’ = y(1 +Iny — Inx).
Pour des raisons d’existence I C RT™* et sur I, y(z) > 0.

/
Sur I, 2/ (z) — y(z) = y(z) In uz) puis (M) =¥y (M)

z T 2 T
Posons z(z) = y(z)/x. On obtient 2’'(z) = @ In(z(x)) puis en posant
t@) = In(z(x)), ' (x) = 22 = Li(a).
Apres résolution de cette équation linéaire ¢(x) = Cx puis y(z) = xe
CeR.
Réciproquement de telles fonctions sont solutions.

Cr avec

Exercice 17 : [énoncé]
a) Soit y une solution sur un intervalle I de y' +e*~¥ = 0.
Sur I, y'(z)e¥®) = —e® donc il existe C' € R tel que

Vzel,eV® = e 4 (O

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 6 aott 2013 Corrections 13
Par suite Exercice 19 : [énoncé]

Ve el,—e*+C >0ety(z) =In(C —e") a) Soit y une solution sur un intervalle I de E.
Inversement, les fonctions proposées sont bien solutions. Pour tout x € I, 7 + ((m))2 = 2z donc il existe C € R tel que arctany(r) = 22 + C.
b) Etudions la condition Puisque pour tout x € I, arctany(z) € |-%,5[,onaaz’>+C € |-%5, 5] et

Veel,—e"+C >0

On a
- +C >0 <C

Cas C € R™
Il n’existe pas d’intervalle I non vide vérifiant

Veel,—e"+C >0

Cas C e RT*:
On a
- +C>0cz2z<InC

donc I C ]—o0,InC1.
Les solutions maximales cherchées sont les fonctions d’expression
y(x) = In(C — e®) définies sur |—oo,In C[ pour C > 0.

Exercice 18 : [énoncé]

a) Soit y une solution sur un intervalle I de zy’ — (y* +1) = 0.

L’intervalle I ne peut contenir 0 car I'équation zy’ — (y? + 1) = 0 ne peut étre
satisfaite en x = 0.

Sur I, on a yf{g}rl = 1 donc il existe C' € R tel que

Vo € I,arctan(y(x)) =In|z| + C
Nécessairement
Ve e I,In|z|+ C € ]—n/2,7/2[ et y(x) = tan(In |z| + C)

Inversement, les fonctions proposées sont bien solutions.
b) Etudions la condition

Ve e Iln|z|+C € ]—n/2,7/2]

On a

—m/2—-C w/2—C

—g<1n|a:|+0<g<:>e <l|z|<e

Ainsi
Ic :|_e7r/2—C" _e—7r/2—C'|: oulc i|e—7r/2—C7eﬂ/2—C|:

Les solutions maximales cherchées sont les fonctions d’expression
y(z) = tanIn(|z| + C) définies sur | —e™/2=¢, —e=™/2=C[ ou sur |e™/27C /270
avec C' € R.

y(z) = tan(z? + O)

et y(x) =

tan(z? + C).

Inversement de telles fonctions sont solutions.
b) Etudions la condition

On a

T
—7<x2

2

Cas C > m/2:

C < 0 donc il n’existe pas d’intervalle I non vide vérifiant

Ona 3§ —

Par suite

Cas O < —

s
Ona -3

Par suite

2

T .
5 !

— C >0 donc

v I,22+C }—7,7[
rel,x S 5' 9

J— —_——— — 2 R —
+C<2<:> 5 C<z <2 C

Veel,z®+C }—51[
rel,x”+ 0 € 29

et —Z — C < 0 donc

—E<x2+C<g®|x|< g—C’

o]

T 9 m Iy [T
—— + — &,/ —=—-0K <y/= =
2<:1c C’<2 B C < |z B C

™ T s T
Finalement, les solutions maximales cherchées sont les fonctions d’expression

y(z) = tan(z? + C) définies sur ] V5 —C,\/5—C[pour C ¢ }—5, 2| et sur

Vet

C.yT-Clon)-y3

-C, \/—f— [pourC
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Exercice 20 : [énoncé]
a) Soit y une solution sur I de équation yy' — y' = e”
On a y/'(z)(y(x) — 1) = €® sur I donc il existe une constante C' € R telle que

Vo eI, (y(x) —1)> = 2" + C
Nécessairement
Veel,2¢" +C >0et |y(z) — 1] =v2e*+C

La fonction x — /2e* 4+ C n’est susceptible de ne s’annuler qu’en une extrémité
de I donc z +— y(z) — 1 est de signe constant. Ainsi

Veel,y(x)=1+v2e*+CouVax e l,y(z)=1—vV2e*+C

Inversement de telles fonctions sont bien solutions sous réserve d’étre définies et
dérivables sur I c’est-a-dire que 2e* + C' > 0 sur [.
b) Pour C' > 0, la fonction = — 1 4 1/2e® + C est solution sur R, c’est une
solution maximale.
Pour C < 0, la condition

Veel,2e"+C >0

impose z > —In(C/2) et donc I C [—1In(C/2),4o00[. Or la fonction considérée ne
peut pas étre dérivée en —In(C/2) car le contenu de la racine carrée s’y annule
sans que sa dérivée s’y annule. .. On en déduit qu'une solution maximale associée
a cette constante C' est définie sur |—In(C/2), +o0|.

Exercice 21 : [énoncé]
Soit y solution sur un intervalle I de I’équation yy' = .
Il existe une constante C' € R telle que sur I,

1
—y*(z) = 53:2 +C

donc

ly(z)| = Va2 + 2C avec 2° +2C >0
Cas C > 0 alors |y(z)| = V22 + 2C # 0 impose y de signe constante et donc

Ve e Iy(z) =va?+2C ouVe € I,y(x) = —va? +2C

Cas C < 0 alors z2 + 2C > 0 impose

IC]—OO,\/%} oul C {m,—i—oo{

Dans les deux cas y est de signe constant sur I et on parvient aux deux mémes

expressions qu’au dessus.

Cas C = 0 alors aprés un éventuel recollement en 0 (dans le cas ot 0 € I°) on

parvient a

Ve e l,y(x) =z ouVe € I,y(x) = —x

Inversement, les fonctions proposées sont bien solutions sous réserve qu’elles
soient dérivables ce qui impose I C ]—oo, vV —20[ oul C }\/—QC’, —l—oo[ dans le

cas C' < 0.

Exercice 22 : [énoncé]

Soit y une solution sur I.

y ne s’annule pas ce qui permet d’écrire

y// _ 1+ y/2
Y

assurant que y est trois fois dérivable.
En dérivant yy” = 1 + 3’2, on obtient yy®) = y/y" d’ont

AN
(y> -0
Yy

Ainsi il existe une constante A vérifiant y” = \y.
De plus yy” = 1+ 2 > 0 assure A > 0.

Ainsi y est de la forme

y(z) = Ach(vV/Az) + Bsh(VAx)

Inversement, pour une telle fonction,

y(@)y" (x)—y'(x)* = A ((Ach\f/\x + Bsh(\&m@))2 - (Ash\f)\a: + Bch\[\x)z) = (A2 — 1

Ainsi les solutions de I’équation différentielle sont les

avec A, B € R vérifiant

y(z) = Ach(VAz) + Bsh(v/\x)

1
A > [B] et A= s
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Exercice 23 : [énoncé] Exercice 24 : [énoncé]
On peut remarquer que la quantité zy’ — y est le numérateur de la dérivée de y/x. Par la regle de Sarrus
Sur I C R™*, I'équation différentielle étudiée est équivalente & 1’équation
b ¢ a
(y)’ 1 1 (y)2 c a b|=3abc— (a®+b>+c3)

7 —— + (2

x T x a b ¢
Posons z(z) = y(x)/x et on est amené & résoudre En factorisant

1
I 2./ 2 1
S 142 a3—|—b3—|—c3—3abc=§(a—|—b+c)[(a—b)2—|—(b—c)2—|—(c—a)2]

Cette équation a variables séparables équivaut a . . , . L . e is .
Soit y une solution de I’équation différentielle étudiée sur un intervalle I.
2’ 1 Par ce qui précede on a

Vit2 =z

Une fonction z en est solution sur I C R** si, et seulement si, il existe A € R

/

Y +y +y=00uy”’ =y =y

vérifiant I’alternative étant a comprendre valeurs par valeurs.
argsh(z(z)) = Inz + A Montrons que cette alternative vaut en fait sur I'intervalle.
et nous obtenons pour solution générale Par I'absurde, supposons qu’il existe t1,t2 € R tel que
z(z) =sh(lnw + ) W' +y +y)t) =0et (' +3 +y)(t2) #0
puis Pour fixer les idées, supposons t; < t5 et considérons
e 2 1

= zsh(l A)=—5
y(z) = zsh(lnz + A) Son to = sup {t < to/(y" + 4 +y)(t) = 0}

qui a un sens sur RT* pour tout A € R.

Sur I C R™*, une étude semblable conduit & la solution générale Par continuité on a

(" +y +y)(t) =0

.’II2 _ eZu
y(z) = ash(—In|z| + p) = ——— et par construction, pour tout ¢ € |tg, to
2e#
qui a un sens sur R™* pour tout p € R. W' +y +y)t) #0
Il reste a déterminer les éventuelles solutions sur R.
Sachant que quand z — 0, et donc
" o _
2?1 - 2o y'(t) =y'(t) = y(t)
2%er . 9° +o(x) et ool _§eu + o(x) La résolution sur I'intervalle [tg, t2] de 'équation 3’ = y donne
on peut raccorder par continuité une solution sur R** définie & partir de A et une y(t) = Xe' avec A #0
solution sur R™* définie a partir de p sous la condition 4 = —A\ et la fonction
obtenue est alors dérivable en 0 et solution de I’équation différentielle étudiée. et par passage a la limite quand ¢ — ¢y on obtient
Finalement, les solutions sur R de ’équation étudiée sont les fonctions .
" +y +y)(to) =3re™ #0
n e?r? —1
T — =
2er C’est absurde.
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On en déduit que y est solution sur I de I’équation différentielle y” + 4’ +y = 0 ou
de ’équation ¢y’ =y’ =y
Apres résolution, on en déduit

V3 V3

y(t) = e7? | X cos - + psin ——

5| ou y(t) = Ne'

La réciproque est immédiate en remontant le calcul.

Exercice 25 : [énoncé] /
Si y est solution sur I alors #7 =1 donc
3C e R,Vz € I,arctany(z) = + C
Or arctan y(z) 6]—%,%[ donc z + C 6]—%,%[ puis I C ]—g -C,5 —C[ et
Vr € I,y(z) = tan(x + C)

Réciproque est immédiate.

Exercice 26 : [énoncé]

L’équation est de la forme y' = f(x,y) avec f fonction de classe C! sur R2. On
peut donc exploiter le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

y = 0 est solution sur R de cette équation différentielle. Il n’existe donc pas
d’autre solution s’annulant. )

Soit y une solution sur I ne s’annulant pas. On a % =1 donc il existe C € R tel

<

que f% =z + C et alors

1

La réciproque est immédiate.

Exercice 27 : [énoncé]

y+— y(y — 1) est de classe C!, on peut donc appliquer le théoréme de
Cauchy-Lipschitz

Les fonctions constantes égales a 0 et 1 sont solutions sur R de I’équation. En
vertu du théoreme de Cauchy-Lipschitz, il n’y a pas d’autres solutions prenant les
valeurs 0 et 1 que les solutions constantes.

Soit y une solution sur I non constante. On a

Ve el, =1
y(@)(y(z) — 1)
Or [ 7t(td_t1) =In|l - }| + C' donc
-1
IC eR,Vz € I,In W)‘ —z+4C
y(x)
puis
‘y(iﬂ) - 1‘ _ ew+C
y(z)
La fonction z — Y=L ¢tant de signe constant, on parvient & 221 = \e? avec
y(w) y(z)
A\ = +e% puis
1

avec 1 — \e® # 0 sur .
Inversement : ok.

Exercice 28 : [énoncé]

Soit y une solution sur un intervalle I de y’ +¢e¥ = 0.

Sur I, on a —/(z)e ¥®) =1 donc IC € R,Vz € I,e V) =z + C.
Par suite Vo € I,z + C > 0 et y(z) = —In(z + C).

Inversement, les fonctions proposées sont bien solutions.

Exercice 29 : [énoncé]

Soit y une solution sur I de 3’ siny = —1.
Sur I, on a —y'(z)siny(z) = 1 donc 3C € R,Vx € I,cos(y(z)) =z + C.
Si y(z) =0 [n] alors ’équation ¢’ siny = —1 ne peut étre satisfaite en cet x.

Donc Vz € I, y(z) #0 [n].

Par continuité 3k € Z,Vx € I,y(z) € |k, (k + 1)7] et cos(y(z)) = x + C donc
arccos(z + C) + km si k est pair

—arccos(z + C) + (k+ 1)m si k est impair’

Inversement de telles fonctions sont bien solutions.

y(r) =
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Exercice 30 : [énoncé]
Soit y une solution. C’est une fonction croissante.
Si elle est positive alors

IC > 0,Vz € R, y(z) = Ce”
Si elle est négative alors
AC > 0,Vz e R, y(z) = —Ce™*
Si elle s’annule en a € R alors sur |—o0,al], ¥ = —y et sur [a, +o0[, ¥ = v.

Le recollement des deux solutions obtenues donne y = 0.
Inversement : ok

Exercice 31 : [énoncé]
a) Soit y une solution de E définie sur un intervalle I.

Pour tout a,b € I,
—a= dt = dt
o= [ o= [ Fiven

Puisque la fonction gy est de classe C!, on peut réaliser le changement de variable
u = y(t) et alors

/y(b) du / du
b—a: < <+OO
y(a) W Hu+1 rUZ+u+1

Les solutions de E sont donc définies sur des intervalles bornés; il n’y a pas de
solutions de E sur R.

b) Soit y une solution de E définie sur un intervalle I non singulier.

Pour tout t € I, on a

¢ —larcan M
/y2(t>+y<t>+1dt‘¢§ i < V3 )

donc il existe une constante réelle C' telle que pour tout ¢ € I,

arctan <2y(\};1> *f (t+C)

Puisque la fonction arctan est a valeurs dans |—m/2,7/2[, on a pour tout ¢ € I,

Larore]-53
et donc
rel-Fl-c

Enfin, pour tout ¢ € I,
1 \/3 V3

Résumons :

Si y est une solution de E sur un intervalle non singulier I, il existe une constante

C réelle telle que

IC}W _CetViel, y(t) = — V3 <\/§

\/g;g{ o Y 2(t+C)>

2 2
Inversement, en reprenant les calculs en sens inverse, on peut affirmer que de
telles fonctions sont solutions.
Les solutions maximales sont alors les fonctions
T 7 1 V3 V3
c:|—-——,—=| —C — R avec yo(t :—+tan< t—|—C’>
o | -7 %] velt) = —3 + Lian (L 10)

Elles sont définies sur un intervalle ouvert de longueur 27/ V3.

Exercice 32 : [énoncé]

a) F' est continue et strictement croissante donc réalise une bijection de R vers
I = F(R) intervalle ouvert dont les extrémités sont les limites de F' aux
extrémités de I.

b) On a F(z0) = 0 donc F~1(0) = z¢. F est de classe C' et vérifie

F(w) = 555 #0
donc F~1 est de classe C! sur I et
(F0) = Frgmigy; = /P 0)

Ainsi F~! est solution de 2’ = f(x).

c) Si I est majoré et que a désigne son extrémité droite alors F~1(x) — +o0
rT—a

car F(x) —+> a. Il n’est donc pas possible de prolonger F~! en a. De méme,
Tr—r+00

pour une éventuelle extrémité gauche finie de I.
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Exercice 33 : [énoncé]
Soit y une solution sur I intervalle contenant 0 du probleme posé.
On a y'y" =2y'y + 2y'y? donc 3y* = y? + Jy* + C avec C' = 5 aprés évaluation
en 0.
i a2 2\2 o ' 2
Ainsi y"* = (1 + y*)* puis (W) =1.
La fonction 1}:7 étant continue sur I et prenant la valeur 1 en 0 on a :

ﬁ =1 d’ot arctany = x + C’ puis ¢’ = 0 apres évaluation en 0.

Finalement y = tanx et I C |—7/2, 7/2[. Réciproque immédiate.

Exercice 34 : [énoncé]

a) Puisque y” = — |y| < 0 la fonction y’ est décroissante. Sachant que y’(0) = 0,
on en déduit le signe de 3’ puis les variations dey assurant un maximum en 0. Par
suite :

Vo € R,y(x) <y(0) =a

b) Si a < 0 alors pour tout = € R, y(z) < 0 donc 'équation y” + |y| = 0 devient
Y —y=0.

La solution générale de cette équation est y(t) = Acht + usht.

Les conditions initiales donnent A = a et p = 0.

Au final, la solution cherchée est y(t) = acht.

¢) Si la fonction y est de signe positif sur RT alors I'équation y” + |y| = 0 devient
y" +y = 0 et apres résolution on parvient a l'expression y(t) = acost. Cela
contredit le signe constant de y.

On en déduit que y change de signe et donc que y s’annule sur RY.

Puisque ¥ est décroissante et méme strictement décroissante sur R, cette
annulation est unique. On la note b™. L’étude sur R™ est similaire et introduit b™.
Puisque sur [b=,b7], y(t) > 0, la résolution de 1’équation y” + |y| = 0 avec
condition initiale donne y(t) = acost sur [b~,b"]. Puisque b~ et b sont les
premiéres annulations de y, on a bt =7/2 et b~ = —7/2.

d) Sur [—-7/2,7/2], y(t) = acost.

Puisque sur [7/2,4o00[, y(t) < 0, I'expression de y est de la forme

y(t) = Acht + usht.

Le raccord dérivable en /2 donne

{/\chﬂ/2—|—ush7r/220 {/\:ashﬂ'/Q

Ash7/2 4+ puchm/2 = —a’ | u = —achnw /2

Ainsi _ _ i
Vit > w/2,y(t) = ash§cht - achgsht = ash (5 _ t)

De méme,

Vit < —7/2, y(t) = ash (g + t)

Exercice 35 : [énoncé]
a) La commande
dsolve(D(x) (t)=a*x(t)"2, x(0)=1, x(t));

donne
1

o) =14

Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz qui s’applique a cette équation autonome, on
peut affirmer qu’une solution de I’équation qui s’annule est la fonction nulle.
Puisqu’ici on cherche une solution ne s’annulant pas en 0, on peut affirmer qu’elle
ne s’annule pas sur son intervalle de définition et donc

2 (t) = ax(t)? et 2(0) =1 & T qet z(0) =1

La résolution se poursuit alors par intégration et donne

!
C1—at

(t)

solution maximale sur ]—o0,1/a[ quand a # 0 et sur R quand a = 0.
b) On montrer par récurrence que X est de classe C™ sur son intervalle de
définition et

XM = plXx(t)"+1A"

En particulier 4 4
X® =0etV0<j<k—1,X9(0) =147

On en déduit
X(t) = In + tA —+ t2A2 4+ oo+ tkflAkfl

Puisque
(I, —tA)X(t) =1, —t*A* =1,

on peut affirmer que X (t) est inversible et
Xty t=1,-tA

c) Puisque X est dérivable et que les coefficients de X ! sont des expressions
rationnelles des coefficients de X, on peut affirmer que ¢ — X ~1(¢) est dérivable.
Puisque
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on obtient en dérivant
XX ) + X (X)) = On
Or X est solution de (F) donc X'(t) = X (¢t)AX (¢) puis on obtient
XA+ XH)(X'(1) =0

On en déduit
puis

et enfin

Exercice 36 : [énoncé]
Soit y une fonction solution. La fonction y est croissante.
Supposons y(z) > 0 pour tout x € R. On a

y'(@) _
y(x)

et donc il existe C € R tel que

2Vy(z) =x+C

Cette affirmation est incompatible avec I'hypothese de départ car y(—C) = 0.

De méme y(z) < 0 pour tout x € R est impossible.
On en déduit qu’il existe z € R tel que y(x) = 0.
Posons alors

I={zeR/y(x) =0}

Par la croissance de y, on peut affirmer

a,be A= [a,bl €A

et donc I est un intervalle. De plus, celui-ci est fermé car image réciproque d’un

fermé par une fonction continue.

Supposons I majorée et posons b = max I.

Pour tout > b, on a y(z) > 0 et la reprise des calculs qui précedent donne
lexistence de C' € R tel que

z+C\>
2

Vo > b,y(z) = (

Or la fonction y étant continue en b, on a nécessairement C' = —b et finalement

Yz > b,y(z) = <x2b>2

Si I'on suppose I minorée, une étude analogue fournie

a—x

2

2
Vx<0,y(a:):—( ) avec ¢ = min [

Finalement la fonction y est de I'une des formes suivantes :

- y nulle;

- y nulle sur |—oc, ] et égale & x — (z — b)?/2 sur ]b, +oo[ ;

-y égale & & — —(a — x)*/2 sur |—o0, a] et nulle sur [a, +00];

-y égale & . — —(a — 2)*/2 sur |—o0, a[, nulle sur [a, b] et égale & z — (z — b)*/2
sur ]b, +00[.

Inversement les fonctions proposées sont solutions car notamment dérivable aux
points de jonction des alternatives avec un nombre dérivé qui est nul.

Exercice 37 : [énoncé]

Notons que le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique a I’équation étudiée car la
fonction qui exprime le second membre est de classe C*.

Soit y une solution sur I du probleme différentiel posé.

On a y'y” = ¢ sin(y) donc en intégrant

1
iy’Q =C —cosy

Les conditions initiales donnent C' = 1 d’ou

1, . 2Y
5Y cosy sin® 3

Posons z = y/2 de sorte que
2% =sin® 2
S’il existe to € I tel que sin(z(t)) = 0 alors
y(to) = 2km et 3/ (to) =0

Puisque la fonction ¢t — 2k7 est solution sur R de équation y” = sin(y), c’est une
solution maximale et y en est alors restriction. C’est absurde car y(0) = 7/2.
On en déduit que pour tout ¢ € I, sin(z(t)) # 0 et par un argument de continuité
on obtient

Vt € 1,2'(t) = sin(z(t))
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car z/(0) > 0 et sin(z(0)) > 0.
On a alors sur [

Z J—
sinz
et puisque
du sinu
= | ————— du = —argth(cosu
/sinu /1fcos2u gth( )
on obtient

argth(cosz) =C —t

Les conditions initiales donnent
C = argth(1/v2)

et finalement
y(t) = 2arccos (th (C —t))

Exercice 38 : [énoncé]

Il s’agit d’une équation différentielle autonome qui satisfait aux hypothéses du
théoreme de Cauchy.

On remarque que t — k7 avec k € Z définit une solution sur R et que si y est
solution alors ¢ — y(t) + k7 est encore une solution. En vertu du théoréme de
Cauchy, il ne suffit donc plus que de déterminer les solutions maximale vérifiant
y(0) = @ €]0, 7[. De plus, puisque les courbes intégrales ne se coupent pas, on
peut affirmer qu’une telle solution sur I vérifie

vt e I,y(t) €10,
On a alors
y@
sin(y(t))

Loy(s) o "y (s)sin(y(s)) .
| o= o=t

sin(y(s 1 — cos?(y(s))

En intégrant

ce qui donne
argth(cos(y(t))) = argth(cos(a)) —t =A —t

puis
y(t) = arccos(th(A —t)) avec A € R

La réciproque est immédiate.
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