Université de Saida Dr. Moulay Tahar
Faculté des Sciences — Département de Mathématiques
Premiére Année LMD Mathématiques et Informatique
Corrigé de I’examen Final — Matiére : Algébre 1 (2017/2018).

Exercice 01 : (07 pts) Soit f : E = F une application. A une partie de E et B une partie de F.

1.
Supposons que f est injective et montrons que f~1 (f(A)) = A.

e Soitx€EA= f(x) € f(A)=x€ f(f(A))= Acf1(f(4). (0,75 pt).
e Soitx € f1(f(A) = f(x) € f(A) = 3Ix; € Atel que f(x) = f(x4). Comme f
" est injective, on déduit que x = x4, doncx € Acarx = x4 €E A4, |

alors f71(f(A4)) c A. (0,75 pt)

D’ou I'égalité f~1(f(4)) = A.

Supposons que f est surjective et montrons que f (f'1(B)) = B.

e Soity € f(f‘l(B)) = 3axef1(B)telquey = f(x).0rx € f1(B) = f(x) €

B.Doncy = f(x) € B, il suit que f (f‘1 (B)) c B. (0,75 pt)

e Soity € B < F.Comme f est surjective, alors 3x € E tel que y = f(x).
Il suit que y = f(x) € B cela implique que x € f~1(B), doncy = f(x) €
£(£(B)). Alors B < £ (£1(B)). (0,75 pt). D'ol Iégalité f (ri®) =8

Montrons que f (f‘l(B)) = BN f(E)

e Soity € f(f“l(B)) = 3dx e f1(B)telquey = f(x).0rx € f1(B) = f(x) €
B.Doncy = f(x) € B.
orx€ fY(B) c E=y=f(x) € f(E),ilsuit quey = f(x) € Bn f(E). D'ol
F(r1(®) < BnfE) (0,75 pt)

e Soity€EBNf(E)=y€EBety€ f(E) =y € Betix € Etel quey = f(x).
D'oly = f(x) € B. Celaimplique que x € f~1(B), doncy = f(x) € f (f‘l(B)).
Alors B N f(E) © f(f—l(B)). (0,75 pt). D'oui f (f—l(B)) = B n f(E).

e Sif estsurjective, alors f(E) = F,d’ou f (f'l(B)) =BNF=B.(0,50pt)

2. Soit la fonction f déﬁnie de R\ {—2}dans R\ {2} par f(x) = 2:;21.
e Soientxq,x; € R\ {—2}.

f(x) = f(x) = 222 =20 = (22— D(xp +2) = 2% — Dy +2).

Aprés un simple calcul, on trouve x; = x;. Donc f est injective. (0, 75 pt)



. SoityER\{Z}’y:f(x):y:z:c+—21=>yx+2y:2x—1=>x:';i’;1,y¢
2.DoncVy € R\ {2},3x = “;Sl eER\{-2} / y = f(x).

D’ou f est surjective. (0, 75 pt)
Conclusion f est bijective.
o f!estdéfinie de R\ {2} dans R\ {—2} par f71(x) = _Zf

X

-1 2x+1
2 2-x

. (0,50 pt)
Exercice 02 : (03 pts) Soit la relation R définie sur P(E) par XRY @ AnX =ANY.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
e SoitX€ P(E).OnaANnX=ANX= XRX, d ol R est réflexive. (0,5 pt).
e SoientX, Y€ P(E).XRY =ANX=AnNY=ANY=ANnX=YRX,douR
est symétrique. (0, 5 pt).

o SoientX,Y,ZEP(E)'{);g {ﬁg}y(fﬁrq;

d’ou R est transitive. (0, 5 pt). Conclusion : R est une relation d’équivalence.

= ANX=ANZ = XRZ,

e 0={XePE)/XRO}={XeP(E)/AnX=A4An0B}={X€PE)/ANX =0}.
® ={X € P(E)/X c Cg} = P(C}). (0,5 pt).

e E={X€P(E)/XRE}={X€P(E)/AnX=ANE}={X€eP(E)/AnX = A)
E={X € P(E)/A c X}. (0,5 pt).

o A={X€eP(E)/XRA}={X € P(E)/AnX = A} ={X € P(E)/A c X}. (0,5 pt).

Exercice 03 : (06 pts)

1. SurE = R\ {1}, on définit sur E une loiinterne xpar:x*y =x+y—xy, Vx,y €EE
e Soientx,y € E.Onax*y=x+y—xy=y+x—7yx=7y=*x.Donclaloix*est
commutative. (0,5 pt)

e Vx,y,Zz€EE (x*xy)xz=(X+y—xy)*z=x+y—xy+2z—zx+yz+ xyz.
xxy)sz=x+y+z+yz)—x(y+z—yz)=x+(y*2) —x(y*xz) =x*(y*2).
Donc la loi * est associative. (0, 5 pt)

e Soit e € E I'élément neutre pour la loi * (s’il existe). On a :
VX€EE,:xxe=exx=x=>xt+te—xe=x=e(1-x)=0=>e=0.

Donc la loi * admet e = 0 comme élément neutre. (01 pt).

e Vx € E, on note x’ le symétrique de par rapport a la loi*. On a
I I ! & ! x
xX*xx =x *xx=0=>x+x —xx =0=x = gcarx# 1.

DoncVx € E, 3x = x—f—l EE/x+x =x *x=0.(01pt). (E,*) estun groupe abélien.

2. Supposons que la loi de composition interne * définie sur R par @ = b = In (e® + e?)
possede un élément neutre qu'on note h.OnaVa ER,a*h = h+*a = a.
Il suit que In (e® + e") = a = In (&%) ce qui donne e® + e = %, d’oli e" = 0. Impossible,
Donc la loi * ne posséde pas un élément neutre. (01 pt).



3. Soit (G,") un groupe dont I'élément neutre est noté e tel que x> = x - x = e, Vx € G.
Soientx,y € G.Onax-y € G, dou(x-y)*=(x-y)-(x-y) =e.
orx!=x-x=e=y*=y-y.llsutque(x-x)-y-y)=(@x-y) - (x-y) =e.

En composant a gauche avec x et a droite avec y, on obtientx -y =1y - x.
Alors (G ,-) est commutatif. (01pts).

4. Soit (G,-) un groupe commutatif. Pour tous x,y € G,ona:
ex-N=x-y) 1=y 1. x1=x1.-y1car(G,) est un groupe commutatif. Il suit
o(x-y) = @) - @(y).D'ou ¢ est un homomorphisme. (01pts)

Exercice 04 : (04 pts)
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Les solutions sont : z;, = e <

),k =0,1,2,3,4,5. (0,25 pt)

Il suit que :

Zy = ei(%) = ei(g) (0,25 pt)
7= Ml = e"(%r) (0,25 pt)

z, = ei(?—;t) = ei 7?") (0,25 pt)

z; = ell() = ¢i(5) (0,25 p)

2, = €l(38) = €55 (0,25 pt)

Z4 = ei(312_8") =e (%E) (0,25 pt)

2. 75=""= 752 = 64i = |2°2| = |64i| = 64 = |2|° = 64 = 26 car |2| = |zI.

D ol lzl = 2 car |z| = 0 (01pts)
3. 22432—-9+47i=0
A =9 —4(—9 + 7i) = 45 — 28i. (0,25 pt)

Les racines carrées de A = 2 + 2iV/3 sont §; = 7 — 2i et §, = —7 + 2i. (0,25 pt)

Les solutions sont :

—347-2i .
z9=——=2-1i (0,25pt)
—3-7+2i

2

Zy = =-5+1 (0,25 pt).



