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Examen Final en Analyse 1

Correction
Exercice 1. Soit ’ensemble 41
X:{x . z€eR, x<—3}.
T+ 2
Montrer que X admet une borne supérieure et une borne inférieure et les déterminer.
Correction 1. (3pts) Les éléments de ’ensemble X sont les images d'une fonction f définie de | — oo, —3]
vers R par
x+1
x) = .
/(@) x+2

Ce qui nous raméne a étudier cette fonction. f est définie, continue et dérivable sur | — oo, —3] (—2 n’est pas
un élément de lintervalle)

oy Ix(@+2)—(x+1)x1 1
f(x) = @127 EFET > 0.

f est alors strictement croissante sur | — oo, —3|, la borne inférieure de X est donc

1
mfX = lim 20t o1
z——o00 L + 2

Et la borne supérieure de X est
sup X = f(—3) =2.

Exercice 2. Pour tout entier n € N*, on considére la fonction f,, : RT™ — R définie par :
T
fal@) = exp (= 2) —2(1 - ).

1. Dans cette question, 'entier n € N* est fixé.
(a) Montrer que la fonction f,, est strictement croissante sur R™.
(b) Montrer qu'il existe un unique z,, €]0, 1] tel que f,(x,) = 0.
(¢) Montrer que f,41(x,) est strictement positif.
2. On considére maintenant la suite de terme général x,,.
(a) Montrer a I'aide de la question pécédente que la suite (x,)nen+ est décroissante.

(b) En déduire que la suite (z,,)nen+ est convergente. On notera nh—%lo Ty = .

3. Dans cette partie, il s’agit de calculer x.
(a) Enoncer le théoréme des gendarmes (ou d’encadrement) pour les suites réelles.
(b) Montrer que la suite ( - %") tend vers 0 lorsque n tend vers +o0.

(¢) Calculer z.

Correction 2. 1. (a) (1pt) f, est dérivable sur R
1 1 —142
f;(x):——exp<—§)+2<——+2:¢>0 car n > 1.
n 2 n n

la dérivée de f, etant positive sur R, f,, est alors strictement croissante.
(b) (Ipt) fn(0) = =1 < 0 et fo(l) = exp ( - %) > 0. La fonction f,, étant continue sur 'intervalle

[0,1], fn est une bijection de |0, 1] sur } — 1,exp ( - %) [,il existe un unique z, €]0,1[ tel que
fn(zn) = 0.



(c) (1pt) On a

fﬂ:}:@z()@f}xp(—%)—2(1—:Un):0<:>exp<—%l>:2(1—xn),

Jrnv1(an) :exp(- nﬁll) —2(1 —an) :exp(— - ) —exp(— xl)

Comme
n+1>n alors ——<
n—+
Puis en mutipliant par z,, > 0 et —1 on a

Tn TIn

n n+1

Tn Tn
exp (= 50) <o (- 7)

frt1 (xn) > 0.

On obtient

Ce qui montre que

2. (a) (1pt) Pour tout m > 1, la fonction f, 1 est strictement croissante sur R

0= for1(@nt1) < far1(zn) © Tng1 < Tn.

Donc le suite (z,,)nen+ est strictement décroissante.

(b) (1pt) Comme z,, €]0, 1], la suite est minorée par 0, comme elle est décroissante, elle converge vers

une limite z.

3. (a) (1pt) Théoreme des gendarmes : Soient (up)n, (Vn)n €t (wy)y trois suites réelles vérifiant

AN e NVn € N(n > N = u, < v, < wp).

Si les suites (un)n, et (wy), convergent vers la méme limite ¢ € R alors la suite (vy,), converge

vers £.

(b) (1pt)On a

T 1
O<z,<le0< 2 <,
n n
d’apré le théoréme des gendarmes
. X . X
lim =2 =0« lim —=%=0.
n—4+oco N n—-+oo n

(¢) (1pt) On fait tendre n vers I'infini dans ’expression
exp(—x—n> —2(1—z,)=0
n

1
exp(O)—Q(l—x):O@x:E

On a donc

lim z, = =
n—-+o00

Exercice 3. Soit f la fonction définie par

f(z) = (z — 2)*In(z® - 8).

1. Donner le domaine de définition de f.

2. Prouver que f est prolongeable par continuité en xg = 2.

Indication : lim 2" In(xz) = 0 avec n € N*.

x—0



Correction 3. 1. (2pts) f est définie si et seulement si

2 —8>0s (x—2)%2®+2x+4)>0.

Or comme le déscriminant du polynéme z2 + 2z + 4 est négatif (A = —3 < 0) alors il est du signe du
coefficient de 2, par suite 22+ 2z +4 > 0. Ainsi f est définie si et seulement si > 2. On en conclut
que

D f :]2, —|-OO[.

2. (2pts) f est prolongeable par continuité en xg = 2, si elle est continue sur |2, +o0] et lirré f(z) existe
z—

et est finie. Or f est continie sur Dy par composition de fonctions continues (z — (z—2)%, x — 23 —8
et x — In(z).) De plus

li = lim (z—2)’In(z® -8
lim f(x) = lim (@—2)°In(* - 8)
= lim (z —2)%In(z —2) + lim (z — 2)%In(z? + 22 + 4)
z—2t xz—2t
= lim X?In(X) + lim X?In(12) =0
X—=0 X—0

Ou X =z — 2. Ainsi f admet un prolongement par continuité en zo = 2, f : [2, +o0[— R définie par

[ (x—2)%In(z®-8), siz>2,
ﬂ@_{o, six = 2.
Exercice 4. 1. Soit x > 0. Montrer qu’il existe un ¢ €]0, z[ tel que e* — 1 = ze®.

2. Soit f : [0, 4+00[— R, donnée par ) )
fz)=e2 —e" 2 —x.
Dresser le tableau de variation de la dérivée f’ de f. Quel est le signe de f’ sur ]0, +00[?
3. Utiliser la question précédente pour dresser le tableau de variation de f.
4. En déduire l'inégalité
f(x) >0, Va>0.

5. En déduire que )
e’ —1> xe2.

e ]3]
C —,T|.
27

Correction 4. 1. (1pt) La fonction exponentielle définie sur [0, z] est continue sur [0, z] et dérivable sur
10, z[, d’apres le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]0, z[, tel que

6. Enfin, obtenir que

b

Indication : %’ = ¢*t?,  q,b € R.

e® — e’ =e(x —0).

d’ou le résultat :
e’ —1 = zxe.

2. (1pt) La fonction f est dérivable et

et

On a

On en déduit de cela le tableau de variation de f’.



T 0 '9)
ffl@) |0 +
f(z) +00
/
0

Donc pour tout > 0, f'(z) > 0.

3. (1pt)

4.
D.

flx) = e%(l - xe_%)

xggl-loo ve 2 =0= xEI-lI-loo f(:L’) = too.
fO)=1-1-0=0.
x 0 00
f'llx) |0 +
f(x) +00
a
0

(0.5pt) Par conséquent, pour tout x > 0, f(z) > 0.
(1pt)Pour tout = > 0,

f($):€%—€_%—x>0<:>e%—e_%>x<:>€%<e§

6. (0.5pt) Pour tout x > 0,

z
e’ — 1 =uzxe’ > xe2.

)>xe%<:>ez—1>xe%.

Comme z > 0, cela entraine que e > ez = ¢ > 5, et d’autre part ¢ < z. D’ou

e ]3|
C — .
97



