Cours de Transfert de Matitre Chapitre Ut R, KETRANE

Chapitre 111
Bilan élémentaire de matiere-Profil de concentration en écoulement
laminaire

I11.1. Introduction

L’objectif et la formulation des problémes ¢lémentaires de diffusion a partir des bilans
élémentaires de matiere effectués sur un élément de volume.

Un bilan de matiére est effectué sur un élément de volume de dimension différentielle dans la
direction du transfert de matiére (Elément de volume perpendiculaire a la direction).

Ainsi :

1. Le bilan donnera une équation différentielle de 1* ordre qui gouverne la distribution
des flux. Dans cette équation, on peut remplacer le flux de matiere par la relation qui
le relie au gradient de concentration.

2. Le bilan donnera une équation différentielle de 2°™ ordre qui gouverne la distribution
des concentrations.

Les constantes d’intégration qui vont apparaitre seront déterminées par les conditions aux
limites qui indiquent les valeurs de concentration ou de flux de surfaces frontiéres
(interfaces).

On distingue deux cas :

1. Systéme non réactif : dans ce cas, le soluté traverse 1’élément de volume sans subir de
transformation chimique (pas de réaction chimique).

2. Systéme réactif : dans ce cas, le soluté traverse 1’¢lément de volume tout en subissant
une transformation chimique (systéeme avec réaction chimique) et cette réaction
chimique peut étre soit homogéne ou hétérogéne :

- Réaction chimique homogene : la réaction est la méme dans tout le volume et le terme
source apparaitra alors dans le bilan.

- Réaction chimique hétérogene : la réaction a lieu dans quelques sites seulement et le terme
source apparaitra alors dans les conditions aux limites.

I11.2. Bilan de matiére-Conditions aux limites
Un bilan de matiere élémentaire effectué sur un élément de volume de dimension
différentielle dV dans la direction du transfert de matiére a pour expression générale :

[Flux molaire entrant dans le volume dV]

[Flux molaire sortant du volume dV]
+/-
[Flux molaire lié & la production/consommation par la réaction homogene dans le volume dV]

[Flux molaire accumulé dans le volume dV]

Le signe + : indique une production.
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Le signe - : indique une consommation.

Ainsi pour une espéce A, le bilan de matiére élementaire effectué sur un élément de volume
de dimension différentielle dV aura pour expression :
[Nombre de moles de A entrant dans le volume dV]

[Nombre de moles de A sortant du volume dV]
+/-
[Nombre de moles de A produites ou consommeées par la réaction homogeéne dans le volume dV]

[Nombre de moles de A accumulées dans le volume dV]

Dans le cas d’un régime permanant (indépendant du temps), le terme lié a 1’accumulation
s’annule. Par ailleurs, si le systéme est non réactif (Rien n’est consommeé et rien n’est
produit), le terme lié a la production/consommation s’annule également. Ainsi, dans ce cas, le
bilan de matiere élémentaire aura pour expression :

[Flux molaire entrant dans le volume dV] - [Flux molaire sortant du volume dV]=0
La résolution de 1’équation obtenue pour ce bilan de matiére donnera lieu a :

1. Une équation différentielle de 1* ordre pour les flux.
L’espéce A peut entrer et sortir de I’élément de volume par diffusion E et par le mouvement
du milieu c,V~.

2. Une équation différentielle de 2°™ ordre pour les concentrations.

La résolution de ces deux équations différentielles va générer deux constantes d’intégration
C, et C, a déterminer par les conditions aux limites. Elles seront déterminées aux surfaces
frontieres (interfaces) :
Conditions aux limites utilisées :
{- Ca=Cao0U YA =VYno pour les concentrations

- Na=Nao pour les flux

111.3. Diffusion a travers un gaz stagnant ou gaz immobile

111.3.1. Définition

On dit que I’on a diffusion a travers une phase stationnaire lorsque I’interface (ou interphase)
est perméable a un seul constituant. C’est le cas de la diffusion d’une substance A a travers la
phase stationnaire (gaz stagnant ou immobile) B.

Exemple : Absorbation de la vapeur d’eau du mélange (Air (B)-Vapeur d’eau (A)) par une
solution d’alumine C.
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Figure 111.1 : Schéma représentatif d’une diffusion a travers une phase stagnante

111.3.2. Equations régissant la diffusion a travers un gaz stagnant

Soit le cas d’un mélange binaire (A+B) tel que 1’espece B est un gaz immobile a travers
duquel I’espece A va diffuser pour étre absorbée par une phase liquide.

La densité de flux pour I’espéce A a pour expression :

Ny=Ji+ yq -(Ng+ Ng)

Comme dans la phase gazeuse, I’espéce B est immobile alors : ﬁn =0

—_

Dou:N, = J; +v, .N,= N, = 1:";

D’aprés la 1% loi de Fick, ona: J; = —D.gradcC,
Comme dans ce cas, le transfert est considéré unidirectionnel selon zz’, alors la 1% loi de

- ant - 7F = . 2 + — _p 24
Fick devient: J; = —D.—2= J; —

A pression P et température T constantes, le coefficient de diffusion D et la concentration
totale C sont constants.

. _ . . L. _ dya
Or:C4 =y,.C cequivaconduirea:fy = —D.C.—=
L’expression de la densit¢ de flux peur enfin s’écrire comme  suit:

D.C dy
NA = ;A
1—y, dz
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Bilan de matiére sur un élément différentiel

Dans ce qui suit, un bilan de matiére sera établi sur un élément différentiel dz (voir schéma ci-
dessus). Dans le cas de I’absorption, le systéme est non réactif (pas de réaction chimique) et si
on considére que le régime est permanent, alors le bilan de matiére peut s’écrire comme suit :

[Flux molaire entrant de A dans le volume dV] - [Flux molaire sortant de A du volume dV]=0

Comme la section S est indépendante de la cOte z, 1’équation du bilan de matiere devient :

S'EAE -S'EAS'de = ':I

=3 =3 d:?j_:'z _ =
Ny —(Ny + =2)=0
b AT d‘?ﬁZ—_.‘ b A e 4 —_
D’ou: — —=£=0 d’ou: N, = constante
dz

Ainsi, la densité de flux de A est constante car elle est indépendante de la cote z.

dN 4, _ = T : o
- d:‘*' = 0 est une équation différentielle de 1*" ordre qui gouverne la distribution des flux.
. D.C  dy
Par ailleurs : N, = — A
1-yy d=
oy — 2 2L ﬁ’ﬁ}:
Drou: r:.!z( 1-yy  d= 0

A pression P et température T constantes, le coefficient de diffusion D et la concentration
totale C sont constants et aussi indépendants de la cote z.

d( 1 dy af 1 dy
D’Oﬁ:D.C._[—_ijz ﬂﬁ, _(_. }Ajz ':I
dz \l-y4 d= dz \1-yy d=
d [L dyy

dz 1-yy  dz
des concentrations.

) = 0 est une équation différentielle de 2°™ ordre qui gouverne la distribution

La résolution de cette equation différentielle va générer :

- Une constante C; (C; € R) lors de la 1°® intégration ;

- Une constante C, (C, € R) lors de la 2°™ intégration.
La solution de cette équation différentielle aura pour expression : — Ln(1 —y,) = C,z+ C,
Les constantes d’intégration C; et C, peuvent étre déterminées grace aux conditions aux
limites.

Conditions aux limites :
{En z = z, (Interface gaz-liquide) : v, = v,
En z = z, (Extremité superieure de la phase gazeuse) : v, = v,

Ceci va générer un systeme de deux équations a deux inconnues :
{’ Ln(1—yy) = Ciz, + G,



Cours de Transfert de Matitre Chapitre Ut R, KETRANE

— Ln(1- }’A:] = (2, + G

Apreés résolution du systeme de deux équations & deux inconnues, on obtient les constantes
d’intégrations C; et C; telles que :

_ 1 1—¥4a
Ci B EgTEy I [1_-'*}%2)

(Zp—z)in(1-y 4,04 2,00 '__ij_}
. - 1-¥dz
Et . C: -

Ey—E,

Sachantque:y, + vy =0=1—y, = v 11— v, = ¥
Ainsi ’équation : — Ln(1—y,) = C,;z+ C, devient:

5,
[ ]

(zy—z, hinlyg, )+ 2.0 I:;:%:}

1 ¥B1
— L = Jn (=) 72—
n(yg) = i ()2
- L =—=.In(E)-1
= n(yg) — n (YBE n(vg,)
E—Zg
— In YB1) — In ;PR
(}'B (}'Ez:]

-z}

]xz"“ C’est I’équation du profil de concentration v, = f(z)

¥ ¥
—, YE1 _ ( B1

¥EB YB1

Y A

¥Ye1

Ye2

Ya2
' Ya1

-
z
Z2 Z3

Figure 111.2 : Evolution des concentrations dans le cas d’une diffusion a travers une
phase stagnante

Par ailleurs, on a I’expression de la densité de flux :
. D.C dy,

N — .
4 1—vy, 0Z
Sachant que le mouvement de diffusion de D’espéce A est descendant et que 1’axe

d’orientation zz’ est ascendant alors la projection du vecteur N, sur zz’ donnera :
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D.C dy,
N, = —4
1—y, dz
N,.dz=-—"—.d
= Na 1-y,  2Ya

Sz g — ¥4z d¥a4
= NA.L: dz D.c.fm P~y

= N,.zI5*=—D.C.In(1 — y ) IJ%

1-va.
= N,(z, —z;)=D.C.ln [ﬁ]
= N,.L=D.C.In (&
4 H(J'Bz:]
Avec:z=z,—z;,1— vy = vg et 1 — v, = v,

Enfin: N = % An [j%] C’est I’équation de la densité de flux.
‘B2

A pression P et a température T constantes et d’apreés la loi des gaz parfaits, ona: C = %

N . Pg, P
D’aprés la loi de Dalton : vz, = % et Vg, = %
t 4

Soit P; la moyenne logarithmique définie comme suit :

= Pg,— P Pg,  Pp,—F
PB — -Bz B‘Bz — ln Ei _ “B: Ez
lﬂ—F = PBE FB
Ez
. D.P; FPg,— FPg D.By (Pe— Pay )—(Fe— Fagy
s . —_ 4 i R t
Dlou: Ny= 7 Fyg T RT.EZC Pz
. . DP, Py~ P
Pour avoir enfin : N, = —+ -4 -4l
rRTZ  Pg

Cette dernicre relation peut s’écrire d’une fagon condensée comme suit :
N,=ky.AP,

Avec : .ﬁPA = PAE - P.Al et kp = D

R.T.Z.Fp

11 est aussi possible d’exprimer la densité de flux N, en fonction de la fraction molaire y,.
D.P, Py— Py _ D.P, y45.P.— ¥41.F,

N, = = = : —
RT.Z Py R.T.Z P,
Sachant qu’en utilisant la loi de Dalton : P,y = v4,. P, et Py, = ¥45. P,
o5 — FPp.—Pp: _ ¥E. P~ ¥po P _ ¥B:~ ¥Bz _ =
Or: Py = ,fs-_z_ ,tfs-_z t_Fr-,FB:-F:_P:-}’B(ML}
[ LT [ ——
23 Fpz ¥BzFr
Ici ¥ (ry represente la moyenne logarithmique en fraction molaire.
\ — DPr yagPr— ¥a. P —_DF yarmym
D’ou: N, =—=. L = = DF: yamyam
4 RTZ' PFE My 4 RTZ" Fp o

Cette dernicre relation peut s’écrire d’une fagon condensée comme suit :
Ny =k,.Ay,
D.B:

AVEC : Ay, = Yo — Vg et Ky = ——ot
Ya =Yaz — Yar ¥ RT.ZFB (ML
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I est également possible d’exprimer la densité¢ de flux N, en fonction de la concentration
molaire C,.

Caz C4a
— D.Pe Ygz— Y42 _ DB Ct Ct
4 RTZI' Fppy  RTZ 5 i
Ly Cpz
-5 _ ¥Bz—¥B:s — _LCt e _ 1 =
Or-}’auj,m} = TTE _.E.Ec' — o “E(ML)
— T
VB InTps

Ce
Sachantque : €y = y4,.C. €t Cyy = ¥4,.C,
Ici Cg (myy représente la moyenne logarithmique en concentration molaire.

Caz Cas
N =2F C G N.o=2F: Loty
4 -1 = N, .
RT.Z™ = Gy RT.Z  Tg M1

Cette derniére relation peut s’écrire d’une fagon condensée comme suit :
N, = k.. AC,

AVGC ﬁCA = CA: - CAl et kf = i

Récapitulation :

Ona:N, =k AP, Ny, =k, Ay, N, = k.. AC,

Avec :

N, : représente la densité de flux.

AP,, Ay, et AC, : représentent une différence de potentiel ou une force motrice.
kp, k, et k¢ : représentent le coefficient de transfert de matiere lié a la diffusion.

Par analogie avec un systéme électrique qui est régit par la loi d’Ohm :
U=R.1
Ou:
U : Différence de potentiel (DDP)
R : Résistance
| : Intensité de courant

Par ailleurs, la conductance étant définie comme étant I’inverse de la résistance (K=1/R)
alors: U=1/K.l = I=K.U

Ainsi, le systéeme diffusionnel considéré est parfaitement analogue a un systéeme électrique et
le coefficient de diffusion D peut étre assimilé a une conductance en électricité.

I11.4. Contre diffusion équimolaire
La contre diffusion équimolaire est rencontrée dans les procédés de distillation et de
rectification.
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Exemple : Distillation d’un mélange binaire homogéne (A) Alcool - (E) Eau

Les caractéristiques du mélange liquide sont :
{ (A) Alcool, Tep= 78,37 °C
(E) Eau, Tep=100 °C

1
i
|

¥

Eau (E) Eau (E)
+ +
Alcool (A) Alcool (A)

N/ /7 /NN

Figure 111.3 : Schéma de la distillation d’un mélange binaire homogéne
Dans ce cas, on est en présence d’'un mélange binaire (A + B).

Pour I’espece A, la densité de flux a pour expression :

ﬁa = TE"‘ Va '(ﬁﬂ+ ﬁB]

Comme dans la phase gazeuse, I’espece A diffuse dans un sens et I’espece B diffuse dans le
sens inverse, alors : N, + Ny = 0

Dou:N, = i

9Ca

)

A pression P et température T constantes, les termes D et C sont constants et aussi
indépendants de la cote z.

Or:C, =v,.C,

D’apres la 19° loi de Fick, ona: J; = —D.gradC,= [; = —D

L’expression de la densité de flux molaire peut enfin s’écrire comme suit :

Bilan de matiére sur un élément différentiel :
Dans le cas de la distillation, le systeme est non réactif (pas de réaction chimique) et si on
considére un régime permanent, alors le bilan de matiére peut s’écrire comme suit :

[Flux molaire entrant de A dans le volume dV] - [Flux molaire sortant de A du volume dV]=0
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Figure 111.4 : Schéma représentatif d’un bilan de matiére élémentaire dans le cas de la
distillation d’un mélange binaire homogéne

Comme la section S est indépendante de la cote z, I’équation du bilan de matiére devient :

S.N,_-5N,_.,.=0

=3 =3 d:?j_:' =
Ny.—(Ng+ T:j_ﬂ
> aN = o, 2
Dou: - —#2=0 d’ou: N, = constante
dz

Ainsi, la densité de flux de A est constante car elle est indépendante de la cote z.

- % =0 est une équation différentielle de 1* ordre qui gouverne la distribution des flux.

: d d d d (d
Par ailleurs,on a : N, =-D.C.22 — ——(— D.C.ﬂ)= 0 :;—D.c.—(ﬁ)= 0
dz dz dz dz \ dz
2
,_i(dm)_ alyy _
D’ou: 3z \ dz 0= dzl 0
d*yy _

0 est une équation différentielle de 2°™ ordre qui gouverne la distribution des

dz®
concentrations.

La résolution de cette équation différentielle va générer :
- Une constante C; (C; € R) lors de la 1°® intégration ;
- Une constante C, (C; € R) lors de la 2°™ intégration.
La solution de cette équation différentielle aura pour expression: y, = €,z 4+ C,
Les constantes d’intégration C; et C, peuvent étre déterminées gréce aux conditions aux
limites.

Conditions aux limites :
{En z = z, (Interface gaz-liquide) : v, = v,
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En z = z, (Extremité superieure de la phase gazeuse) : v, = v,

Ceci va générer un systeme de deux équations a deux inconnues :

t’az = Cyz;+ C:

Aprés résolution, on obtient les constantes d’intégrations C, et C; :

Va1~ Ya1~¥,
Cl = Az Az et Cﬂ = }Fﬂl - Az Az .Zl
Zy— g “ 4=,

En remplacant les constantes d’intégrations C; et C, obtenues, ’équation : y, = €,z + C,
devient :

Ya=Ya + % (z —z,) C’est’équation du profil de concentration v, = f(z)
-

) ) o . dNgy _ =
Par ailleurs, on a I’expression de la densité de flux : — % =0
=
. dyg P
dya di— D.C.?} 3 di D ?} 3 dy g
Or :N, =—-—D.C.—= - —= —= N, =D.C.—
A iz dz 0= dz 0 = Na d=

= N,.dz = D.C.dy,

= Ny.J_7dz = D.C.[[* dy,

S NA.zI;'::D. C'}TAI;;?:

= N, (z; —2,) =D.C.(Vaz — Va1)
= NA:%' (Vaz — ¥a1)

= N,q k (J’Az Yai)
Avec:h=z, —z,
Py

A pression P et température T constantes et d’apres la loi des gaz parfaits, ona : C; = —

NA—R — L (Y42 —¥41) Cest I’équation de la densité de flux.

Cette dernicre relation peut s’écrire d’une fagon condensée comme suit :
Ny, =k,.Ay,
D.Py

Avec : Ayy = Vaz — Yaretk, = RTh

11 est aussi possible d’exprimer la densité de flux N, en fonction de la pression.

- . By, B
En utilisant la loi de Dalton : ¥4 = f et vy = f
t 4

, . D.F, L.
L’équation : N A:R_-f;' (V42 — ¥41) peut s’écrire alors :

—DPe Pan  Fas
Na=zrn ( B, )

Pour avoir enfin : Ny=——.(Pa; — Pay)

10
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Cette dernicre relation peut s’écrire d’une fagon condensée comme suit :
N, =k,.AP,

AVGC ﬁPA = PAE - PAl et k_p = %

Il est également possible d’exprimer la densité de flux N, en fonction de la concentration

molaire C,.

Ca. C
Sachant que : y,; = =22 ety,, =22
24 : D.p >4 .w _DB C Cas
L’équation : N A:ﬁ (Va2 — ¥a1) peut s’écrire alors : N A—ﬁ. (% — %j
. . D.P,
Pour avoir enfin : N,= Rﬂ:f. (Caz —Caq)

Cette dernicre relation peut s’écrire d’une fagon condensée comme suit :
N,=k.AC,

Avec : ﬁCA = CAE - CAl et kf = e

R.T.hC

Comparaison entre la diffusion a travers une phase stagnante (DPS) et la contre diffusion
équimolaire (CDE)

. _ DP Pas—Pa, i
Pour1a DPS i Ny pps = o }- A (1)
. _D.B Pas—Pa, i
Pour la CDE : Ny cpe = - [T] (i)
D.Fr Pas—Fag
) Mapps _ RTH P _Fp
(i) * Ny cpe Ei;-ir‘ﬂ"‘l:"’“} Pt
. S
Cas des solutions diluées : p—B - 1 = Py ®P
t

11
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