Cours de Transfert de Matitre Chapitre 1V R, KETRANE

Chapitre IV
Equation générale pour un mélange binaire-Equation de continuité

IV.1. Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’établir I’équation générale pour un mélange binaire ainsi que
I’équation de continuité et enfin trouver I’expression de la 2°™ loi de FICK.

L’équation générale peut étre établie a partir d’un bilan de matiére sur un élément différentiel
ou fini. C’est I’exemple d’un cube de volume AV tel que AV = Ax - Ay - Az

On s’intéresse au passage d’une espéce A a travers un élément de volume A¥. On considére le
mouvement de ’espece A dans un systéme tridirectionnel et le flux est perpendiculaire a la
section de passage.

Le passage de I’espéce A a travers 1’élément de volume AV est schématisé comme suit :
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IV.2. Equation de continuité

Pour retrouver 1I’équation de continuité, il est nécessaire d’établir un bilan de matiere sur un
élément de fluide de volume AV .Le bilan de mati¢re global s’écrit :

[Nombre de moles de A entrant dans le volume dV]

[Nombre de moles de A sortant du volume dV]
+/-
[Nombre de moles de A produites ou consommeées par la réaction homogene dans le volume dV]

[Nombre de moles de A accumulées dans le volume dV]

IV.2.1. Bilan de matiere molaire
Un bilan de matiere molaire pour un mélange binaire (A+B) sera établi. Pour faciliter le

calcul, le bilan sera établi en trois étapes.

Pour I’espéce A, le bilan sera comme suit :

Etape 1 : Calcul du terme

[Nombre de moles de A entrant dans dVV]- [Nombre de moles de A sortant dedV]

aN,
y

dN
_AI- -ﬁ}:]ﬂx-ﬁz-ﬁt
'LT

dx

= [NA,: — (N-Ax + ﬁxj] Ay-Az-A, + N, — [NA}_ +

"

_|_

aN
Na, — (N, +¥Az 3 ﬂz]l.ﬂx - Ay - At

al\;ﬁx. T -
5.0 Ay az-a,

Par les unités, il est facile de vérifier que le terme[NAx—(Nﬂx+
représente le nombre de moles.

Nombre de moles

Lo aN g
Unités : [NAI —(Ng, + S ax]a}r “Az AL

AR

an » :
Ny, — (Ny, +=52%- A,) : Densité de flux molaire (mol/m?.s)

Ay - Az : Section de passage (m?)
A, Temps (S)
Apres calcul, I’étape 1 devient :

[Nombre de moles de A entrant dans dV] - [Nombre de moles de A sortant de dV]
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aN, 9N, 3N,
— = . VA A A A
(ﬂx T dy N dz ja—v—fx y = °f

di!;"::?ﬁ}

AV

Enfin :
[Nombre de moles de A entrant dans dV] - [Nombre de moles de A sortant de dV]

= —div(N,) AV -At............ (1)

Etape 2 : Calcul du terme [Nombre de moles de A accumulées dans le volume dV]

On a la variation du nombre de mole de A dans le volume AV pendant un temps At. Le
nombre de mole qui reste dans le volume représente 1’accumulation.

[Nombre de moles de A accumulées dans le volume dV]=AC, - AV............. (2)

Par les unités, il est facile de vérifier que le terme AC, - AV représente le nombre de moles.

AV : Elément de volume (m°)
AC, : Concentration molaire de A (mol/m?)

Etape 3 : Calcul du terme
[Nombre de moles de A produites ou consommeées par la réaction homogene]

Le nombre de mole de A produites par la réaction chimique représente la production.

Production =R, - AV - At............. 3)

mﬂ-!:]

mE-5

g€ n p . .
Avec: R, = a—:‘vltesse de la réaction chimique (
Par les unités, il est facile de vérifier que le terme R, - AV - At représente le nombre de moles.

R,= Zi: : Vitesse de la réaction chimique (

AV : Elément de volume (m®)
A, Temps (S)

mo!:]

m=-5

Remarque : Il est a noter que si dans le cas ou I’espéce A est consommée, le terme
consommation est le méme que celui représentant le terme production mais précédé du
signe (—).

Consommation = —R,, - AV - At
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Le bilan a partir des équations (1), (2) et (3) donnera :

(Entrée) — (Sortie) + (Production) = (Accumulation)

= —div(N,) AV -At + R, - AV - At = AC, - AV

__ Ay acy

= —div(N,) +R, =2 = “A=—div(Ny) + Ryeerererencne. @

Pour I’espéce B, le bilan sera comme suit :
En procédant comme précédemment, il est aisé de retrouver 1’équation finale pour I’espéce B

qui est similaire a celle obtenue pour I’espece A.

acg

Ona:=E=—div(Ng) + Rgeerereee (11

(+(11) : 22 + 22 = —div(N,) — div(N5) + Ry + R,

d(C,+C - o
ac —_— —_—
:‘*E=—div[NA+Nﬁ)+Rﬂ+RB

La vitesse molaire moyenne ou encore la vitesse du barycentre molaire du systéeme a pour
expression: V:=X¢,-V, /X,

Et dans le cas du binaire (A+B) : V* =242 EE — ¢ -V* = ¢, ¥, +C5 -V

Les termes C, - V, et Cj -V représentent respectivement les densités de flux N, et N
D’ou: N, + N;=C-V*

N ) =
Etenfin: ~~ = —div(C.V*) + Ry + Rp.......... (I1)

On peut distinguer deux types de systemes : systeme réactif et systeme non réactif.
- Cas d’un systéme non réactif : R, + Ry =0
9 _ _ i Ve
() = - =—div(c-V*)

Et si en plus la concentration totale du systeme C est constante et ce dans le cas ou la
température T et la pression P sont constantes :
. : - - e
L’équation (I11) devient : - 0= —div [CV ) =0
= —C.div(V*) =0
= —div(V*) =0
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Il est important de noter que Ca et Cg peuvent évoluer mais la somme Ca + Cg, a savoir la
concentration totale C, reste constante.
- Cas d’un systéeme réactif : R, + R # 0

ac ~
C = Constante = Fri 0 = —div(CV*)+R, + Rz =0

L’équation (1) devient : div [T?*) = @

Les équations (1) et (I1) sont sous une forme qui ne permet pas de connaitre le profil de
concentration. Pour accéder au profil de concentration, il faut faire intervenir la 1% loi de

Fick. Pour rappel, elle a pour expression :

E$ = —DgradC,
— —sE —3 —
Ona:N;=], +y.(N,+Ng)

Sachantque : N, + No=C-V*etque: C, =y, C

On aura enfin :
N,=—DgradC,+ C,-V*
Si on applique I’opérateur div sur cette expression on aura :
— —div(N,) = div(D - gradc,) — div(C, - V*)
D’apres ’équation (1), on a:
%4 = —div(N,) +R,

Par ailleurs,on a

EA = —DgradC, + C,- Ve

ac, . — -
== —div(—D - gradC, + C, -V*) + R,
aCA i — . —
=0\ div(D - gradC,) —div(C, -V*)+ R,
aEA . —0-8 . —_—F
=5 + div(C, - V*) = div(D - gradC,) + R,
ac, — —
==+ G div(V*) + V*div(C,) = D - div(gradC,) + R,

. . _ _ a“r_}, ﬂzfA B“EA
Or : div grrdeA) =VC, = — + o + —
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Ainsi 1’équation :

ac - —

—2 +div(C, - V) = div(D - grad,) + R,
Devient :

ac, _

FToAl div(C, - V*) =D -VC;+ Ry e vee e (¥)

Si le systeme est non reactif (pas de réaction chimique) = R, = 0 et si aussi la vitesse

moyenne de déplacement du barycentre molaire V* est négligeable (car souvent trés faible)
alors 1’équation (*) peut s’écrire enfin :

ACy

—=D-V(C

ot 4

aCa _ (azi:;:l 3%cy  3%Cy
at g x? dy? dz?

C’est I’équation de la 2°™ loi de Fick (Equation de diffusion)

Enfin, dans le cas d’un régime stationnaire, aai:‘ =0=|D-VC,=10

IV.2.2. Bilan de matiére massique
La méme procédure est suivie que pour le bilan de matiére molaire.

Pour P’espéce A, le bilan sera comme suit :

Etape 1 : Calcul du terme

Bngy
Bx

[Quantité entrante] — [Quantité sortante] = [ﬂﬂx — (ny, + . &x]] Ay-Az-A, +

dng, on
[“A}. - [ﬂﬂ}, + %f_}" ﬁ}’] Ax-Az- At + [ﬂgz — (g, +T:z . ﬁz]] Ax - Ay - At

Par les unités, il est facile de verifier que le
terme [nAv —(n, + a;jx : &xj] Ay - Az - A, représente le nombre de grammes (masse).

Nombre de grammes (masse)

Unités :'[:rrﬂv —(ny + : ﬂx]] Ay -Az- A,

dngy
dx

on

[nﬂx — (g, + Bjx . ﬂx]] : Densité de flux massique (kg/m®.s)

Ay - Az : Section de passage (m?)
A, : Temps (S)
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Apres calcul, I’étape 1 devient :

[o* 1- [¢f Jm Qe T Ty
y trante| — y tante| = — = £ . .
Q™ entrante Q" sortante (ﬁx 3y az]* y Azt A,
— AV
diving)
[Q® entrante] — [Q*sortante] = —div(n,) AV - At ............ (1)

Etape 2 : Calcul du terme [accumulation]

On a la variation de la masse de A dans AV pendant un temps At. La masse qui reste dans le
volume représente 1’accumulation.

Accumulation = AC, - AV
Par les unités, il est facile de vérifier que le terme AC, - AVreprésente la masse de A.

D’ou : [accumulation] = AC,-AV ............. )

production fconsommation ]

Etape 3 : Calcul du terme +

réaction chimigue homogéne
La masse de A produite par la réaction chimique représente la production.

Production =, - AV - At............. 3)

kg
m* -5‘j

Avec:r, = % Vitesse de la réaction chimique (
Le bilan a partir des équations (1), (2) et (3) donnera :
(Entrée) — (Sortie) + (Production) = (Accumulation)

= —div(n,) - AV-At+1, - AV- At = AC, - AV

ACy acy

== —di?ﬂ (ﬁ_ﬂ] + TA = Ar ar - —di?ﬂ (ﬁ_ﬂ] + TA ............. (I)

Il est a noter que si dans le cas ou I’espéce A est consommeée, le terme consommation est le
méme que celui représentant le terme production mais précede du signe (—).

Consommation = —r, - AV - At

Pour I’espéce B, le bilan sera comme suit :
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En procédant comme précédemment, il est ais¢ de retrouver 1’équation finale pour 1’espece B

qui est similaire a celle obtenue pour I’espece A.

Ona: %= —div(fig) +Tgeeenn..... (I1)

+(1) - 22 + 2B = —div(7,) — div(ity) + 1 + 75
3(C,+C
_AG+G) _
at

ac

=== —div(n, + ng) +1, + 15

—div(n, +ng)+n, + 1y

La vitesse massique moyenne ou encore la vitesse du barycentre massique du systeme a pour
expression : V=X C, - V,

_':l.'.A'VA'l'I.'.B'VB Z}Eﬁ: co
4

Et dans le cas du binaire (A+B) : V =

pal

+ CB'VB

Lestermes T, -V, et -V, représentent respectivement les densités de flux 7, et 71,

. ac . s
Et enfin i —dw(C.v) T T (I11)

On peut distinguer deux types de systemes : systeme réactif et systeme non réactif.

- Cas d’un systeme non réactif : vy +15 = 0
L
() === —div(C.V)

Et si en plus la concentration totale du systéme C=Constante (Si la température et la pression
sont constantes) :

() =2=0=-diwv(C.¥)=0
= div(V) =0
Il est important de noter que C, et C5 peuvent évoluer mais la somme €, +Cgreste constante.

- Cas d’un systeme réactif : r, +15; = 0

- ac —
€ = Constante = —— =0 = —div(C.V)+r,+75 =0

()= div(V) = %%
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Les equations (1) et (Il) sont sous une forme qui ne permet pas de connaitre le profil de
concentration. Pour accéder au profil de concentration, il faut faire intervenir la 1% loi de

Fick. Pour rappel, elle a pour expression :

J. = —DgradC,

Ona:n, =J, +7,(n, +7;) = 71, = —DgradC, + C, -V
Avec:C, =y, C
n, = —DgradC, + €, -V = —div(N,) = div(D - gradC,) — div(C, - V)

i, =
0] a—:‘ = —div(n,) +mn,

—3

Or:n, = —DgradC,+C, -V

= % = div(C, - L?) =div(D - gradC,) + 1,

= % = div(D - gradC,) — div(C,- V) + 1,

ac, . o = T
= =2+ Gy div(V) +Vdiv(C)) = D - div(gradC) + 7,
: ~ - _ 8%Cy |, B%Ca , B°C
Or :div(gradC,) =G, =52 + T

Dot : 22 + Cydiv(V) + Vdiv(C) =D V4 + 173 cvms e o (%)

Si le systéme est non réactif (pas de réaction chimique) = r, =0

gc -
*) devient:ﬂ—j1 =D V(4

aC, 8°C, @°C, &°C,
=D + +

ot ax* ay? az*

C’est 1a 2°™ loi de FICK (Equation de diffusion)

Cas d’un régime stationnaire, la 2°™ |oi de FICK devient :

—2=0=|D-V( =0
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