@ CAHIERS DE LA CRM

Introduction a la
théorie des graphes

Didier Muller

CAHIER N° 6 COMMISSION ROMANDE DE MATHEMATIQUE






Table des matieres

CAHIERS DE LA CRM N°G - i

Avant-propos 1
Butdecefascicule . .. ... .. ... ... 1
Corrigés des exerciCes . . . . . . . . v v it e 2
Logiciels pourlesgraphes . . . . . . . . . . . ... . 2
Pourallerplusloin . . . .. ... . .. .. .. ... 2
Graphes non orientés 3
1.1 Premiéres définitons . . . ... ... .. .. ... ... . ... 3

1.1.1 Représentationgraphique. . . . . .. ... .. ... ... ... 3
1.1.2 Quelquestypesdegraphes . . .. ... .. ... ... ......
1.1.3 Exemple d'utilisation d’'un graphe pour résoudre wbfgme . . 4
1.1.4 Graphesdintervalles . . . . .. .. .. ... ... ... .. ... 5
1.2 Graphe partiel et sous-graphe . . . . . . . ... ... ... 6
1.3 Degrés . . . . . o e 7
1.3.1 Degrédunsommet. .. .. .. ... ... .. .. .. ..., 7
1.3.2 Degrédungraphe . .. .. .. ... .. .. ... .. ... . 8
1.4 Chainesetcycles . . . .. .. . . . . . ... 8
1.5 Grapheseulériens . . . . . . ... .. 10
1.6 Grapheshamiltoniens . . . . . . . ... ... . ... 11
1.7 Couplages . . . . . . . e 13
1.7.1 Calcul d’'un couplage maximum . . . . ... .. ... ...... 13
1.8 Graphesplanaires . . . . . . . . . . .. e 14
1.9 Représentations non graphiquesd'ungraphe . . . . ... ...... 15
1.9.1 Matriced’adjacences . . . .. .. .. ... ... . 15
1.9.2 Listesdadjacences . . . . .. .. .. ... ... 16
1.10 Arbres . . . . . . 17
1.10.1 CodagedePrifer . . . . .. ... .. .. .. ... .. 18
1.11 Arbrescouvrants . . . . . . . . . . . .. 19
1.11.1 Arbre couvrant de poids minimum . . . . . ... ... ... ... 0 2
1.12 Coloration . . . . . . . . 21
1.12.1 Encadrement du nombre chromatique . . .. .. ... .. ... 21
1.12.2 Algorithme de coloration de Welsh et Powell . . . .. ..... 24
1.12.3 Graphesparfaits . . . ... ... ... ... .. ... ... .. 24
1.12.4 Coloration des sommets d’'un graphe planaire . . . . .. .. 24
1.12.5 Coloration des arétesd’'ungraphe . . ... ... .. ... ... 25
1.13 Graphestriangulés . . . . . . . . . . ... ... 6 2
Graphes orientés 29
2.1 Graphesorientés . . .. . . . .. ... 29
2.2 Degré dunsommetd'undigraphe . . .. ... ... ... ... ... 29
2.3 Cheminsetcircuits . . . . . . . . . . . . . e 29
2.3.1 Digraphe fortementconnexe . . . .. .. ... ... ....... 31
2.4 Représentations non graphiques des digraphes . . . . . ........ .. 31
2.4.1 Matriced’adjacences . . . .. ... ... .. e 31
242 Listesdadjacences . . . . . . .. ..o 32
2.5 Digraphessanscircuit. . . . . . .. ... e 33
2.6 Graphesde comparabilite . . . . ... ... ... .. ... ..., 34



2.7 AlgorithmedeDijkstra . . . . . . . . . .. ..

2.8 Réseau PERT (Project Evaluation and Review Technique).. .. ... . . 37
Bibliographie 40
Lexique 41
Index 46

i - N°6 CAHIERS DE LA CRM



Avant-propos

La mise en oeuvre du RRM a nécessité certains ajustementsadgammes de mathéma-
tiques enseignés dans les gymnases de Suisse romande. LasSmmiRomande de Ma-
thématique (CRM) tient a proposer des moyens d’enseignernafdrmes aux exigences
du réglement de maturité. Aussi ses membres s’emploiguliefhuis plusieurs années a la
mise a jour de sa collection « Ouvrages collectifs » qui cenen priorité les besoins du
programme de niveau standard.

Certaines notions généralement étudiées dans les courstdémadiques de niveau ren-
forcé ont été volontairement retirées des ouvrages de Baseutre, l'introduction des
options spécifiques a ouvert de nouveaux horizons quant @etssde mathématiques
abordés. Soucieuse de tenir compte de cette évolution, la GBpbgait en 2004 les deux
premiers ouvrages d’'une nouvelle collection, les Cahieita @RM.

Ce cahier, le sixieme de la série, parle des graphes, un shptituel dans les cours tra-
ditionnels de mathématiques et qui s’'integre parfaiterbem dans une Option Spécifique
ou dans une Option Complémentaire.

La CRM est heureuse de présenter aujourd’hui un ouvrage sdgarsentiers battus :

« Introduction a la théorie des graphes »
de Didier Muller

Les ouvrages publiés ces derniéres années par la CRM sontéaargule souci d’étre ac-
cessibles a la lecture individuelle des éleves. J'espéileequra de méme pour cet ouvrage
et que vous aurez grand plaisir a vous plonger dans ce mosciadat des graphes.

Tous mes remerciements a Didier Muller pour s’étre lancé tiamenture de la publication

d’un cabhier, ainsi qu’aux membres de la CRM qui ont consacreuteémps a une lecture
finale minutieuse.

Patrick Hochuli
Président de la CRM
Décembre 2011

But de ce fascicule

Le but de ce fascicule est d'initier les lycéens a la thécee graphes.

Je n'ai pas pour ambition de faire une théorie compléte, maimontrer comment les

graphes peuvent étre une méthode de résolution de probigtéesssante.

Ce cours se veut accessible aux éleves de lycée, car il ne derpaatiquement pas de

connaissances préalables. |l est découpé en deux paitiefpples : les graphes non orien-

tés et les graphes orientés.

Comme la théorie des graphes utilise un jargon bien paricld début du cours comporte

beaucoup de définitions. C’est un peu rébarbatif, mais iedisg@ble pour la suite. Un index

et un lexique en fin de fascicule aideront I'éléve a assincibsrtermes.

Les exercices sont essentiellement de deux types :

— Des exercices théoriques sur les graphes, qui sont sodesndémonstrations assez
simples, généralement par induction, ou par I'absurde ;al gussi des exercices de
réflexion qui permettent de se rendre compte si on a bien égsmpiconcept ou non.

— Des exercices pratiques ou il peut étre avantageux d'ettiies graphes pour modéliser
et résoudre un probléme.
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Corrigés des exercices

Par manque de place dans ce fascicule, les corrigés degcesesont disponibles gratuite-
ment sur le site www.nymphomath.ch/graphes. L'internénatigvera également sur ce site
guelques applets pour illustrer certains concepts.

Logiciels pour les graphes

Le logiciel gratuitGrin 4.0 (pour Windows) permet entre autres de :

— dessiner des graphes

— produire la matrice d’adjacences d’aprées le dessin

— colorer des graphes

— trouver le plus court chemin dans un graphe

— trouver les cycles eulériens et hamiltoniens

Bref, ce logiciel est un complément idéal a ce cours! Il a éti¢ gar Vitali Petchenkineet
est disponible a I'adresse web : www.nymphomath.ch/grsfpgiciel/ (la page officielle
de ce programme a disparu du web).

Mathematica permet aussi de travailler avec les graphes. Voir [5] dabgléographie.

Pour aller plus loin

Pour en savoir beaucoup plus sur les graphes, voici queligues que j'ai utilisés, classés

du plus simple au plus complet :

— Alain Hertz propose une initiation aux graphes sous fori@eigmes policieres [3]. Cela
illustre bien comment les graphes peuvent étre utiles pad&tiser des problemes.

— Théorie des graphd4] donne une base solide, tout en restant accessible agyzod
nombre. Tres agréable a lire. Un regret : pas d’exercices.

— Les graphes par I'exempl@] est comme [1] accessible a des lycéens, mais il contient
en plus des exercices corrigés.

— Introduction to graph theory6] est trés complet, mais d’un niveau universitaire et en
anglais.

— Graphes et algorithmel#] est un indémodable, de niveau universitaire et malhege
ment trés cher.

Didier Muller
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1 Graphes non orientés

1.1 Premiéres définitions

Un graphe fini G = (V,E) est défini par 'ensemble filW ={v1,Vo,...,v,} dont les élé-
ments sont appelé&®mmetgVerticesen anglais), et par I'ensemble fili={es, ey, ..., en}

dont les éléments sont appel@gtes(Edgesen anglais).

Une arétee de I'ensembleE est définie par une paire non ordonnée de sommets, appelés
les extremités de. Si l'aréte e relie les sommets et b, on dira que ces sommets sont
adjacents ou incidents avece, ou bien que l'arétee est incidente avec les sommets

etb.

On appelleordre d’'un graphe le nombre de sommetsle ce graphe.

1.1.1 Représentation graphique

Les graphes tirent leur nom du fait qu’on peut les représgraedes dessins. A chaque
sommet deG, on fait correspondre un point distinct du plan et on relgegeints corres-
pondant aux extrémités de chaque aréte. Il existe donc fingérde représentations d'un
graphe. Les arétes ne sont pas forcément rectilignes.

Sion peut dessiner un grapfiedans le plan sans qu’aucune aréte n’en coupe une autre (les
arétes ne sont pas forcément rectilignes), on dit@uestplanaire. Le grapheG ci-dessus

est planaire.

® /T o?
> Y

Une représentation non planaire du Une représentation planaire @G
grapheG (des arétes se croisent)

1.1.2 Quelques types de graphes

Un graphe essimple si au plus une aréte relie deux sommets et s’il N’y a pas delésuc

un sommet. On peut imaginer des graphes avec une aréteiguimeommet a lui-méme
(une boucle), ou plusieurs arétes reliant les deux mémemstsnOn appelera ces graphes
desmultigraphes.

Multigraphe
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Un graphe estonnexes'il est possible, a partir de n'importe quel sommet, deingje
tous les autres en suivant les arétes. Un graphe non cormdge@mpose estbomposantes
connexesSur le graphe ci-dessous, les composantes connexe$ls@ns, 4} et {5,6}.

(2)(D)
Graphe non connexe

(3) (6) V = {1,2,3,4,5,6}
E= {{l’ 3}7{174}7{273}={374}7{57 6}}
Ol6

Un graphe estomplet si chaque sommet du graphe est relié directement a toustles au
sommets.

Graphe compleKs
V ={1,2,3/4,5}

E= {{l’ 2}7 {17 3}7 {17 4}7 {17 5}7 {27 3}7
{2.4},{2,5},{3,4},{3,5},{4,5}}

Un graphe esbiparti si ses sommets peuvent étre divisés en deux enseXbksy,
de sorte que toutes les arétes du graphe relient un sommeXdarun sommet dan¥
(dans I'exemple ci-dessous, orXa= {1,3,5} etY = {2,4}, ou vice versa).

@ par
Graphe biparti
(3 Phe P

)@ V ={1,2,3,4,5)
E= {{17 2}? {174}7 {27 5}7 {374}7 {47 5}}

1.1.3 Exemple d'utilisation d’'un graphe pour résoudre un prdleme

On a six wagons a trier. Dans la gare de triage, les wagonsrgmtans I'ordre 2, 5, 3, 6,
1, 4 et doivent sortir dans l'ordre croissant. Deux wagors$ | peuvent étre mis sur la
méme voie si et seulement s’ils entrent dans I'ordre danselats doivent sortir.

Dessinez un graphe illustrant la situation, en indiquargueereprésentent les sommets et
les arétes de votre graphe. Quel sera le nombre minimal ds wécessaires au tri ?

Solution
On représente les wagons par les sommets. Une aréte relie
deux sommets et | si les wagond et j ne peuvent pas
étre sur la méme voie. On obtient le graphe ci-contre.

On voit que 1, 3 et 5 ne peuvent pas étre sur la méme voie.
Il faut donc trois voies au minimum.
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Exercice 1

Trois professeur®;, P>, P3 devront donner lundi prochain un certain nombre d’heures de
cours atrois classds, Cy, C3 :

P, doit donner 2 heures de cour€a et 1 heure &; ;

P, doit donner 1 heure de cour€z®, 1 heure &, et 1 heure &3 ;

P; doit donner 1 heure de cours:, 1 heure &C, et 2 heures &3.

Comment représenter cette situation par un graphe ? Quetleypeaphe obtenez-vous ?
Combien faudra-t-il de plages horaires au minimum ?

Aidez-vous du graphe pour proposer un horaire du lundi pesipcofesseurs.

Exercice 2

Un tournoi d’échecs oppose 6 personnes. Chaque joueur daintafr tous les autres.
Construisez un graphe représentant toutes les partiebgsssi

Quel type de graphe obtenez-vous ?

Si chaque joueur ne joue qu’un match par jour, combien desjfawdra-t-il pour terminer
le tournoi ?

Aidez-vous du graphe pour proposer un calendrier des m&atche

Exercice 3
Sur un échiquier 83, les deux cavaliers noirs sont placés sur les cases a1l
et cl, les deux cavaliers blancs occupant les cases a3 et 03 5

et des noirs qui permettront aux cavaliers blancs de preedrplaces des : '. [
cavaliers noirs, et vice versa. Les blancs commencent.

1.1.4 Graphes d'intervalles

On construit un graph& a partir des intervalles de la droite réellg.. ., I, ou les som-
mets deG sont numérotés de 1ra Dans urgraphe d’intervalles, il existe une aréte entre
les sommets et j, i # j, sietseulementdinlj # <.

4

b~
[~

e~
=

Autrement dit, deux sommets sont reliés si et seulemens sldex intervalles correspon-
dants se chevauchent.
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Exercice 4

Cet exercice est inspiré de la nouvelle de Claude B€gea tué le Duc de Densmore
(Bibliotheque Oulipienne ©67, 1994, Réédition Castor Astral, 2000). Dans cette noevell
policiére, le lecteur peut découvrir le meurtrier grace atinéoreme combinatoire di au
mathématicien hongrois G. Hajos.

Un jour, Sherlock Holmes recoit la visite de son ami Watsoe kpn avait chargé d’en-
guéter sur un assassinat mystérieux datant de plus de mis a

A I'époque, le Duc de Densmore avait été tué par I'explosiome bombe, qui avait en-
tierement détruit le chateau de Densmore ou il s’étaitéeties journaux d’alors relataient
gue le testament, détruit lui aussi dans I'explosion, await pour déplaire a I'une de ses
sept ex-épouses. Or, avant de mourir, le Duc les avait toutges a passer quelques jours
dans sa retraite écossaise.

Holmes :Je me souviens de cette affaire ; ce qui est étrange, c’edadu@mmbe avait été
fabriquée spécialement pour étre cachée dans I'armure dealabre a coucher, ce qui
suppose que l'assassin a nécessairement effectué phigisites au chateau!

Watson :Certes, et pour cette raison, j'ai interrogé chacune des fsmnAnn, Betty,
Charlotte, Edith, Félicia, Georgia et Helen. Elles ont teijteé qu’elles n'avaient été au
chateau de Densmore qu’une seule fois dans leur vie.

Holmes :Hum! Leur avez-vous demandé a quelle période elles ont esdgour respectif ?
Watson :Hélas! Aucune ne se rappelait les dates exactes, apreselogislans! Néan-
moins, je leur ai demandé qui elles avaient rencontré :

Ann a rencontré Betty, Charlotte, Félicia et Georgia.

Betty a rencontré Ann, Charlotte, Edith, Félicia et Helen.

Charlotte a rencontré Ann, Betty et Edith.

Edith a rencontré Betty, Charlotte et Félicia.

Félicia a rencontré Ann, Betty, Edith et Helen.

Georgia a rencontré Ann et Helen.

Helen a rencontré Betty, Félicia et Georgia.

Vous voyez, mon cher Holmes, les réponses sont concordantes

C’est alors que Holmes prit un crayon et dessina un étrangtedessin, avec des points
marqué A, B, C, E, F, G, H et des lignes reliant certains de ceggpdPuis, en moins de
trente secondes, Holmes déclara :

— Tiens, tiens! Ce que vous venez de me dire détermine d’'upe fatique I'assassin.

Qui est I'assassin ?

1.2 Graphe partiel et sous-graphe

Soit G = (V,E) un graphe. Le graph&’ = (V,E’) est ungraphe partiel de G, si E’
est inclus dan€. Autrement dit, on obtienG’ en enlevant une ou plusieurs arétes au
grapheG.

Pour un sous-ensemble de somm#tsiclus dansV, le sous-graphede G induit par A
est le graphes = (A, E(A)) dont 'ensemble des sommets éset I'ensemble des arétes
E(A) est formé de toutes les arétes @eayant leurs deux extrémités daAs Autrement
dit, on obtientG’ en enlevant un ou plusieurs sommets au graphainsi que toutes les
arétes incidentes a ces sommets.
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o 4

GrapheG Graphe patrtiel dé& Sous-graphe d&
V ={1,2,3/4,5,6} V ={1,2,3/4,5,6} V ={1,235,6}
E = {{1,3},{1,4},{2,3}, E={{1,3},{1,4}, E={{13},{2,3},{5,6}}
{3,4},{4,5},{5, 6}} {2, 3},{5,6}}

Un graphe partiel d’'un sous-graphe estaaus-graphe partielde G. On appelleclique
un sous-graphe complet dé. Dans le graphés ci-dessus, le sous-grapte= (V,E),
avecV = {1,3,4} etE = {{1,3},{1,4},{3,4}} estune clique.

Exercice 5

Montrez que dans un groupe formé de six personnes, il y en @ssgicement trois qui
se connaissent mutuellement ou trois qui ne se connaisssn(om suppose que &
connaitB, B connait égalemeri).

Montrez que cela n’est plus nécessairement vrai dans upgrmel cing personnes.

1.3 Degrés
1.3.1 Degré d’'un sommet

On appelledlegrédu sommetr, et on notad(v), le nombre d’arétes incidentes a ce sommet.
Attention! Une boucle sur un sommet compte double.
Dans un graphe simple, on peut aussi définir le degré d’un strmomme étant le nombre

de ses voisins (la taille de son voisinage).
(v
7 @
()
()
)

Dans le multigraphe ci-contre, on a les degrés :

Théoréme 1.1 (Lemme des poignées de mains)
La somme des degrés des sommets d’un graphe est égale aiddexitonbre d’arétes.

Exercice 6
Démontrez le lemme des poignées de mains.
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1.3.2 Degré d'un graphe

Le degré d'un graphe est le degré maximum de tous ses sommets. Dans I'exemple ci-
dessous, le degré du graphe est 4, a cause du somgmet

z/@ @

Un graphe dont tous les sommets ont le méme degré agtgiitier. Si le degré commun
estk, alors on dit que le graphe dstrégulier.

Exercice 7
Montrez qu’un graphe simple a un nombre pair de sommets dé degair.

Exercice 8
Montrez que dans une assembléendgersonnes, il y a toujours au moins 2 personnes qui
ont le méme nombre d’amis présents.

Exercice 9
Est-il possible de relier 15 ordinateurs de sorte que chagpareil soit relié avec exacte-
ment trois autres ?

Exercice 10
On s’intéresse aux graphes 3-réguliers. Construisez dgratdhes ayant 4, 5, 6, puis 7
sommets. Qu’en déduisez-vous ? Prouvez-le!

Exercice 11

Une suite décroissante (au sens large) d’entiers est gpagphiil existe un graphe simple
dont les degrés des sommets correspondent a cette suiexdpaple, un triangle corres-
pond a la suite (2, 2, 2). Les suites suivantes sont-ellgghgyaes ?

1) 3,3,2,1,1)

2) (3,3,1,1)

3) 3,3,2,2)

4) (4,2,1,1,1,1)
5 (5,3,2,1,1,1)
6) (5,4,3,1,1,1,1)

Trouvez deux graphes correspondant a la suite (3, 2, 2, 2, 1).

1.4 Chaines et cycles

UnechainedansG, est une suite ayant pour éléments alternativement des stsnetndes
arétes, commencant et se terminant par un sommet, et tellehggue aréte est encadrée
par ses extrémités.
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On dira que la chaineelie le premier sommet de la suite au dernier sommet. En plus, on
dira que la chaine a pour longueur le nombre d’arétes de faeha
Le graphe ci-dessous contient entre autres les chaihaser, Vo, e, Vs, 65,Vs)

et (V4,€4,V3,€2,V2,€1,V1).
e (V1)
@
& O,
@ s
)

On ne change pas une chaine en inversant I'ordre des élédastta suite correspondante.
Ainsi, les chainegvy, es, v, e4,Va) et (va,€4,V3,€3,v1) sont identiques.

Exercice 12
Dans certains livres, on définit une chaine comme une sugemenets. Pour quel type de
graphe cette définition n’est-elle pas adéquate ?

On appelledistanceentre deux sommets la longueur de la plus petite chaineliastre

On appellediametre d’un graphe la plus longue des distances entre deux sommets.
Une chaine estlémentairesi chaque sommet y apparait au plus une fois.

Une chaine estimple si chaque aréte apparait au plus une fois. Dans le graphédent;
(v1,€1,Vo,€2,V3) est une chaine simple et élémentaire.

Une chaine dont les sommets de départ et de fin sont les ménagpeke chainkermée
Dans le graphe précédetity, e4, V3, €5, Vs, €5, V3, €4,V4) €St une chaine fermée.

Une chaine fermée simple est appel@ele Dans le graphe précédent, la chaine
(v1,€1,Vo,€2,V3,€3,V1) €St un cycle.

Exercice 13
Quels sont les graphes de diametre 1?

Théoréme 1.2
Un graphe est biparti si et seulement s'’il ne contient augeteae longueur impaire

Exercice 14
Démontrez le théoreme 1.2.

Exercice 15
Montrez que ce graphe est biparti :
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Théoreme 1.3
Pour un graph& ayantm arétesn sommets ep composantes connexes, on définit|:

V(G)=m—-n+p

v(G) est appelé le nombi®yclomatique Prononcer « nu dé ».

On av(G) > 0 pour tout graphé.
De plus,v(G) = 0 si et seulement 5 est sans cycle.

Exercice 16
Démontrez le théoréme 1.3.

1.5 Graphes eulériens

On appellecycle eulériend’un grapheG un cycle passant une et une seule fois par chacune
des arétes d&. Un graphe est diéulérien s’il possede un cycle eulérien.

On appellechaine eulérienned’'un grapheG une chaine passant une et une seule fois par
chacune des arétes @& Un graphe ne possédant que des chaines eulériennssnast
eulérien.

Plus simplement, on peut dire qu’un graphe est eulériendou-sulérien) s'il est possible

de dessiner le graphe sans lever le crayon et sans passdoesix la méme aréte.

Exercice 17

Cet exercice est un des problemes fondateurs de la théorigraplses, proposeé par le
mathématicien suisse Leonhard Euler en 1736.

En 1652, la ville de Kénigsberg (aujourd’hui Kaliningrad)gsede sept ponts enjambant
la Pregel, qui coule de part et d’autre de I'lle de Kneiphof.

KONINGSBERGA

Au cours d'une promenade, est-il possible de passer suldsp®nts de la ville une et une
seule fois ?
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Exercice 18
Donnez un critere permettant de dire a coup s0r si un grapleiEsien.

Exercice 19
Les graphes suivants sont-ils eulériens (ou semi-eudrien

Exercice 20
Soit G un graphe non eulérien. Est-il toujours possible de redeelérien en lui rajoutant
un sommet et quelques arétes ?

Exercice 21
Est-il possible de tracer une courbe, sans lever le crayprpgipe chacun des 16 segments
de la figure suivante exactement une fois ?

Exercice 22
On considéere des dominos dont les faces sont numérotée8,14 au 5.

1) En excluant les dominos doubles, de combien de dominpsshst-on ?

2) Montrez que 'on peut arranger ces dominos de facon a foume boucle fermée (en
utilisant la regle habituelle de contact entre les dominos)

3) Pourquoi n'est-il pas nécessaire de considérer les dmntaubles ?

4) Si I'on prend maintenant des dominos dont les faces sanémiées de 1 a, est-il
possible de les arranger de facon a former une boucle fermée ?

1.6 Graphes hamiltoniens

On appellecycle hamiltoniend’'un grapheG un cycle passant une et une seule fois par
chacun des sommets d& Un graphe est dihamiltonien s’il possede un cycle hamilto-
nien.

On appellechaine hamiltonienned’'un grapheG une chaine passant une et une seule fois
par chacun des sommets @e Un graphe ne possédant que des chaines hamiltoniennes est
semi-hamiltonien

Contrairement aux graphes eulériens, il n’existe pas detaisation simple des graphes
(semi-)hamiltoniens. On peut énoncer quelques propréitésnditions suffisantes :
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— un graphe possédant un sommet de degré 1 ne peut pas étitehiam|

— siun sommet dans un graphe est de degré 2, alors les dees im@tientes a ce sommet
doivent faire partie du cycle hamiltonien;

— les graphes complets, sont hamiltoniens.

Théoréme 1.4 (Ore)
Soit G un graphe simple d’ordra > 3. Si pour toute pairdx,y} de sommets nor
adjacents, on d(x) +d(y) > n, alorsG est hamiltonien.

-

Corollaire 1.5 (Dirac)
Soit G un graphe simple d’ordra > 3. Si pour tout sommet de G, on ad(x) > 3,
alorsG est hamiltonien.

En effet, un tel graphe vérifie les conditions du théoremeguént, car sk et y ne sont
pas adjacents, on a bienl(x) +d(y) > 5+ 5 =n.

Exercice 23
Dessinez un graphe d’ordre au moins 5 qui est. ..

1) hamiltonien et eulérien

2) hamiltonien et non eulérien

3) non hamiltonien et eulérien

4) non hamiltonien et non eulérien.

Exercice 24
Un club de 9 joueurs se réunit chaque jour autour d’'une tabide. Une régle du club
interdit qu’un joueur ait deux fois la méme personne a cotiéiide

1) Combien de jours au maximum pourront-ils se réunir enfaiant cette regle ?
2) Donnez une organisation de la table pour chacun de ces jour

3) Méme question que 1), mais avec 3 tables de 3 places.

4) Donnez une organisation des trois tables pour chacunsiewes.

Exercice 25

Huit personnes se retrouvent pour un repas de mariage. pa@@-dessous précise les
incompatibilités d’humeur entre ces personnes (une aefisnt deux personnes indique
gu’elles ne se supportent pas).
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Proposez un plan de table (la table est ronde) en évitanaderptbte a cdte deux personnes
incompatibles.

1.7 Couplages

Soit G un graphe simple. UoouplageC de G est un sous-graphe partiel 1-régulier@e
On peut aussi dire qu’un couplage (ou appariement) est lemdrie d’arétes deux a deux
non-adjacentes.

Un sommetv estsaturé par un couplag€ si v est I'extrémité d’'une aréte de. Dans le
cas contrairey estinsaturé.

Un couplage maximumest un couplage contenant le plus grand nombre possiblete&ar
Un graphe peut posséder plusieurs couplages maximum.

o
WADS
eqa'

En gras, un couplage maximum @& Les sommets 1, 3, 4 et 5 sont saturés.

Un couplage parfaitest un couplage ou chaque sommet du graphe est saturé.
A /)
Ova0, ©va0

Un couplage Un couplage maximum et parfait

1.7.1 Calcul d’un couplage maximum

Si C est un couplage d&, on appellechaine alternéeune chaine élémentaire @& dont

les arétes sont alternativement déhst hors deC.

Une chaine alternée est daagmentantesi elle relie deux sommets insaturés. Ci-dessus,
a gauche, la chaine 1-4-3-6 est augmentante. En « intessamtiles épaisseurs » des arétes
le long de cette chaine, on obtient un meilleur couplageésisus, a droite).

Théoréme 1.6 (Berge, 1957)
Un couplageC est maximum si et seulement s'il n’existe pas de chaine anggmie
relativement &.

Exercice 26

Une assemblée est formée de personnes parlant plusieguetadifférentes (voir tableau
ci-apres). On veut former des binbmes de personnes quigrawtialoguer entre elles.
Comment maximiser le nombre de bindbmes ?
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Allemand | Anglais | Arabe | Chinois| Francais| Espagnol| Russe

Alfred O O

Bernard O O

Claude O O

Denis O

Ernest 0

Fabien O O ad

Georges [ [

Henri O O O

Isidore O a

Joseph [ 0

Kurt 0 0

Louis O
Exercice 27

Une entremetteuse essaie de former le plus de couples lgoagdr 6 filles et 6 gargons

en fonction de criteres esthétiques et de compatibilitémiéur. Elle a dressé le tableau
d’'incompatibilités ci-aprés, ou une croix indique que dparsonnes sont incompatibles.

Combien de couples pourra-t-elle former au maximum ?

Anne Béatrice Carine Drew Eléonore| Florie
Alfred O a O O
Bernard O
Claude ad ad ad a
Denis O O a
Ernest O O
Fabien O O O O

1.8 Graphes planaires

On dit qu’un graphe egilanaire si on peut le dessiner dans le plan de sorte que ses arétes
ne se croisent pas. Rappelons que les arétes ne sont pasdaotaéntilignes.

Unecarte, ou grapheplanaire topologique, est une représentation particuliere d’'un mul-
tigraphe planaire fini. On dit qu'une carte est connexe siggaphe I'est. Une carte divise

le plan en plusieurs régions.

Par exemple, la carte ci-dessous, avec sept sommets etrgtad, alivise le plan en quatre
régions(A,B,C,D). Trois régions sont limitées alors que la quatrierDg, (extérieure au
diagramme, ne I'est pas.
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Le degré d’'une régionr, notéd(r), est la longueur de la chaine fermée minimum pas-
sant par tous les sommets qui délimitent cette région. Dmgsaphe ci-dessus(A) = 6
(larégionA est délimitée par la chaine fermée passant par les soniiht8,5,6,5,1)),
d(B) =4,d(C) =3 etd(D) =5.

On remarque que toute aréte limite deux régions, ou est moatdans une région et est
alors comptée deux fois dans la chaine fermée. Nous avorosiddemme pour les régions,
analogue au lemme des poignées de mains pour les sommets.

Théoreme 1.7
La somme des degrés des régions d’'une carte connexe estaila fois le nombre
d'arétes.

On peut vérifier ce théoréme sur le graphe précédent : il camparétes et la somme des
degrés des régions vaut 18.

Théoreme 1.8 (Euler, 1752)
Euler a établi une formule célebre qui relie le nombre de setalg§ le nombre
d’arétesA et le nombre de régioriR d’une carte connexe :

S—-A+R=2

Exercice 28
Démontrez le théoreme d’Euler en procédant par récurramdessommets.

Théoreme 1.9 (Kuratowski, 1930)
Un graphe est non planaire si et seulement s'’il contient us-gwaphe homéomorphe
(voir lexique) au graphe bipartiz 3 ou au graphe compléts.

Exercice 29
Utilisez le théoréme d’Euler pour démontrer que le grappariKs 3 n’est pas planaire.

1.9 Représentations non graphiques d’un graphe
1.9.1 Matrice d’adjacences

On peut représenter un graphe simple parmagice d’'adjacences Une matrice fixm)
est un tableau de lignes etm colonnes.(i, j) désigne l'intersection de la ligneet de
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la colonne j. Dans une matrice d’adjacences, les lignes et les colormmésentent les
sommets du graphe. Un «1» & la positionj) signifie que le sommei est adjacent au

sommetj.

Cette matrice a plusieurs caractéristiques :
1. Elle est carrée : il y a autant de lignes que de colonnes.

2. Il n'y a que des zéros sur la diagonale allant du coin sapégauche au coin infé-
rieur droit. Un « 1 » sur la diagonale indiquerait une boucle.

3. Elle est symétriquem; = mji. On peut dire que la diagonale est un axe de symétrie.

4. Une fois que I'on fixe I'ordre des sommets, il existe unerinatd’adjacences unique
pour chaque graphe. Celle-ci n’est la matrice d’adjacen@esdn autre graphe.

Exercice 30

<

I
PR RLROO
oOor oo

PR ORR
P ORFROR
OrRr PR OR

On a calculé ci-dessous les matridd$ et M3 (M est la matrice ci-dessus). Pour chacune
de ces matrices, a quoi correspondent les nombres obtenus ?

3 2

M2 =

PR ORER

1 0
2 4
2 2
2 2

1.9.2 Listes d’adjacences

2

1
2
3
2

WINDN P

6

2
0
M3 = 4
2
2

N NN

0o~ O
~N o oo N
DNOODN

On peut aussi représenter un graphe simple en donnant paeurcde ses sommets la liste
des sommets auxquels il est adjacent. Ce sorliskes d’adjacences

0\‘79

Exercice 31

a b wnN Bk

>
(62}

(93]

P PP Www
wwN
INGNG RN

Décrivez le graph& ci-dessous par une matrice d’'adjacences et des listesad&tjes.
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1.10 Arbres

On appellearbre tout graphe connexe sans cycle. Un graphe sans cycle maconaexe
est appelé untorét.
Unefeuille ou sommet pendantest un sommet de degrée 1.

(2 (D (2 (D
© (6) © (6)
@ ® @ ©

Arbre Forét
Les sommets 1, 2 et 5 sont les feuilles Les sommets 1, 2, 5 et 6 sont les feuilles
Théoreme 1.10
Les affirmations suivantes sont équivalentes pour toutgr&pa n sommets.
1. Gestun arbre,
2. G est sans cycle et connexe,
3. G est sans cycle et compornte- 1 arétes,
4. G est connexe et componte- 1 arétes,
5. chaque paire,v de sommets distincts est reliée par une seule chaine sietple (
le graphe est sans boucle).
Exercice 32

Démontrez le théoreme 1.10. Pour cela, utilisez le théorethe

Théoreme 1.11
Tout arbre fini avec au moins deux sommets comporte au moiaog demmets
pendants.

Exercice 33
Démontrez le théoreme 1.11.

Exercice 34
Combien d'arbres différents existe-t-il avec 5 sommets 2 & eommets ? avec 7 som-
mets ?

Exercice 35
Démontrez qu’un arbre a au plus un couplage parfait. Qustiéaecondition nécessaire
et suffisante pour qu’un arbfe ait un couplage parfait ?
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1.10.1 Codage de Prufer

Le codage de Prifer (1918) est une maniére tres compactecdeedén arbre. Il a été
proposé par le mathématicien allemand Ernst Paul Heinz2P{1i896-1934).

Codage

Soit 'arbre T = (V,E) et supposon¥ = {1,2,...,n}.
L'algorithme ci-dessous fournira le code de c’est-a-dire une suit& de n— 2 termes
employant (éventuellement plusieurs fois) des nombresishgarmi 1, ... n.

Pas général de 'algorithme de codage

(a répéter tant qu'il reste plus de deux sommets dans I'arbre
1. identifier la feuillev de I'arbre ayant le numéro minimumj;
2. ajouter a la suité& le seul sommes adjacent as dans l'arbreT ;
3. enlever de l'arbr@ le sommetv et I'aréte incidente &.

Exemple de codage

S=1} S= {2} S—{2.3}
e G Il reste 2 sommets :
fin du codage
S={2,3,3} S={2,3,3,3}
Décodage

Donnée :suite S de n— 2 nombres, chacun provenant {i& ..., n}.
Posond = {1,...,n}.

Pas geénéral de 'algorithme de décodage
(a répéter tant qu’il reste des éléments daret plus de deux éléments dais

1. identifier le plus petit élémemtde | n'apparaissant pas dans la sute

2. relier par une aréte d€ le sommeti avec le sommes correspondant au premier
élément de la suit§;

3. enlever del etsdeS.

Les deux éléments qui restent ddna la fin de I'algorithme constituent les extrémités de
la derniere aréte a ajouterta
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Exemple de décodage

@ 6 ®
O 6 G

S=1{2,3,3,3}
| ={1,2,3,4,5,6}

O—E—®
O ® ©®

S= {3}
| = {3,5,6

Exercice 36

Trouvez le codage de Prifer de I'arbre ci-dessous.

® @
® ®

S={3,3,3}
| ={2,3,4,5,6}

® ® ©®
S={}
| = {3,6}

@
® ®

S={3,3}
| = {3,4,5,6}

O ©® ©®
S={)
={)

bbb

Dessinez I'arbre correspondant a la si8te {1,1,1,1,1,1,1,1}.

Exercice 37

égal an"2.

Théoreme 1.12 (Cayley, 1857)
Le nombre d’arbres que I'on peut construire sufn > 2) sommets numerotés e

Exercice 38

Démontrez le théoreme 1.12. Utilisez le codage de Prifer.

1.11 Arbres couvrants
(1)
(2
(3
(4)

GrapheG

Un arbre couvrant

St

Un arbre couvrant (aussi appelé arbre maximal) est un graphe partiel qui essti aun

arbre.

Exercice 39

Combien d’arbres couvrants différents le graghei-dessus posséede-t-il ?
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1.11.1 Arbre couvrant de poids minimum

Soit le grapheG = (V,E) avec un poids associé a chacune de ses arétes. On veut trouver
dansG, un arbre maximaA = (V,F) de poids total minimum.

Algorithme de Kruskal (1956)

Données :

— GrapheG = (V,E) (|V|=n, |[E| =

— Pour chaque aréede E, son poidsc(e).

Résultat :Arbre ou forét maximaleA = (V,F) de poids minimum.

Trier et renuméroter les arétes @edans I'ordre croissant de leur poids :
cler) <c(ep) < ... <c(em).
PoserF := 0, k:=0
Tant quek < met |F| < n—1 faire
Début
Si g1 ne forme pas de cycle avécalorsF :=F U {e1}
ki=k+1
Fin

Exemple

3

Les arétes de poids 3 n'ont pas pu étre placeées, car ellegeriufarmé un cycle.
L'algorithme s’est arrété deés que cing arétes ont été ptadémite aréte supplémentaire
aurait créé un cycle.

S’ily a plusieurs arétes de méme poids, il peut y avoir plusiarbres couvrants de poids
minimum : tout dépend de I'ordre dans lequel ces arétes éritiées.

Exercice 40
Trouvez tous les arbres couvrants de poids minimum du grepagrés (les chiffres sur
les arétes représentent leur poids).
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1.12 Coloration

Soit G = (V,E) un graphe. Un sous-enseml8ale V est unstables’il ne comprend que
des sommets non adjacents deux a deux. Dans le graphe oudebs,v2} forment un
stable ;{v2,v4} aussi, ainsi qudvs,vs} et {v3,vs}.

Le cardinal du plus grand stable eshlembre de stabilitéde G ; on le notea (G). Dans

le graphe ci-dessous, ongG) =2.
()
)
o ()
O

La coloration des sommets d’'un graphe consiste a affecter a tous les ssrdeneg graphe
une couleur de telle sorte que deux sommets adjacents r@ppas la méme couleur. Une
coloration aved couleurs est donc une partition de I'ensemble des sommeistables.

Le nombre chromatique du grapheG, noté y(G), est le plus petit entiek pour lequel il
existe une partition d¥ enk sous-ensembles stables.

Sur le graphe ci-dessous, on a eu besoin de trois couleuge@b, 2 et 3) pour colorer les
sommets de sorte que deux sommets adjacents aient desrsaliféérentes. On a donc
trois stables {vi,v2}, {v3,v5} et {va}. On ne peut pas utiliser moins de couleurs, a cause

des cliques{vi,Va,Vs} et {vi,v3,Vva}. L

® z
@ . 2
2
OF
Remarquons enfin que le sommetaurait aussi pu étre coloré «3». La coloration mini-
male n’est donc pas forcément unique.

1.12.1 Encadrement du nombre chromatique
Majoration

e ¥(G) <r+1,our estle plus grand degré des sommetsde

Preuve : Soit un graphe et le degré maximum de ses sommets. Donnons-nous une
palette de(r + 1) couleurs. Pour chaque sommet du graphe on peut tenir lenreso
ment suivant : ce sommet est adjacent sommets au plus, et le nombre de couleurs
déja utilisées pour colorer ces sommets est donc infériedgal ar . 1l reste donc au
moins une couleur non utilisée dans la palette, avec lagunellis pouvons colorer notre
sommet.

e ¥(G)<n+1-0a(G)

Preuve : ConsidéronsS un stable dé/ de cardinalitéa (G). Une coloration possible
des sommets consiste a colorer les sommetS deine méme couleur et les— a (G)
autres sommets de couleurs toutes différentes. On en @apdu{G) < 1+ (n—a(G)).
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Minoration

e Le nombre chromatique d’'un graphe est supérieur ou égalua delchacun de ses
sous-graphes.

Preuve : Ce résultat découle de la définition méme du nombre chroneatiqu
e Le nombre chromatique du graphe sera supérieur ou égaldid’ale sa plus grande
clique, que I'on notew(G) (prononcer oméga dé). Autrement dit,y(G) > w(G)

Preuve : Puisque, par définition, dans une clique d’ordne tous les sommets sont
adjacents entre eux, il faudra couleurs. Donc, il faudra au moins(G) couleurs pour
colorer le graphés.

Exercice 41
Majorez et minorez le nombre chromatique de ce graphe.

@\@
(Yo)—()
Exercice 42

On donne un graphe de 7 sommets par sa matrice d’adjacéhaeslessous. Ce graphe
représente les 7 bancs d'un parc et les allées permettaasdenxde I'un a I'autre.

0100002}
1000110
0001100
M=|0010100
01110011
0100100
100010¢0

1. Onveut peindre les bancs de fagon que deux bancs reli@a@atliée soient toujours
de couleurs différentes. Donnez un encadrement du nombrienali de couleurs
nécessaire, en justifiant. Déterminez ce nombre.

2. Est-il possible de parcourir toutes les allées de ce pmars passer deux fois par la
méme allée ?

3. Est-il possible de parcourir des allées de ce parc en paasa@té de chaque banc
exactement une fois ?

Exercice 43

Sept éleves, désignés par A, B, C, D, E, F et G, se sont rendugdidéaieque aujourd’hui.
Le tableau suivant précise «qui a rencontré qui» (la bidiqtie étant petite, deux éleves
présents au méme moment se rencontrent nécessairement...)

I'éléeve A B C D E F G
arencontré¢ DLE| DLEFG| E,G| ABEE| ABCDFG|BEG|B,CEF

22 - N°6 CAHIERS DE LA CRM



De combien de places assises doit disposer la bibliothémuregquie chacun ait pu travailler
correctement au cours de cette journée ?

Exercice 44

Sept agences de voyage proposent des visites de monumédieisxedmblématiques de

Saint-Pétersbourg : la cathédrale Saint-Isaac, le MuséEmaitage, le Musée russe et la
forteresse Pierre et Paul. Un méme lieu ne peut pas étré yait plusieurs groupes de
compagnies différentes le méme jour.

La premiére compagnie fait visiter uniquement la cathé@lgdint-lsaac; la seconde la
cathédrale Saint-Isaac et le Musée russe; la troisiemeatkrésse Pierre et Paul; la qua-
trieme le Musée russe et la forteresse Pierre et Paul ; laiéimg la cathédrale Saint-Isaac
et le Musée de I'Ermitage; la sixieme le Musée de I'Ermitagéadorteresse Pierre et

Paul; la septieme le Musée russe et le Musée de 'Ermitage.

Ces agences peuvent-elles organiser les visites sur leptemiers jours de la semaine ?

Exercice 45

Un lycée doit organiser les horaires des examens. On supjiisg a 7 épreuves a pla-
nifier, correspondant aux cours numeérotés de 1 a 7 et queiles pl@ cours suivantes ont
des étudiants communs : let2,1et3,1et4,1let7,2et3,2ath22et7, 3et4,3
et6,3et7,4et5,4et6,5et6,5et7etenfinbet?.

Comment organiser ces épreuves de fagon qu'aucun étudanérpasser deux épreuves
en méme temps et cela sur une durée minimale ?

Exercice 46

On veut transporter des produits chimiques par le rail. A, BD(E, F, G et H désignent
huit produits chimiques. Dans le tableau ci-dessous, umig signifie que les produits ne
peuvent pas étre entreposés dans le méme wagon, car il yréaqae d’explosion :

A/B|C/IDEIF|G|H
A g|o|g g|d
B U g|o|d
c| 0 [ ERNEREE
D| O U O O
E 0 N gl O
F gl 0o O
G| O|o|od O
H| O a0

Quel nombre minimum de wagons faut-il ?

Exercice 47
Tout graphe contenant un trianglé3) ne peut pas étre coloré en moins de trois couleurs.

1. Construire un graphe saKs qui nécessite également trois couleurs.

2. Comment, a partir du graphe précédent, construire un gragisK, nécessitant 4
couleurs?

3. Comment construire un graphe satsnécessitant 5 couleurs ?
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Exercice 48
Exprimez la résolution d’'un Sudoku classique en termes beatoon de graphe. Décrivez
le graphe (nombre de sommets, nombre d’arétes, etc.). Corfséhieil de couleurs ?

1.12.2 Algorithme de coloration de Welsh et Powell

Cet algorithme couramment utilisé permet d’obtenir une ass®ne coloration d’'un
graphe, c’est-a-dire une coloration n’utilisant pas urptgrand nombre de couleurs.
Cependant il n’assure pas que le nombre de couleurs soit onmif@t donc égal au nombre
chromatique du graphe).

Etape 1
Classer les sommets du graphe dans I'ordre décroissantrdieigé, et attribuer a chacun
des sommets son numéro d’ordre dans la liste obtenue.

Etape 2

En parcourant la liste dans I'ordre, attribuer une coulear ancore utilisée au premier
sommet non encore coloré, et attribuer cette méme couleliague sommet non encore
coloré et non adjacent a un sommet de cette couleur.

Etape 3
S'il reste des sommets non colorés dans le graphe, revéatapé 2. Sinon, FIN.

Exercice 49
Utilisez l'algorithme de coloration de Welsh et Powell paatorer les graphes des exer-
cices 41, 44 et 45.

1.12.3 Graphes parfaits

Dans le cadre de la théorie des graphes, Claude Berge a irtesd@®60 la notion de
graphe parfait comme définissant un graphe pour lequel le nombre chroneatigehaque
sous-graphe induit et la taille de la plus grande cliquetdalis-graphe induit sont égaux.
Un grapheG est donc parfait si pour tout sous-graphe indifide G on ay(G') = w(G).

1.12.4 Coloration des sommets d’'un graphe planaire

Théoreme 1.13 (Théoréme des quatre couleurs)

On peut colorer les sommets d’'un graphe planaire (sans dé®ueh utilisant au plu
guatre couleurs de telle sorte que toutes les arétes aisndxdimités de couleurs
différentes.

[v2)

Cette conjecture a été formulée pour la premiére fois papBEais Francis Guthrie en 1852.
Il était alors question de coloration de carte de géografuue exercice 51). La preuve
de ce théoreme n’arriva qu’en... 1976, grace a Kenneth Agtpélolfgang Haken. La dé-
monstration fit grand bruit car ce fut le premier théorémeistbire des mathématiques
gui a nécessité I'usage systématique de I'ordinateur.

Exercice 50
Colorez cet oeuf et le billet posé dessus avec le moins dewsybessibles, en faisant en
sorte que deux régions voisines aient des couleurs diti&sen
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Combien de couleurs donne l'algorithme de Welsh et Powell ?

Exercice 51

Colorez la carte des communes d’Ajoie ci-dessous en utilisamoins de couleurs pos-
sibles, de sorte que deux régions voisines aient des ceuldtérentes.

Construisez d’abord un graphe associé a cette carte, poiezetn les sommets.

1.12.5 Coloration des arétes d’'un graphe

La coloration des arétes d’'un graphe consiste a affectartagdes arétes de ce graphe une
couleur de telle sorte que deux arétes adjacentes ne ppagid méme couleur.

L'indice chromatique du grapheG est le plus petit entiek pour lequel il existe une
coloration des arétes; on le noéG).

Pour colorer les arétes d’'un graphe, on peut se ramener alépre de la coloration des
sommets. Il suffit pour cela de travailler non pas sur le ggdplhméme, mais sur le graphe
adjoint, notéG', et que I'on définit ainsi :

1. achaque aréte d8 = (V,E) correspond un sommet d& = (E,F)

2. deux sommets d&' sont reliés par une aréte si les deux arétes correspondtaties
sont adjacentes.
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GrapheG Graphe adjoinG’' Graphe adjoinG’ coloré

On peut ensuite appliquer I'algorithme de Welsh et PowellsgrapheG’ pour colorer
ses sommets. Une fois cela fait, on colorera les arétgs de la méme couleur que les
sommets correspondants @¢.

Exercice 52

Dans un tournoi d’échecs, chaque joueur doit rencontrerlesiautres. Chaque partie dure
une heure. Déterminez la durée minimum du tournoi dans leeds nombre de joueurs
est3,4,50u6.

1.13 Graphes triangulés

Un graphe edtriangulé si tous ses cycles de plus de 3 sommets contiennent au mans un
corde (aréte reliant deux sommets non adjacents d’un cycle).

Un séparateurest un sous-ensembi¥ de sommets dans un graphe connéxe (V,E)

tel que le graph&[V — W] est non connexe. Dans le graphe ci-dess@s; {vi,v4} est

un séparateullV = {v3} est un séparateur minimal.

Un sommetv est ditsimplicial si son voisinageN(v) est une clique. Dans le graphe ci-
dessus, les sommets simpliciaux sepnet vs.

Théoreme 1.14
Un graphe connexe est triangulé si et seulement si tout a&parminimal est une
clique.

A\1%4

Preuve

1. Supposons tout d’abord que tout séparateur est une clmpikeC = [x1,X2, .. ., Xk, X1]
(k> 4) un cycle danss et soitW un séparateur minimal dg et xz. W doit contenirx,
et au moins un des sommets,... xx. CommeW est une clique, il existe une corde
dansC.
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2. Supposonss triangulé et soitW un séparateur minimal. Supposons diene soit
pas une clique. Soier; = (V1,E;) et G, = (Vo, E2) deux composantes connexes de
G|V —Wi] et soientx ety deux sommets non adjacents d&isCommeW est minimal,

X ety ont chacun au moins un voisin dafts et dansG,. Soienta; et a» les voisins
de x dansG; et Gy, et soientb; et by ceux dey dansG; et G,. CommeG; et Gy
sont connexes, il existe une chaine reliapti b; dansG; et une chaine reliard, a by
dansG;. Il existe donc une chain€; sans corde reliamt a y dansG[V; UW] ainsi
gu’une chaine sans cor@ reliantx a'y dansG[V, UW]. L'union deC; et C, est un

cycle sans corde contenant au moins 4 sommets, contradictio -

Théoréme 1.15
Tout graphe triangulé autre qu’une clique contient au mdewsx sommets simpliciauix
non adjacents.

Preuve

Si G ne contient que deux sommets, al@sest constitué de deux sommets isolés qui
sont simpliciaux non adjacents. Supposons donc le théovéan@our tout graphe ayant
moins den sommets et soifV| = n. Soit W un séparateur minimal &&; = (Vq,E;)

et Gy = (Vo, E) deux composantes connexes@® —W|. On a vu quaN est une clique.

— SiG[V1UW] estune clique alors choisissoxslansV; : x est simplicial dan&s[V, UW].

— Sinon, par hypothese d’induction, il existe deux sommatpléciaux non adjacents dans
G[V1 UW], et commeW est une clique, I'un de ces sommets qu'on appelberest
dansVv;.

Dans chacun des deux cas on a déterminé un sommsghplicial dansG[V1 UW|. De

méme, on peut déterminer un sommyegimplicial dansG[V, UW/]. Ces deux sommets

ety sont simpliciaux dan§& et non-adjacents. -

Algorithme de reconnaissance (Fulkerson et Gross, 1969)

1. PoselG' =G;

2. SiG estvide alors est triangulé : STOP

3. SiG ne contient pas de sommet simplicial al@s’est pas triangulé.
4. Oter un sommet simplicial d&’ et retourner a 2.

Exercice 53
Appliquez l'algorithme de Fulkerson et Gross pour vérifieede graphe ci-dessous est
triangulé.
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Un schéma d’élimination parfait est un ordrevy < ... < v, des sommets tel que est
simplicial dansG|vi,...,vn] (n=[V|).

Théoreme 1.16
Un graphe est triangulé si et seulement s’il posséde un sch&timination parfait.

Preuve

1. Soitvy < ... < vy unschéma d’élimination parfait et s@t= [X, X, ..., Xk, X1] (k>4)
un cycle dangs. Sans perte de généralité, on peut supposerxguev; apparait avant
X2,...,Xk dans le schéma d’élimination parfait. Mais alogsest relié ax, car x; est
simplicial dans le graph&lvi,...,vy] qui contientxy,...,xx. Le cycleC a donc une
corde.

2. SiG est triangulé on peut déterminer un schéma d’éliminatiofafgzomme suit :
Poseri:=1;

Tant queV # & faire
Choisir un sommet simpliciat dans le graphe résiduel. Mettkeen positioni
Oterx deV et posefi :=i+1

Exercice 54
Montrez que les arbres, les graphes complets et les graphts\alles sont des graphes
triangulés.

Algorithme de coloration d’un graphe triangulé G =(V,E)

Déterminer un schéma d’élimination parfait< ... < vy
Colorer G séquentiellement selon I'ordre inversg< ... < vp, en utilisant pour chaque
sommet le plus petit numéro de couleur possible.

Exercice 55
Donnez un schéma d’élimination parfait du graphe ci-desstgolorez ce graphe.
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2 Graphes orientés

2.1 Graphes orientés

En donnant un sens aux arétes d’'un graphe, on obtiediguaphe (ou graphe orienté).
Le mot « digraphe » est la contraction de I'expression asglaidirected graph ».

Un digraphe finiG = (V, E) est défini par 'ensemble find = {v1,V,...,v,} dontles élé-
ments sont appelés sommets, et par I'ensembléfini{e;, e, ...,en} dont les éléments
sont appeléarcs.

Un arce de I'ensembléE est défini par une paire ordonnée de sommets. Lorsgugu, V),
on dit que I'arce va deu a v. On dit aussi queas est I'extrémité initiale etv I'extrémité
finale dee.

Exercice 56
Construire un graphe orienté dont les sommets sont les €ntierpris entre 1 et 12 et dont
les arcs représentent la relation « étre diviseur de ».

2.2 Degré d’'un sommet d’'un digraphe

Soit v un sommet d’un graphe orienté.
On noted™(v) le degréextérieur du sommetv, c’est-a-dire le nombre d’arcs ayamt
comme extrémité initiale.
On noted~(v) le degréintérieur du sommetv, c’est-a-dire le nombre d’arcs ayamt
comme extrémité finale.
On définit le degré :

d(v) =d*(v)+d(v)

Exercice 57
Trouvez les degrés extérieurs et intérieurs de chacun desists du graphe ci-dessous :

N

© ®
One©

2.3 Chemins et circuits

Un chemin conduisant du sommet au sommeb est une suite ayant pour €léments alter-
nativement des sommets et des arcs, commencant et se teripamain sommet, et telle
gue chaque arc est encadré a gauche par son sommet origigeogiegpar son sommet
destination. On ne peut donc pas prendre les arc a rebourge 8igraphe ci-apres, on
peut voir par exemple le chemivs, e, V2, e1,v1). Par convention, tout chemin comporte
au moins un arc.

On appelledistanceentre deux sommets d’un digraphe la longueur du plus petitnai
les reliant. S’il n’existe pas de chemin entre les somnxett y, on posed(X,y) = .
Par exemple, sur le digraphe ci-dessal(¥s,V4) = 2, d(Va,V5) = o, d(v3,v1) =1,
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Un circuit est un chemin dont les sommets de départ et de fin sont les méengdigraphe
ci-dessus ne contient pas de circuit.

Les notions de chemins et de circuits sont analogues a delteshaines et des cycles pour
les graphes non orientés.

Exercice 58

Soit X un ensemble de lapins, & un graphe orienté ayad pour ensemble de sommets.
On dit queG est un « graphe de parenté » si les arc&dmdent la relation « étre le parent
de...». Quelles conditions doit nécessairement ver@eyour pouvoir étre un graphe de
parenté ?

Exercice 59

On souhaite prélever 4 litres de liquide dans un tonneaur E&la, nous avons a notre
disposition deux récipients (non gradués!), 'un de 54ifleautre de 3 litres.

Comment doit-on procéder ?

Exercice 60 (Jeu de Fan Tan)

Deux joueurs disposent de plusieurs tas d’allumettes. Adeudle, chaque joueur peut
enlever un certain nombre d’allumettes de I'un des tas ifsiel@egle choisie). Le joueur
qui retire la derniére allumette perd la partie.

Modélisez ce jeu a l'aide d’'un graphe dans le cas ou I'on dispu départ de deux tas
contenant chacun trois allumettes, et ou un joueur peuveniee ou deux allumettes a
chaque fois. Que doit jouer le premier joueur pour gagneattigoa coup sar ?

Exercice 61

On appellgournoi un digraphe complet.

1. Montrez que tout tournoi ayant 3 sommets admet un chennimltoaien.

2. SoitT un tournoi ayanh— 1 sommets et un chemin hamiltonign Xo, ..., Xn_2,%n_1.
On suppose que I'on ajoute un somm@ta ce graphe et que, pour chague sommet
X1,X2,...,%n—2,Xn—1, ON @joute soit un ar¢x,,X;j), soit un arc(xj,xn), 1< j <n, de
facon a former un tourndl’ sans chemin hamiltonien. Dans quels sens sont alors orien-
tés les arcs entrg; et x, et entrex,_1 et X, ? Est-il possible d’avoir un arc orienté
de xj versx, et un autre de, versxj;1 pour 1< j <n—17? En déduire qud’ a
nécessairement un chemin hamiltonien.

3. Déduisez des questions 1 et 2 que tout tournoi admet uniclnemiltonien.

Exercice 62

Dans un digraphe, umi est un sommet duquel tous les autres sommets sont a unecdistan
d’au plus 2.

Démontrez qu’un tournoi a toujours un roi (Landau, 1953).
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2.3.1 Digraphe fortement connexe

Un digraphe edbrtement connexe si toute paire ordonnég@, b) de sommets distincts du

graphe est reliée par au moins un chemin. En d’autres tetmgssommet est atteignable
depuis tous les autres sommets par au moins un chemin.

On appellecomposante fortement connexéout sous-graphe induit maximal fortement
connexe (maximal signifie qu’il n’y a pas de sous-grapheiirmhnnexe plus grand conte-

nant les sommets de la composante).

Exercice 63
Donnez un algorithme permettant de calculer la distanae eleiux sommetg ety d’'un
digraphe connexe.

Exercice 64

Proposez un algorithme qui détermine si un graphe est fertenonnexe ou non.
Indication : utilisez un systeme de marquage des sommets.

Les graphes ci-dessous sont-il fortement connexes ? Sidwmez leurs composantes
fortement connexes.

131 B

2.4 Représentations non graphiques des digraphes
2.4.1 Matrice d’adjacences

On peut représenter un digraphe par une matrice d’adjasebcee matrice(nxm) est
un tableau den lignes etm colonnes.(i, j) désigne l'intersection de la ligneet de la
colonnej.

Dans une matrice d’adjacences, les lignes et les colonpessentent les sommets du
graphe. Un «1» a la positiofi, j) signifie qu’un arc part dé pour rejoindrej.

Exemple

Voici la matrice d’adjacences du digrapte:

(2)=(1) 01010
\ 000110
000100

® M=loooo01o0
000000

(4)y>(5) 01000
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Cette matrice a plusieurs caractéristiques :
1. Elle est carrée : il y a autant de lignes que de colonnes.

2. 1l 'y a que des zéros sur la diagonale. Un «1» sur la didgandiquerait une
boucle.

3. Contrairement a celle d’'un graphe non orienté, elle n'astgymétrique.

4. Une fois que I'on fixe I'ordre des sommets, il existe unerroatd’adjacences unique
pour chaque digraphe. Celle-ci n’est la matrice d’adjaced&uicun autre digraphe.

Exercice 65

On a calculé ci-dessous les matriddd et M3. M est la matrice d’adjacences du graphe
de I'exemple.

Pour chacune de ces matrices, a quoi correspondent les eswittienus ?

[cNeoNeoNoNoNe
ecNeolNolNoNol )
OO OOCOoOOo
P OOOOoOFPRr
P OORFREFELN
o O OO
OO OO0 Oo
OO OOCO0OOo
[cNoNeNoNelNe
[cNoNeNoNely
P OOOON
o O O O

2.4.2 Listes d’adjacences

On peut aussi représenter un digraphe en donnant pour claces sommets la liste des
sommets qu’on peut atteindre directement en suivant urdarcs(le sens de la fleche).

Exemple

Voici les listes d’adjacences du digrapGe:
QVQ
3) (®)

a b~
D

NS, N NI NN

OO, WN PR

N

Exercice 66
Décrivez le graphé ci-dessous par une matrice d’adjacences et des listesad&tjes.
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2.5 Digraphes sans circuit

Théoréme 2.1
Le digrapheG est sans circuit si et seulement si on peut attribuer un nemy,
appelé leang dev, a chaque sommetde maniére que pour tout afe,v) deG on ait

r(u)y <r(v).

Preuve

Si G comporte un circuitC, il n’est pas possible de trouver de tels nombrés car,
autrement, considérantj) = max{r(i) | i € C} et I'arc (j,k) € C, on auraitr(j) <r(k)

en contradiction avec la définition du rang.

Réciproquement, 6 n'a pas de circuit, il existe au moins un sommet sans prédéaes
dansG (sans cela, en remontant successivement d'un sommet adgcpsseur, on finirait
par fermer un circuit). Ainsi, on peut attribuer séquetgimlent des valeurs aux sommets
du graphe a I'aide de I'algorithme qui suit, ce qui concla@aémonstration.

O
Algorithme de calcul du rang

Donnée digrapheG = (V,E) sans circuit.
Résultat :rangr(v) de chaque sommetc V du digrapheG.

Début
r.=0
X:=V

R : I'ensemble des sommets desans prédécesseur daxs
Tant que X n’est pas viddaire
r(v) :=r pour tout sommev € R
X:=X-R
R : I'ensemble des sommets desans prédécesseur daxs
r=r+1
Fin tant que
Fin

Exercice 67
Attribuez un rang aux sommets du digraphe ci-dessous esamtill’algorithme de calcul
du rang.

L.
>
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2.6 Graphes de comparabilité

Un graphe est deomparabilité si on peut orienter ses arétes de fagon transitive, c’est-a-
dire de telle sorte que s’il existe un arc deers j et un arc dej versk, alors il existe
également un arc deversk.

Algorithme permettant de déterminer si G =(V,E) est un graphe de comparabilité

1. F:=0

2. Tant queF # E faire
Choisir une arétee dansk — F, donner une orientation a et compléter cette
orientation pour assurer une orientation transitive=de
Si une aréte doit étre orientée dans les deux sens, STOP :

G n’est pas de comparabilité.

Sinon, rajouter aF toutes les arétes nouvellement orientéesFSk E alors

STOP :
G est de comparabilité.

Exemple
(D—2) (D—2
od ®
5—® &—®
Jusque la, tout va bien...  Aie. Il manque une aréte
entre les sommets 3 et 2.
Exercice 68

Les graphes ci-dessous admettent-ils une orientatiositran?

®
savas

Etant donné qu’une orientation transitive d'un graphe demarabilité induit un ordre
parfait, on en déduit I'algorithme suivant de coloratiomimiale des sommets.

Algorithme de coloration minimale des sommets d’'un graphe d comparabilité

1. Déterminer une orientation transitive & (par exemple a l'aide de I'algorithme
ci-dessus), et poser=1.
2. Tant qu'il existe encore des sommets a colorer faire
donner la couleur a tous les sommets sans prédécesseur,
Oter ces sommets du graphe,
poseri :=i+1
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Exercice 69

Une compagnie de transport a un ensemble de trajets a effeCo décide de représenter
ceci par un graphe : un arc dea Tj indique que le trajeT; peut étre effectué par le méme
véhicule que celui qui a effectué le trajgt

1. De quel type est le graphe obtenu ?

2. Interprétez (dans le graphe non orienté) le probléme declaerche d’'un nombre
minimum de véhicules.

Exemple
Trajet | Ty | To | Tz | T4 Duréedutraje” | A | B | C
de Al B |C| B A 1h| 3h
a B C A A B | 2h 1h
départa 6h | 10h| 8h | 12h C | 2h| 4h
Exercice 70

On a demandé a un consommateur de comparararques de rasoir deux a deux, en
indiquant pour chaque paire une préférence stricte.

1. Est-il vrai que I'on peut toujours classer les marghBsMo, ..., M, de maniere que
I'on ait M1 > M2 > ... > Mp (ou M; > M; indique queM; est preférée #;) ?

2. On constate que le graphe associé a ces préférevices\(; donne un ar¢M;, M;))
est sans circuit. Que peut-on dire de la mardde (telle queM; > ... > Mp)?
Est-il possible d’avoir deux marques qui ont été préféréam@me nombre d’autres
marques ?

3. Existe-t-il toujours une marqud; telle queM; > M;, Vj # 1 ? Existe-t-il toujours
une marqueM; telle que pourj £ 1 :
— S0itMy > M;
— soit IM telle queMy > My > M; ?

2.7 Algorithme de Dijkstra

Edgser Wybe Dijkstra (1930-2002) a proposé en 1959 un dtgoe qui permet de calculer
le plus court chemin entre un sommet particulier et tous lgsea. Le résultat est une
arborescencec’est-a-dire un arbre avec un sommet particulier aprzaline.

Numérotons les sommets du grapBe= (V,E) de 1 an. Supposons que I'on s’'intéresse
aux chemins partant du sommet 1. On construit un veclesr (A (1);A(2);...;A(n))
ayantn composantes tel qui(j) soit égal a la longueur du plus court chemin allant de 1
au sommetj. On initialise ce vecteur &, c’est-a-dire a la premiere ligne de la matrice
des codts du graphe, définie comme indiqué ci-dessous :

0 sii=j
Cij = { © siiZjet(i,j) ¢E
o(i,j) sii#jet(i,j)€E
ou o(i, j) > 0 est le poids de l'ar¢i, j).
On construit un autre vecteys pour mémoriser le chemin pour aller du sommet 1 au
sommet voulu. La valeup(i) donne le sommet qui précedelans le chemin.
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On considere ensuite deux ensembles de somrieisitialisé a {1} et T initialisé a
{2,3,...,n}. A chaque pas de 'algorithme, on ajout&an sommet jusqu’a ce qua=V

de telle sorte que le vectedr donne a chaque étape la longueur minimale des chemins de
1 aux sommets d8.

Algorithme de Dijkstra

On suppose que le sommet de départ (qui sera la racine derkadence) est le sommet
numéroté 1. Notons qu’on peut toujours renuméroter les sstmpour que ce soit le cas.

Initialisations

A(j)=cajetp(j)=NIL, pour 1< j<n
Pour 2 < j <n faire

Sicyj < alors p(j) =1.
S=1;T={23,...,n}.

[térations

Tant que T n’est pas viddaire
Choisiri dansT tel queA (i) est minimum
Retireri de T et I'ajouter aS
Pour chaque successelirdei, avecj dansT, faire
SiA(j)>A(i)+0(,]) alors
A(j)=A(i)+8(,])
p(j) =i

Exemple
@
15
Y
©)
Initialisations

S={1};T={2,3,4,5} ; A =(0,15,00,00,4) ; p= (NIL,1,NIL,NIL,1)

lére itération

i =5 carA(5) =min(15,00,00,4) =4
S={1,5}; T={23,4}

les successeurs de 5 dansont 3 et 4

A(3) prend la nouvelle valeur mip; A (5) +6(5;3)) =min(A;4+7) =11; p(3)
A (4) prend la nouvelle valeur miep; A (5) 4+ 6(5;4)) =9; p(4) =5
d’'ou les nouveaux vecteurs = (0,15,11,9,4) et p= (NIL,1,5,5,1)
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2éme itération

i=4;A(4)=9

S={154};T={23}

le seul successeur de 4 dahsest 2

A(2) prend la nouvelle valeur m{i5;A (4) +6(4;2)) = min(15;9+3) =12 ; p(2) =4
d’'ou les nouveaux vecteurs = (0,12,11,9,4) et p= (NIL,4,5,5,1)

3éme itération

i=3;A(3)=11

S={1,543}; T={2}

le seul successeur de 3 dahsest 2

A (2) garde sa valeur car mih2;A (3) +90(3;2)) = min(12;11+3) =12
d'ou les vecteurs inchang@s= (0,12,11,9,4) et p= (NIL,4,5,5,1)

4éme itération
i=2;A(2) =12
S={1,54,32}; T={}
A =(0,12,11,9,4)
p=(NIL,4,5,5,1)

L'algorithme se termine, caf = {}.

On peut lire les codts des chemins les plus courts daasles chemins eux-mémes grace
au vecteum. Par exemple, le chemin minimal de 1 & 4 estde colt 92 ¢4y =9. C'est le
chemin 1-5-4, cap(4) =5 etp(5) = 1.

\oici la réponse sous forme d’arborescence :

Exercice 71
Appliquez I'algorithme de Dijkstra au graphe de I'exemplelessus pour trouver tous les
plus courts chemins en partant des sommets 2, 3, 4 et 5.

Exercice 72
Expliquez pourquoi des arcs avec des poids négatifs peatrgoser probléeme dans la
recherche d’un plus court chemin dans un graphe.

2.8 Réseau PERT (Project Evaluation and Review Technique)

Le probleme diplus long chemindans les digraphes sans circuit trouve une application
dans I'ordonnancement et la planification des tdches coampas projet complexe, par
exemple la construction d’'une maison.

On fait correspondre a chaque tache un arc d’un digrapheirée d’exécution étant égale
au poids de cet arc. Le digraphe reflete les précédencesesglans I'exécution du projet.
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Ainsi, la tche correspondant a l'af¢, j) ne peut commencer que si toutes les taches
correspondant a des ar¢k,i) ont été complétées. Le digraphe peut contenir des taches
fictives de durée nulle afin de forcer certaines précédences.

Les sommets du digraphe représentent des événements,(fiépbdes activités corres-
pondant aux arcs dont ils sont I'extrémité initiale (finaled fait que le digraphe est sans
circuit est garant de la faisabilité du projet. En effetxi&ence d'un circuit implique-
rait une contradiction dans les précédences : une tachatdmvanéme temps préceéder et
suivre une autre !

On supposera dorénavant que les sommets ont déja été naméeofl an de maniéere
compatible avec leurs rangs, c’'est-a-dire qup > r(i) implique j > i (voir I'algorithme

de calcul du rang). En plus, si le digraphe possede plusgumsnets sans prédécesseur,
on supposera avoir introduit un sommet 1 relié par un arc déedoulle a chacun de ces
sommets. Ce sommetindique le début du projet. De méme, gjrigatie possede plusieurs
sommets sans successeur, ceux-ci seront reliés par un docéenulle a un dernier som-
metn (fin du projet). Enfin, on supposera éliminés les arcs paeallgar I'introduction de
taches fictives.

Algorithme du chemin critique

Données :DigrapheG = (V, E), sans circuit, des activités avec leur dudge
Notations :
P(i)={keV | (ki) € E} : c’est 'ensemble des sommets prédécesseurs de
S(i)={keV |(i,k) € E} : c’est 'ensemble des sommets successeuis de
Résultat :
— & : début au plus tot des activités correspondant aux @rks partant de,
— @ : fin au plus tard des activités correspondant aux &gds arrivant ai,
— durée du chemin critique.
Début
— Calcul des dates de début au plus t6t (récurrence en avatay@te projet)
o =0
Pourk := 2 an faire & := max{J; +dj« | j € P(k)}
— Calcul des dates de fin au plus tard (récurrence en reculasiel@rojet)
% = on
Pourk:=n—1 a1 faireg :=min{g —dy; | j € Sk)}
Fin.

Définitions

— Unsommeti estcritique si & = q.

— Unarc (i, j) estcritique si ses extremités sont des sommets critiqueljet 5; — J .

— Unchemin critique est un chemin de 1 an’utilisant que des arcs critiques, c’est-a-dire
des activités telles que tout retard dans leur exécutiovoppeerait un retard de la fin du
projet.

— La durée du chemin critique est donnée pad, (ou par @, les deux valeurs étant
toujours égales). Elle correspond a la durée minimale djgipétant données les durées
des taches le composant et les précédences respectives.
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Exemple

Ci-dessous le graphe des précédences obtenu avec l'algerittu chemin critique.
Le chemin critique est en gras.

| Taches| Précédences Durée (jours)|

A - 3
B - 9
C - 5
D A 8
E B 4
F B 7
G B 20
H CF 6
I D, E 5

Conventions d’écriture :

@ Nom de la téche‘® 16 23
Durée de la tache
o ¢ X %
Exercice 73

Refaites le graphe des précédences de I'exemple en utilialyarithme du chemin cri-
tique.

Exercice 74
La construction d’'un entrep6t est divisée en dix tdches Bkantaractéristiques sont don-
nées dans le tableau ci-dessous. Trouvez le chemin critique

| Taches| Nature | Précédences Durée (jours)|
A Acceptation des plans par le propriétaire  — 4
B Préparation du terrain - 2
C Commande des matériaux A 1
D Creusage des fondations A B 1
E Commande des portes et fenétres A 2
F Livraison des matériaux C 2
G Coulage des fondations D, F 2
H Livraison des portes et fenétres E 10
I Pose des murs, de la charpente etdu toit G 4
J Mise en place des portes et fenétres H, I 1
Exercice 75

La rénovation du séjour d’'un appartement se décompose siepia taches décrites dans
le tableau ci-dessous. Ce dernier donne également les prémasia respecter lors de la
planification des travaux ainsi qu’une estimation de la dui® chacune des taches.
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| | Taches | Précédences Durée (jours)|
A | Enlévement des portes - 1/2
B | Poncage et peinture des portes A 3
C | Pose des portes B,J 1/2
D | Arrachage des papiers peints - 1
E | Tirage des fils électriques D 1
F | Pose des prises E, H,I 1/2
G | Ragréage des murs VA 2
H | Peinture du plafond G 2
| | Pose des papiers peints G 3
J | Peinture des cadres H, I 1
K | Arrachage de la moquette H, 1,J 1/2
L | Poncage du parquet K 1
M | Imprégnation et séchage du parquet L, F 4
N | Peinture du balcon - 2
O | Changement des protections solaifes N 1

1. Représentez le graphe des précédences de ces travaurwiiom

2. Déterminez une durée totale minimale de rénovation eibarhun chemin critique
dans ce graphe.
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Lexique

Acyclique (Acyclic)
Un graphe est acyclique s’il ne contient aucun cycle.

Adjacent (Adjacen)
Deux sommets sont adjacents s'’ils sont reliés par une &@étqualifie souvent deoisins
deux sommets adjacents.

Arborescence Rooted treg
Arbre avec un sommet distingué(la racine).

Arbre (Tree)
Graphe connexe ne contenant aucun cycle.

Arbre couvrant (Spanning tre¢
Un sous-graphe maximum d’un graphe qui est aussi un arbrgpa@a aussi d’arbre de
recouvrement.

Arc (Arc)
Une aréte orientée d’'un digraphe.

Aréte (Edge
Une aréte relie deux sommets dans un graphe. Nous appebdswesommets les extré-
mités de l'aréte.

Biparti ( Bipartite)

Un graphe est biparti si ses sommets peuvent étre divisée@n ehsembleX etY,
de sorte que toutes les arétes du graphe relient un sommeXdarun sommet dan¥.
Les arbres sont des exemples des graphes bipart(s. &it biparti, il est habituellement
noté parG = (X,Y,E), ou E estI'ensemble des arétes.

Boucle (Loop)
Aréte ou arc partant d’'un sommet et allant vers lui-méme.daegles ne sont pas autori-
sées dans les graphes et digraphes simples.

Chaine (Chain)

Une chaine dans un graphe est une suite de sommets reliésegarédes. La longueur

d’'une chaine est le nombre d’arétes utilisées, ou, ce qienmeau méme, le nombre de

sommets utilisés moins un. Une cha&lémentairene peut pas visiter le méme sommet
deux fois. Une chainsimple ne peut pas visiter la méme aréte deux fois.

Chemin (Path)

Un chemin dans un digraphe est une suite de sommets reli@ndegux autres par des
arcs. La longueur du chemin est le nombre d’arcs utiliséss aombre de sommets moins
un. Un chemirsimple ne peut pas visiter le méme arc plus d’une fois. Un chéemimé a
pour dernier sommet le premier.

Circuit ( Circuit)
Dans un digraphe, un circuit est un chemin fermé simple.
Cligue (Clique)

Sous-graphe complet d’'un grap@e L'ordre de la plus grande clique d& est notéw(G).
Prononcer « oméga de ».
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Complet (Complete

Dans un graphe complet, toutes les paires de sommets saneatis. Un graphe complet
a n sommets est not&, (le K est en I’honneur de Kuratowski, un pionnier de la théorie
des graphes).

Composante connexeGonnected componeht

Dans un graphe, une composante connexe est un sous-grallitenmaximal connexe.
Maximal signifie qu’il n’y a pas de sous-graphe induit corng@ius grand contenant les
sommets de la composante.

Connexe Connectel

Un graphe connexe est un graphe dans lequel chaque pairendee$® est reliée par une
chaine. Un graphe qui n’est pas connexe est dit non connese,d&compose en compo-
santes connexes.

Couplage ou appariement atching)
Un couplage est un ensemble d’arétes tel que chaque somngeajle appartient a au
plus une aréte de cet ensemble.

Couplage parfait (Perfect matching
Dans un graphe an2sommets, un couplage avacarétes est dit parfait. Chague sommet
du graphe est saturé par un couplage parfait.

Corde (Chord)
Aréte reliant deux sommets non adjacents d’un cycle.

Cycle (Cycle

Dans un graphe, un cycle est une chaine simple dont les atdseooincident. On ne
rencontre pas deux fois le méme sommet, sauf celui choisim®sommet de départ et
d’arrivée.

Degré Degreg

Le degré d’'un sommet est la taille de son voisinage. Le degm graphe est le degré
maximum de tous ses sommets.

Diametre (Diamete
Le diamétre d'un graphe est la plus longue des distances @ésirx sommets de ce graphe.

Digraphe (Digraph)

Un digraphe est un graphe dans lequel les arétes sont @sestéppelées arcs. Plus for-
mellement, un digraphe est un ensemble de sommets ainsi gnsemble de paires or-
données des sommets, appelées les arcs.

Distance Qistance
La distance entre deux sommets est la longueur de la pluseathaine entre eux.

Eulérien (Eulerian)

Une chaine ou un cycle est dit eulérien si chaque aréte dagsagpparait exactement une
fois. Les chemins et les circuits des digraphes sont digriemis sous les mémes condi-
tions.

Feuille (Leaf)
Sommet de degré 1. Aussi appstimmet pendant

Forét (Foresi)
Graphe qui ne contient aucun cycle. Les composantes condaxee forét sont des arbres.
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Fortement connexe Strongly Connectefl
Dans un digraphe fortement connexe, chaque sommet peudtétnet depuis n'importe
guel autre par un chemin.

Graphe (Graph)

Un graphe est un ensemble de points, dont certaines painésediges par des lignes.
Les points sont appelés sommets et les lignes sont nomn&es.ar

Plus formellement, un graphe est composé de deux enserbitesgmble des aréte& |

et 'ensemble des sommet¥ ). L'ensemble des sommets est simplement une collection
d’étiquettes qui permettent de distinguer un sommet d’ureal’ensemble des arétes est
constitué de paires non ordonnées d’'étiquettes de sommets.

Hamiltonien (Hamiltonian)

Une chaine ou un cycle est dit hamiltonien si chague sommgtafphe y apparait exac-
tement une fois. Les chemins et les circuits des digraph@sdsts hamiltoniens sous les
mémes conditions.

Homéomorphe Homeomorphig

Deux graphes sont homéomorphes s'’ils peuvent tous les derpl&enus a partir d’'un
graphe commun en remplacant les arétes par des chainessimpl

Les deux graphes ci-dessous sont homéomorphes.

lIs ont tous les deux été obtenus a partir du graphe ci-dessou

Incident (Incident)
Un sommet est incident a une aréte s'il est situé a une desaelgrémités de cette aréte.
Inversement, une aréte est incidente a un sommet si ellekdouce sommet.

Indice chromatique (Chromatic index

L'indice chromatique d’'un graphe est le plus petit nomkrpour lequel il existe uné-
coloration des arétes. L'indice chromatique du graghest noté pary(G). Prononcer
«khi de G ».

k-colorable (k-colorable

Un graphe est dik-colorable si & chacun de ses sommets peut étre assignéamnmiekp
couleurs de sorte qu’a deux sommets adjacents soit assigeémuleur différente. Cette
assignation est appelée coloration.

Liste d’adjacences Adjacency Structurg
Une représentation d’un graphe ou d’un digraphe qui énurpérg chaque sommet, tous
les sommets qui sont adjacents au sommet donné.

Liste d’arcs (Arc List)

Une représentation d’'un digraphe utilisant les arcs duagige. Ce peut étre une liste de
paires ordonnées de sommets, ou deux listes triées avemieetae départ dans une liste
et le sommet de fin & la position correspondante de la deuXiétee
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Matrice d’adjacences Adjacency Matriy

Une matrice carrée contenant des 0 et des 1, dont les ligihes eblonnes sont classées
par sommets. Un 1 en positid, j) signifie qu’il y a une aréte (ou arc) du somniedu
sommetj. Un 0 indigue qu'il N’y a aucune aréte ou arc. Une matrice dieghces peut
étre utilisée pour des graphes et des digraphes.

Multigraphe ( Multigraph)
Un multigraphe est un graphe contenant des boucles et/@iepts arétes reliant les
mémes sommets.

Nombre chromatique (Chromatic numbe}

Le nombre chromatique d’'un graphe est le plus petit norklggeur lequel il existe un&-
coloration des sommets. Le nombre chromatique du gr&ést noté pay(G). Prononcer
«gamma des ».

Nombre cyclomatique Cyclomatic numbey
v(G) =m—n+p, avec:

n : nombre de sommets

m : nombre d’arcs

p : nombre de composantes connexes

Ordre (Order)
L'ordre d’'un graphe est le nombre de ses sommets.

Orientation (Orientation)
Une assignation de direction aux arétes d’'un graphe. Unte @riéntée est un arc. Le graphe
auquel on a donné une orientation est dit graphe orientégratie.

Partiel (Spanning Subgraph
Le graphe obtenu en enlevant des arétes d’'un gr&pbst appelé graphe partiel.

Pendant Pendan)
Un sommet est pendant s’il est de degré 1. Aussi appelédaiilé graphe est un arbre.

Planaire (Planar)

Un graphe planaire est un graphe que I'on peut dessiner suswface plate sans que ses
arétes se croisent. Les graphes que I'on ne peut pas desaigecroisement sont dits non
planaires.

Racine (Roof)
Sommet distingué d’'un arbre. En distinguant un sommet dtbreaon obtient une arbo-
rescence.

Rang (Leve)
Dans une arborescence, les sommets a la méme distance ciadesant dits étre au méme
rang. La racine est par convention au rang 0 et la hauteuad&¢ est le rang maximum.

Régulier (Regular)
Dans un graphe régulier, tous les sommets ont le méme dedeéd&yré commun est,
alors on dit que le graphe éstrégulier.

Semi-eulérien éemi-eulerian
Un graphe est semi-eulérien s'il est possible de trouvechaée passant une et une seule
fois par toutes les arétes, et s'il n’est pas eulérien.
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Semi-hamiltonien semi-hamiltonian)
Un graphe est semi-hamiltonien s’il est possible de trouwer chaine passant une et une
seule fois par tous les sommets, et s’il n’est pas hamiltonie

Simple (simple
Un graphe est dit simple, s’il ne contient pas de boucle enhg/ia pas plus d’'une aréte
reliant deux mémes sommets.

Simplicial (simplicial)
Un sommetv est dit simplicial si son voisinagh(v) est une clique.

Sommet {ertex pluriel Verticeg
Extrémité d’une aréte ou d’'un arc.

Sous-graphe [hduced Subgraph
Un sous-graphe est obtenu en enlevant a un graphe des sosgtrtmites les arétes inci-
dentes a ces sommets.

Stable (Stablg
Un stable d’'un graph& est un sous-graphe d& sans aréte. L'ordre du plus grand stable
de G est notéa (G) et s’appelle nombre de stabilité. Prononcer « alph&de

Taille (Siz9
La taille d’'un graphe est le nombre de ses arétes.

Tournoi (Tournamen)
Digraphe complet.

Triangulé (Chordal)
Un graphe est triangulé si tous ses cycles de longueur supéri3 contiennent au moins
une corde.

Voisinage (Neighborhood
Le voisinage d’'un sommet est I'ensemble de tous ses somijetseats.
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1 Graphes non orientés

Exercice 1
On obtient le graphe biparti suivant (a gauche) :

En colorant les arétes de ce graphe (1 couleur = 1 heure daifé) en prenant garde que
chaque sommet n’ait pas deux arétes incidentes de mémeicaneobtient le résultat de
droite. De ce graphe coloré, on tire I'horaire suivant :

| | P1| P2]| P3]
1ére heure (rouge) C1 | C3 | C2
2eme heure (vert)| C1| C2 | C3
3eme heure (bleu) C2 | C1| C3
4eme heure (noir) C1

Exercice 2
On obtient le graphe complégs.

X > X

Il faudra 5 jours de tournoi. Voici un calendrier possible :

| Jour 1| Jour 2| Jour 3] Jour 4| Jour 5|
12 | 23 | 13 | 24 | 14
34 | 45 | 46 | 15 | 26
5-6 1-6 2-5 3-6 3-5

Ce calendrier a été construit d’apres les cing schémas sbdss
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Exercice 3
On utilise le graphe qui indigue les cases atteignablesisiepe case courante.

Les mouvements sont donc (par exemple) : ¢3-b1l, a3-c2, adtki?, bl-a3, c2-al, b3-cl,
a2-c3, ¢3-b1l, a3-c2, al-b3, cl-a2, bl-a3, c2-al, b3-ct3a2-

Exercice 4
Comme Holmes, dessinons un graphe avec les sommets A, B, C, EetHiCGDans ce
graphe, on relie deux sommets i et j si les suspectes i et jregesucontrées au chateau.

Pour découvrir laquelle des 7 femmes est venue plus d’'useafochateau, il faut recher-
cher dans le graphe des cycles reliant quatre sommets, isgiosidle. En effet, un tel carré
ijkl sans diagonale indique que I'une des quatre suspestaséeessairement venue plus
d’une fois au chateau.

- )
c A G

Pour s’en convaincre, on peut faire le petit schéma tempo#dssous :

On voit que i a d0 venir deux fois au chateau pour qu’un cyctes shagonale apparaisse
dans le graphe.
Le seul sommet commun a ces trois cycles est le sommet A. GlastAinn la coupable.
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Exercice 5

Construisons un graphe dont les sommets représentent Ipsrsiannes ; deux sommets
sont reliés par une aréte noire lorsque les personnes saissent et rouge dans le cas
contraire. Il s’agit de prouver que ce graphe contient uiggielK3 dont les arétes sont de
méme couleur.

Si I'on ne tient pas compte de la couleur des arétes, on abdiegraphe compleKg. De
chaque sommet partent cing arétes, et au moins trois d’elis® sont de méme couleur
(noire ou rouge). Considérons la cligde composée des sommets 1, 2, 3 et 4. Supposons,
par exemple, que les arétes (1, 2), (1, 3) et (1, 4) soierggris

(DD
9/ ®

OXO,

Considérons alors la cliquiks composée des sommets 2, 3, 4. Si toutes ces arétes sont
rouges, c’est terminé : on a trois personnes qui ne se cEamiigas.

Si une de ces arétes est grise, c’est aussi terminé : on g&ESNNES qui se connaissent.
Par contre, dans uKs, on peut trouver deux graphes partiels complémentairesisan

On le voit sur les deux graphes patrtiels ci-dessous, donufzetposition” donne le graphe
completKs :

o (1)
ofR6 9’6‘9
[ ><)
‘? ‘, ‘3 ¢,

"Ne se connaissent

Se connaissent pas"”

Exercice 6

Soit G = (V,E) un graphe simple. Quand on calcule la somme des degrés deset®m
chaque arétéx,y) de E est comptée deux fois, une premiére fois pd(x) et une seconde
fois pourd(y). Donc, cette somme est finalement égale a deux fois le nondmétek.

Remarque
Le lemme des poignées de mains reste valable pour les nayltigs avec boucles en conve-
nant qu’une boucle contribue pour 2 dans le calcul du degné sbmmet.

Exercice 7

Notons P I'ensemble des sommets de degré pait #ensemble des sommets de degré
impair d'un graphe simplés = (V,E). P et | forment une partition dé&/ . D’apres le
lemme des poignées de mainsn a:

v;d(v) —2.|E|= Vgpdw) +V; d(v)
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Or 2-|E| et 3,pd(v) sont des entiers pair§., d(v) est également pair, puisque c’est
la difference de deux entiers pairs. Or, chaque terme denfsnsoy ., d(v) est impair.
Elle ne peut donc étre paire que si le nombre de termes estQpaa ainsi montré que le
cardinal del est un entier pair.

Exercice 8

Si tout le monde a au moins un ami dans I'assemblée, celdisigpnie tous les degrés des
sommets sont compris entre lret 1. Comme il y an sommets, par le principe des tiroirs,
il est certain qu’au moins deux ont le méme degré, donc que pletsonnes ont le méme
nombre d’amis.

Si une personne n’a aucun ami, le degré du sommet correspoesta0. Les degrés des
n—1 autres sommets sont compris entre het2. Méme conclusion que dans le premier
cas.

Si plusieurs personnes n’ont pas d’amis, alors elles on@amenombre d’amis, en 'oc-
currence 0!

Exercice 9

Considérons le graphe simple dont les sommets représeaseth lordinateurs ; les arétes
représentent les liaisons entre ces ordinateurs. Si chagupageil est relié a exactement 3
ordinateurs du réseau, les sommets du graphe sont tous e miggir. D'apres le résultat
établi dans I'exercice 7, un tel graphe doit posséder un nemdir de sommets, le réseau
est donc impossible.

Exercice 10

La figure ci-dessous montre deux graphes 3-réguliers (caudisi cubiques), ayant res-
pectivement 4 et 6 sommets. En effet, on constate aisémé&hb'guiste pas de graphes
cubiques ayant un nombre impair de sommets : le nombre d&addtin graphe cubique a
n sommets es%, qui n’est entier que lorsque est pair.

(D) (D2)
A
(2) (3) (4)
N

Lessuites (3,3,2,1,1),(3,3,2,2)et(4,2,1,1, 1, 1) somplgiques, comme le montrent
les graphes ci-dessous :

©
® ©®
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Les graphes distincts ci-dessous correspondent tous dawsude (3, 2, 2, 2, 1) :

e&e ® jelclo
e e

Exercice 12
Un probléme survient avec les multigraphes, car plusieétesipeuvent relier deux mémes
sommets.

Exercice 13
Les graphes complets.

Exercice 14

Soit G = (V,E) un graphe. On appellera coloriage d’'un graggheé k couleurs toute ap-
plication ¢ deV dans {1, ... ,k}. On dira qu’un coloriagep est propre si deux sommets
voisins n'ont pas la méme couleur.

Soit G un graphe biparti e un coloriage & 2 couleurs d&. Si (X, ...,X,) €st une chaine,
on a pouri € {0,...,n— 1}, @(x) # @(%+1), d'0l P(Xa) = P(X0) €t P(Xacr1) = P(Xa).
Maintenant, si cette chaine est un cycle, 0@ & X,, d’ou @(Xo) = @(Xn), ce qui implique
guen est pair.G ne possede donc pas de cycle de longueur impaire.

Soit maintenanG = (V,E) un graphe ne possédant pas de cycle de longueur impaire. On
doit construire un coloriage propre d& Comme les composantes connexes ne commu-
niquent pas entre elles, on peut se ramener au c& est connexe : il suffira ensuite de
recoller les applications.

Soit xp un sommet quelconque dé. Pour x € V, on notel(x) la longueur minimale
d’un chemin reliantxg & x. On pose alorgp(x) = 1 sil(x) est pair,@(x) = 2 sinon. Soit
{x,y} € E : il est facile de voir quel(x) —I(y)| < 1. Si on avaitl (x) = |(y), on pourrait
construire un cycle de longueut(R) + 1 contenant le poinky et I'aréte {x,y}. Ceci

est contraire a I'hypothése selon laquelle le graphe neemdnpas de cycle de longueur
impaire. On a dondl (x) —1(y)| = 1, doncl(x) etl(y) ne sont pas de méme parité, ce qui
implique @(x) # @(y). Le coloriage est donc bien propre.

Exercice 15
Tous les cycles sont pairs. On peut le dessiner ainsi :
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Exercice 16

SoitV ={vi,...,vn} etE ={ey,...,em}. Construisons la suite de graph®s= (V, E;) avec
Eo:=0 etE :=E_1U{e} pouri=1,...m.

Le théoréme est vrai poy carm=0, p=netv(Gy) =0—n+n=0.

Supposons le théoreme vrai pdar et étudionsG; 1. Deux cas peuvent se présenter :

a. L'aréteg 1 = {a,b} a ses extrémités dans deux composantes connexes distia@es
alorsGj;1 auram;1 =m + 1 arétesnpn sommets ep;1 = p; — 1 composantes connexes
donc :V(Git1) =M1 —N+pPirr=(M+1)—n+(pi—1)=m—-n+p=v(G) =0

b. Laréteg 1 = {a,b} a ses extrémités dans la méme composante connete, @dors
Giy1 auram 1 = m + 1 arétesn sommets ety 1 = p; composantes connexes donc :
V(Giy1) =My —Nn+pipr=M+1)—n+p=m-n+p+1>v(G)>0

Ainsi, dans les deux cas, ondGj 1) > v(G;).

On constate dans cette construction, que deswj@) devient plus grand que 0, on a un
cycle dansG.

Exercice 17
Non. Le graphe correspondant n’est ni eulérien, ni senérean :

Les sommets représentent les quatre régions de la villed(Mareiphof, Est, Sud) et les
arétes les ponts reliant deux régions adjacentes .

Exercice 18

Un graphe est eulérien si tous ses sommets sont de degré psirsemi-eulérien si tous
ses sommets sauf deux sont de degré pair; les chaines enéidu graphe auront alors
ces deux sommets pour extrémités.

Exercice 19

Le graphe de gauche n’est évidemment pas eulérien puisqueonoexe. Celui du milieu
est eulérien car tous les sommets sont de degré pair. Celuode dst semi-eulérien, car
seuls deux sommets sont de degré impair.

Exercice 20

Oui. Comme le nombre de sommets de degré impair est toujours! gaffit de relier le
nouveau sommet a tous les sommets de degré impair. Tousnesete seront alors de
degré pair, et le graphe sera donc eulérien.

Exercice 21

Non, car le graphe correspondant n’est pas eulérien. Pawstroire ce graphe, on a re-
présenté les régions délimitées par des cloisons par lesistsmles sommets ety sont
reliés si les régiong ety sont séparées par une cloison. Chaque cloison correspond don
a une aréte du graphe.
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Exercice 22
Réponses aux quatre questions :

1) Les dominos sont au nombrede4+3+2+1=10:1-2, 1-3, 154,243, 2-4, 2-5,
3-4, 3-5, 4-5.

2) Considérons maintenant le graphe compdeta 5 sommets numérotés de 1 a 5. Ce
graphe possede 10 arétes, chaque aréte correspondantairersdesommets distincts,
c’est-a-dire a un domino. Former une boucle fermée avec @@snds revient donc a
trouver un cycle eulérien (passant par toutes les arétas,tdisant tous les dominos)
dansKs. Une solution possible est la suivante : 1-2, 2-3, 3-4, 4-b, 5-3, 3-5, 5-2,
2-4, 4-1.

3) Les dominos doubles peuvent étre insérés sans difficatté dette suite. En terme de
graphes, les dominos doubles correspondent & une bouela saummet et cette boucle
peut étre parcourue lorsqu’on atteint le sommet en question

4) Sil'on considere le méme probléme avec des faces nunedrd 1 an, on doit rai-
sonner sur le graphe completrasommets. Or, nous savons qu’un graphe admet un
cycle eulérien si et seulement si il est connexe et ne pospérides sommets de degré
pair. Dans le cas des graphes complets, cela n’est vrai dgg@smbre de sommets est
impair.

Exercice 23
Par exemple :

Hamiltonien et Hamiltonien et Non hamiltonien Non hamiltonien
eulérien non eulérien et eulérien et non eulérien
Exercice 24

Réponses aux quatre questions :

1) Désignons par les chiffres de 1 a 9 les 9 personnes et &aeglle graphe complet
Kg & 9 sommets. Une composition de la table correspond a unlegoddtonien deKg
(un cycle passant une et une seule fois par chaque sommegussicompositions de
table correspondent a deux cycles ayant une aréte commnelaesignifie que les deux
personnes reliées par cette aréte se retrouvent cote aA\ndge.le probléeme revient a
déterminer le nombre de cycles hamiltoniens disjoint&eele grapheKg possédant
9.8-+2 =36 arétes et chaque cycle utilisant 9 arétes, ce nombre esdmum égal
ada.
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2) Il vaut effectivement 4, comme le prouvent les 4 cyclesiltamens disjoints suivants :
1,2,39,4,85,76-1,3,4,2,59,6,8,7-1,4,5,3,6,287,9,5,6,4,7,3,8,2,9

3) Avec trois tables de 3, chaque ensemble doit correspaeniiogs triangles.
4) (1,2,3)(4,5,6)(7,8,9) - (1,4,7)(2,5,8)(3,6,9) - (9)%2.,6,7)(3,4,8) - (1,6,8)(2,4,9)(3,5,7)

Exercice 25

Il s’agit de trouver des cycles hamiltoniens dansdenplémentairedu graphe, c’est-a-dire
dans le graphe précisant les compatibiltés entre les paegson

Envoiciun:B,C,H, A, F, G, E,D.

Le graphe complémentaire d’'un graphe sim@lest un graphe simplel ayant les mémes

sommets et tel que deux sommetstdesoient adjacents si et seulement s’ils ne sont pas
adjacents dan6.

Exercice 26
On cherche un couplage optimal dans le graphe ci-dessousefaésente les bindbmes

possibles) :
(L (A _{B)
N 7N
INL 7

&

On peut donc former 6 binbmes.

Exercice 27
On cherche un couplage optimal dans le graphe biparti dedess(qui représente les
couples possibles) :

On voit facilement qu’il existe un couplage parfait. On pdahc former six couples.
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Exercice 28

Etant donnée une carte conne®esupposons gu’elle n’ait qu’un sommet Alors S=1
et A=0, il 'y a qu’une région, don®=1. Ainsi S— A+ R = 2. D’autre part,C peut étre
construite a partir d’'un seul sommet a I'aide des constnstsuivantes :

(1) Ajouter un nouveau sommex et le relier a un sommet exista@t , par une aréte qui
n’en croise aucune autre.

(2) Relier deux sommets existar@s et Q, par une arét@ qui n’en croise aucune autre.

L'opération (1) ne change pas la valeur8ie A+ R, puisqueS et A sont augmentés de 1
et queR n’est pas modifié. L'opération (2) ne change pas non plusleuvaleS— A+ R,

car S est inchangé alors qu& et R sont augmentés de 1. En conclusion, la cartdoit
avoir la méme valeu6— A+ R que la carte qui n’a qu’un seul sommet, a savoir 2, et la
formule est démontrée.

Exercice 29

On remarque qu&z 3 a 6 sommets et 9 arétes. Supposonskie soit planaire. D'apres

la formule d’Euler, la représentation planaire a 5 régi@8<5=2). Il n’y a pas de cycle de
longueur 3 dans le graphe, donc le degré de chaque régiogtaogupérieur ou €gal a 4, et
la somme des degrés des régions doit étre supérieure ouaég@leComme la somme des
degrés des régions d’'une carte connexe est égale a deus fmsbre d’arétes (théoreme
1.7), le graphe doit avoir au moins 10 arétes. Kz a 9 arétes. Ce graphe n’est donc pas
planaire.

Exercice 30
M?2 indique le nombre de chaines de longueur 2 entre les somine¢ts. M3 indique le
nombre de chaines de longueur 3 entre les somirets.

Exercice 31

Matrice et listes d’adjacences :
010101(% 1:2,4,6
1001111 2:1,4,5,6,7
0001000 3:4
1110110 4:1,2,3,5,6
01 01000 5:2,4
1101000 6:1,2,4
O1 00O00O d 7:2

Exercice 32

Ce théoreme se démontre en utilisant systématiguementdestné 1.3.

(1) < (2) par définition

(2) < (3)

V(G) =0etp=1 = m=v(G)+n—p=n—1. Réciproquemenn=n—1 etv(G) =
0 entrainep=n— (n—1) =1, doncG est connexe.

B =@

v(G)=0etm=n—1=p=v(G)—m+n=0—(n—1)+n=1. Réciproquemenp=1
etm=n-1 entrainev(G) = 0, doncG est sans cycle.

(4) = (5)

m=n—-1etp=1= v(G) =0= G est sans cycle (et donc sans boucle).
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G connexe=- chaque pairqu,v} de sommets distincts est reliée par une chaine simple.
G est sans cycles> chaque pairqu,v} estreliée par une seule chaine simple.

()= ()

Si chaque pairdu,v} de sommets distincts d@ est reliée par une seule chaine simple, le
graphe est en tout cas connexe et ne peut contenir de cywlpkesj puisque chaque cycle
simple peut étre vu comme étant la concaténation de deurehaux arétes disjointes et
aux extrémités communes. Doficest un arbre.

Exercice 33

Le théoréme est vrai pour= 2 sommets, car les deux sommets sont des feuilles.
Supposons qu'il soit vrai poun— 1 sommetgn > 2). Si on veut ajouter un sommet, on
peut le relier a I'arbre existant avec une aréte (sinon oméoun cycle) soit a une feuille,
soit a un sommet qui n’est pas une feuille. Dans le premiedea®mbre de feuilles reste
le méme (une disparait et une apparait) ; dans le secon@ casnbre de feuilles augmente
de 1.

Le théoreme est donc vrai poar sommets, puisque I'on ne peut pas faire diminuer le
nombre de feuilles par I'ajout d’'un sommet.

Exercice 34
La figure ci-dessous montre tous les arbres possibles qentrg 1 et 7 sommets. On voit
gu’ily a 3 arbres différents a 5 sommets, 6 a 6 sommets et 1loenimsts.

Exercice 35
Siun arbre a un couplage parfait, toutes les feuilles sdatéas (forcément). Colorons en
noir les arétes du couplage. On peut construire un coupladaifpdans un arbre ainsi :

1. On colore toutes les arétes touchant une feuille en nigiuS d’'une aréte noire touche
un méme sommet, alors il N’y a pas de couplage parfait : STOP

2. On enleve les arétes noires et les sommets pendants.
3. On enléve les nouveaux sommets pendants et les arétesradm
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4. Tant qu’ily a des sommets, allez en 1.

Ce procédé ne peut donner qu'un seul couplage parfait, sfila en.

Etant donné un graph&, notonsimp(G) le nombre de composantes connexes d’'ordre
impair de G. Pour qu’un arbre ait un couplage parfait, il famp(G — v)=1 pour tout
sommetv.

Exercice 36
S$=1{2,3,3,5,5,7,7,9}

Exercice 37
On obtient une étoile :

(TF—19)
610100

Exercice 38

Un codage de Prifer est une liste ordonnéande2 nombres compris entre 1 Bt avec
répétitions possibles des nombres. Il p aombres possibles pour la premiere place dans
la liste, n pour la 2émen pour la 3éme, etc. En tout, il y a doné=? listes possibles, donc
n"~2 arbres différents & sommets numérotés.

Exercice 39
Il'y a 8 arbres couvrants.

Exercice 40
Il'y a 5 arbres maximaux possibles.

Exercice 41

G contient plusieurs cliques d’ordre 3, dopG) > 3.

Déterminons une partition des sommets3dlen sous-ensembles stabl&s = {vi,v4},S =
{v2,V6,v7},S3 = {v3,v5}. Donc y(G) < 3, car a chaque stable correspondra une couleur.
On en déduit que/(G) = 3.

Exercice 42
Réponses aux trois questions :

1. Il faudra 3 couleurs.
2. Oui, le graphe est semi-eulérien.
3. Oui, le graphe est semi-hamiltonien.

Exercice 43

On construit d’abord le graphe des rencontres : les somraptésentent les éléves ; une
aréte(i, j) signale que les éleveset j se sont rencontreés.

Il reste alors a proposer une coloration du graphe utilisanhiombre minimum de cou-
leurs. Chaque couleur correspondra a une place assise.dratotmh montre que la biblio-
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théque dispose d’au moins quatre places assises, car leegraptient une clique a quatre
sommets (B-E-F-G). Ces quatre places assises sont suffisantes

Exercice 44

Construisons le graph€& dont les sommets sont les agences numérotées de 1 a 7, une
aréte reliant deux sommets lorsque les deux agences condesftes proposent au moins

un lieu identique.

On arrive a trouver une 3-coloration des sommets (voir ssdas). Chaque couleur cor-
respondra a un jour de la semaine.

ler jour (rouge) : excursions des agences 1, 3 et 7.
2eme jour (vert) : excursions des agences 2 et 6.
3eme jour (jaune) : excursions des agences 4 et 5.

Exercice 45

Construisons le graph& dont les sommets sont les épreuves numérotées de 1 a 7, une
aréte reliant deux sommets lorsque les deux cours corrdapbpossedent des étudiants
communs.

&

Planifier les examens en un temps minimal consiste a détermimek-coloration deG
aveck=y(G) :

G possede une clique d’ordre 4 (de sommets 1, 2, 3, 4), g0BL > 4.
Déterminons une partition des sommets@en sous-ensembles stables :
S1= {15}, = {2.6},5 = {3}.S = {4.7}, dou y(G) < 4.

On en déduit que/(G) = 4.

Les examens peuvent étre répartis en 4 périodes, de la manigante :
1ére période (rouge) : épreuves des cours 1 et 5.

2éme période (vert) : épreuves des cours 2 et 6.

3eme période (jaune) : épreuve du cours 3.

4eme période (cyan) : épreuves des cours 4 et 7.

Exercice 46
Construisons le graph¥ dont les sommets sont les huit produits chimiques tel qu& deu
de ses sommets sont reliés lorsque les produits associés soirenets ne peuvent pas
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étre entreposés dans le méme wagon. Le nombre minimum densvagbégal au nombre
chromatique de ce graphe.

X contient une clique d’ordre 4 (de sommets A, C, D, H), dofX) > 4.

Déterminons une partition des sommetsden sous-ensembles stabl&s = {A E}, S =
{B,C},S={D,F,G},S={H}. Doncy(X) <4.

On en déduit que/(X) = 4. Il faudra donc 4 wagons.

Exercice 47
Réponses aux trois questions :

1. Il suffit de considérer un cycle ayant un nombre impair dersets.

2. Sil'on rajoute a ce graphe un sommet relié a tous les sosduetycle, on obtient un
graphe de nombre chromatique 4 ne contenant p&g,de

3. On peut itérer cette construction de fagon a obtenir, pmutrn, un graphe de nombre
chromatiquen ne contenant pas d€,.

Exercice 48

Résoudre un Sudoku classique revient a colorer un graphe@n@hets (un sommet cor-
respondant a une case) avec 9 couleurs, certains sommtsataés au départ. Ce graphe
a 810 arétes, chaque case (sommet) étant reliée aux 8 aesasdlonne, aux 8 autres de
sa ligne et aux 8 autres de sa région (4 sont déja comptées)j fzt bien (81(8+8+4))/2
=810 arétes.

Exercice 49
Les colorations des trois graphes :

v

ex. 41 ex. 45

Exercice 50
Il faudra 3 couleurs au minimum. L'algorithme de Welsh et Bihaionne la coloration en
3 couleurs ci-apres.
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Exercice 51
Il'y a beaucoup de colorations possibles... avec 4 couleunsigimum.

Exercice 52

Il s’agit de colorer avec le minimum de couleurs les graplmspiets a 3, 4, 5 et 6 som-
mets. Les sommets représenteront les joueurs, les arétesakehes et les couleurs les
heures des matches.

On peut colorer les arétes #g et K4 avec trois couleurs. Il faudra donc au minimum trois
heures.

On peut colorer les arétes #g et Kg avec cing couleurs. Il faudra donc au minimum cing
heures.

Exercice 53
On peut faire "disparaitre” entierement le graphe en élintisaccessivement les sommets
simpliciauxvy, v7, Vs, Vg, V2, V3, V4, V5. Le graphe est donc triangulé.

Exercice 54
Tous ces types de graphes possédent un schéma d’élimipatifait. lls sont donc trian-
gulés.

Exercice 55

En reprenant le schéma d’élimination parfait de I'ex. 53colorie les sommets en lisant
la liste de droite a gauche et on met a chaque fois la coul@lutapetite possible, ce qui
donne:vs —+1,v4—2,v3—3,Vo—4,Vvg—2,vg—1,v7—3,v1 — 1.
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2 Graphes orientés

Exercice 56
Elémentaire... Ne pas oublier les boucles sur les sommets.

Exercice 57
Degrés des sommets :

d*(1)=3,d (1) =0,d(1) =3
dF(2)=2,d7(2)=2,d(2) =4
d"(3)=1,d(3)=0,d(3) =1
dt(4)=1,d (4 =3,d(4) =4
d*(5)=0,d (5 =2,d(5) =2
d*(6)=1,d(6)=1,d(6) =2
Exercice 58

Conditions nécessaires :

- Chaque sommet doit avoir un degré intérieur (entrant) égaléaque lapin a deux
parents) a I'exception de deux sommets pour lesquels l&degrieur est nul (ces som-
mets correspondent aux Adam et Eve de notre groupe de lapins)

- Le graphe doit étre sans circuit (on dit également acyeligin effet, un lapin ne peut
avoir pour parent I'un de ses descendants...

- On doit pouvoir colorer les sommets de ce graphe en deueomi(male et femelle), de
facon telle que tout sommet de degré intérieur égal a 2 pessegrédécesseur male et
un prédécesseur femelle.

Il est possible que d’autres conditions soient nécessaigs mes connaissances sur la
reproduction chez les lapins ne me permettent pas d’allex Ipin... (hombre de portées
possibles, nombre de petits lapins par portée, etc.)

Exercice 59

Les étiquettes des sommets sont des couples donnant respexit le contenu du réci-
pient de 5 litres et celui du récipient de 3 litres. On placatwnentre deux sommets lors-
gu’on peut passer d’'une configuration a I'autre. On cherétrs an chemin du sommet 0,
0 au sommet 4, 0...

La figure ci-aprés montre un tel chemin (le digraphe n’estrppeésenté en entier).

Il'y a d’autres solutions que celle présentée ci-dessous.

0,0 50 2,3
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Exercice 60
Le jeu avec deux tas de trois allumettes est décrit par lehgrapdessous. On ne distingue
pas les deux tas (par exemple 2,1 = 1,2).

Le joueur qui atteint la configuration 0,0 perd la partie. Rgagner, on doit donc absolu-
ment atteindre la configuration 0,1. On peut vérifier qu'arajat 1,3 au premier coup, on
peut toujours ensuite atteindre 0,1 en deux étapes : 1,3-00130u 1,3 - 1,2 - 0,1 ou enfin
1,3-1,1-0,1. Le coup gagnant au départ est donc « enlevariettes dans un tas ».

Exercice 61

Réponses aux questions 1 et 3 :

1. Il n’y a que deux tournois et tous les deux ont un chemin haméen.
3. Preuve par induction.

Exercice 62

Soit x un sommet d’'un tournoil . Si x n’est pas un roi, alors un sommegtn’est pas
atteignable a partir d& par un chemin de longueur au plus 2. Donc, aucun successeur
de x n'est un prédécesseur ge Cela signifie que chaque successeurxdgoit &tre un
successeur dg et quex est un successeur ge Doncd™ (y) > d*(x). Siy n'est pas un

roi, on peut répéter I'argument pour trouver un sommetyant un degré extérieur plus
grand. Commd est fini, ce processus devra se terminer une fois et nousaimm@ment
trouveé un roi.

Exercice 63
Soit x ety deux sommets d’un digraphe conne@e-= (V,E). L'algorithme de Moore cal-
cule la distancel(x;y). On étiquette les sommets @een observant les régles suivantes :

1. le sommexk recoit I'étiquette 0
2. on choisit un argu,v) € E, ot u est déja étiqueté :
i. si v n'estpas étiqueté, alorsrecoit I'étiquettek + 1
ii. si v estétiqueté, alors I'étiquette dev est remplacée panin(p;k+ 1)
puis on biffe cet arc.

L'algorithme s’arréte lorsque tous les arcs ont été bifféstiquette de chaque sommet
donne sa distance par rapport au somet

L'algorithme de Moore permet aussi d’exhiber de facon réigarles chemins de longueur
k dex ay : on part dey et on détermine les sommetgels que(zy) € E avecd(x;z) =
k—1 et ainsi de suite jusqu’a.
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Exercice 64
Algorithme de marquage

1. On marque un sommstquelcongue avec le symbole-".

2. On marque avec le symbole "+" tous les sommets que I'on pimihdre depuis en
suivant les arcs dans le sens des fleches.

3. Si certains sommets ne sont pas marqués par "+" alors SEBOR graphe n’est pas
fortement connexe.

4. On marque avec le symbole "-" tous les sommets que |'on pihdre depuiss en
suivant les arcs dans le sens inverse des fléches.

5. Sitous les sommets sont marqués'; alors le graphe est fortement connexe.

Le premier digraphe est fortement connexe, car tous les stsront pu étre marqués".
Par contre, le deuxiéme digraphe n’est pas fortement cenri®our trouver les compo-
santes fortement connexes, on suit la procédure suivante :

a. Appliquer I'algorithme de marquage énoncé ci-dessus.

b. Supprimer les sommets marqués d’'uh™: ils forment une composante fortement

connexe.
c. Tant qu’il reste des sommets, aller en a.

Composantes fortement connexes du deuxieme digraphe : $1,62, {9, 10, 13, 14}, et
{3,4,7,8,11,12, 15, 16}.

Exercice 65
M?2 indique le nombre de chemins de longueur 2 entre les sominegts. M3 indique le
nombre de chemins de longueur 3 entre les sominetg .

Exercice 66
000001(1 1:6
1001111 2:1,4,5,6,7
0001000 3:4
1 000100 4:1,5
0O00OOODO 5:-
0001000 6:4
OOOOOOd 7:-

Exercice 67
On obtient les rangs ci-dessous :

D D—®
6 >

O ®)
2

0 1
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Exercice 68
Le premier graphe admet une orientation transitive :

(@
© (9
(&>

Exercice 69
Réponses aux deux questions :
1. On obtient un graphe de comparabilité :

@
)

2. Le nombre minimum de véhicules est le nombre minimum denaiepassant par tous
les sommets du graphe.

Exercice 70

Corrigé abrégeé :

1. Oui. Preuve par induction.

2. M; est préféré a toutes les autres marques. Il est impossibldepx marques aient été
préféerées au méme nombre d’autres marques.

3. Si le graphe contient un circuit, il n’existe pas toujouree marque préférée a toutes
les autres (on peut facilement trouver un contre-exempis daK,). Par contre, on peut
prouver par induction que le deuxieme cas est toujours vrai.

Exercice 71
Corrigé en partant du sommet 3 :

Initialisation
S={3};T={1,2,4,5};A =(,3,0,2,00); p= (NIL,3,NIL,3,NIL)

lére itération

i=4carA(4) =min(w,3,2,00) =2

S=1{3,4};T ={1,2,5};

les successeurs de 4 dahsont 1 et 2;

A (1) prend la nouvelle valeumin(eo; A (4) + &(4;1)) = min(e0; 2+10) =12 ; p(1) = 4;
A(2) garde sa valeur canin(3;A (4) +6(4;2)) =min(3;2+3) =3 ; p(2) = 3;

d’ou les nouveaux vecteurs = (12,3,0,2,0) et p= (4,3,NIL,3,NIL)

2e itération

i=2carA(2) =min(123,0) =3;

S=1{2,3,4}; T ={1,5};

2 n'a pas de successeur dans

d'ou les vecteurdl = (12,3,0,2,») et p=(4,3,NIL,3,NIL)

3e itération
i=1carA(l)=min(120)=12;
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S={1,2,3,4}; T ={5};

le seul successeur de 1 dahsest5;

A(5) =min(oo;A (1) +6(1;5)) = min(e;12+4) =16 ; p(5) =1
d’'ou les vecteurst = (12,3,0,2,16) et p= (4,3,NIL,3,1)

4e itération

i=5;A(5=16;
S=1{1,2,3,4,5}; T={}; FIN.
A =(123,0,2,16)

Exercice 72

Avec des arcs de poids négatif, on risque d’avoir des csag&tiongueur négative. Dans un
pareil cas, il n’y a pas de plus court chemin, car plus on patde circuit, plus le chemin
est court!

Exercice 73
Veérifiez que vous avez obtenu le méme graphe que dans I'erempl

Exercice 74
Le chemin critique est A-E-H-J. La durée minimale des traveat de 17 jours.

Exercice 75
On a da introduire les taches fictives X, Y et Z de durée nulteirpespecter les précé-
dences.

2125

2. La durée minimale des travaux est de 13.5 jours. Le chertigue est constitué des
taches D, E, G, I, J, K, L et M. La tache H est aussi une tachieweit
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