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 اللجنة الوطنیة للمناھج ـ المجموعة المتخصصة لمادة الریاضیات

 تقدیم الوثیقة .1
  

اصلة العمل الذي  ترمي إلى مساعدتھ على موعدت ھذه الوثیقة خصیصا للأستاذ، فھيأُ  
نجاز في القسم، نماذج لأنشطة مختارة للإ بما تقدمھ من تین الأولى والثانیةشرع فیھ في السن

ثلاثة أبعاد متكاملة  وقد راعینا في اختیار ھذه الأنشطة .وضعیات تعلّمیة في إعدادیستعین بھا 
  :وھي  طبیعتھلمستوى النھائيلتعطي 
 تتویج لمرحلة التعلیم الثانوي بحیث یتم فیھا استكمال دراسة بعض  سنةالسنة الثالثة ھي .1

لفھم المحیط الذي ذ باكتساب مستوى معرفي یؤھلھ المفاھیم الریاضیاتیة بما یسمح للتلمی
 .إیجابي نحو ھذا المحیطلعب دور یعیش فیھ و

نھایتھا إلى تقویم إشھادي في  السنة الثالثة ھي سنة تقویم لكفاءات التلامیذ حیث یخضعون .2
 .یتمثل في امتحان البكالوریا

سواء بدخولھ عالم الجامعة  البدایة لمرحلة جدیدة بالنسبة للتلمیذ السنة الثالثة ھي سنة  .3
 وفي كلا الحالتین نجده یواجھ تحد ، عالم الحیاة المھنیة بدخولھلخوض الدراسات العلیا أو

  .من نوع جدید لم یعھده من قبل 
 سواء كان ذلك ، مختلف الشعبامج بھا برت المستجدات التي جاءكما تتضمن ھذه الوثیقة  

في ھذا و .ات البیداغوجیة وكذا الوسائل المستعملةمن ناحیة المضامین أو الطرائق والممارس
 لمقاربة بعض المفاھیم اح أفكارقترفت، شعبة  كلامجن من بركل میدانتتطرق الوثیقة إلى الإطار 

حساب الاحتمالات باستعمال ك ، في المواضیع التي أدرجت حدیثاتعلمیّة خصوصاونماذج لأنشطة 
في كل من  الشعب العلمیة و الریاضیاتیة والعلوم  ل والتلاؤم مع قانون احتماشجرة احتمالات

و موضوع في الشعب العلمیة والریاضیاتیة  إضافة إلى الاحتمالات المستمرة ،الاقتصادیة
 في الشعب العلمیة و أما فیما یتعلق ببقیة المواضیع. الموافقات والتشفیر في الشعب الأدبیة

شتقاقیة والمتتالیات والا لنقطیة والھندسة الفضائیةالتحویلات الأعداد المركبة وكا ،الریاضیاتیة
 وكیفیة توظیفھا كما ھو الحال بالنسبة للأعداد فإنھ تم التركیز فیھا على كیفیة تناولھاالعددیة 

كما تم  .المركبة في الھندسة حیث یكتشف التلمیذ أنّھا أداة فعالة في معالجة التحویلات النقطیة
في كل ة تھدف إلى تقویم مكتسبات التلامیذ وفق المقاربة بالكفاءات اقتراح نماذج لأنشطة إدماجی

تكنولوجیات الإعلام أساسي في كثیر من الحالات لاستعمال  إعطاء دورعن   لم نغفل و.شعبة
  .  والاتصال في كل ھذه المیادین

 نأمل أن تؤدي ھذه الوثیقة الدور الذي أُعدّت من أجلھ والمتمثل في تقدیم إیضاحات    
 تساؤلاتوتجیب على كل شعبة برنامج اول مختلف المواضیع المقررة في  فیما یخص تنستفیضةم

  .  یطرحھا الأساتذة في المیدان ما فتئ
  

  توجیھات عامة .2
  

إنّ إعطاء معنى للمعارف المدروسة وبنائھا یتم من خلال مختلف الوضعیات والمشكلات   
و في ھذا . المعارف في قوالب إجرائیة یسھل امتلاكھاالتي یحلّھا التلمیذ بنفسھ، كما أن تقدیم ھذه 

الإطار یوفر الحاسوب و الحاسبة للتلمیذ فرصا عدیدة للتجریب سواء كان ذلك في المیدان العددي 
  أو في میدان الإحصاء والاحتمالات من جھة، ومن جھة أخرى كون وسائل التقنیات الجدیدة 
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بار أن كل التلامیذ مطالبون باستعمال ھذه الوسائل في حاضرة أكثر فأكثر في محیط التلمیذ وباعت
  فمختلحیاتھم المھنیة مستقبلا، فإنّ تعلّم الریاضیات یمكن، في ھذا الإطار، أن یستغّل ویستفید من 

  . لتجارب حول المواضیع المدروسة وھو ما یجعل ھذه الأدوات تساھم في التكوین العلمي للتلامیذ 
ح روح البرنامج وكیفیة یھذه الوثیقة عبارة عن أمثلة ترمي إلى توضإن الأنشطة المقترحة في 

فھي إذن غیر حاصرة لما یتطلبھ البرنامج، . ةتفسیره قصد الوصول إلى التعلّمات المرغوب
والأستاذ یعمل على الاستفادة منھا، و تكییف ما جاء فیھا، في حالة الضرورة، وفق قدرات التلامیذ 

ة نقترح في الفقرة الموالیة كیفیة لتسییر الأنشطة المقترحة في ھذه وبصفة عام. وظروف عملھم
  .الوثیقة، وھي صالحة لمعظم الأنشطة خاصة الاستكشافیة منھا

  
  :ة مع التلامیذتعلّمیّلتسییر أنشطة كیفیة  .3

  
عند معالجة الأنشطة المشتركة بین مختلف الشعب یعمل الأستاذ على الأخذ بعین الاعتبار 

 المعنیة بحیث یكیف الطرح والنقاش حسب تلامیذ كل شعبة، فیوسع النقاش مثلا مع طبیعة الشعبة
تلامیذ شعبة العلوم التجریبیة فیما یتعلق بأنشطة تمیل إلى وضعیات إدماجیة مرتبطة بمادة العلوم 
الطبیعیة، بیمنا یوسعھ مع تلامیذ شعبة الریاضیات أو التقني ریاضیات فیما یتصل بمادة الفیزیاء، 

في حین یتم ھذا التوسع في شعبة التسییر واقتصاد فیما یتعلق بالأنشطة المرتبطة بالمحاسبة 
  .والاقتصاد

،  أي تلك التي تساعد على اكتشاف المفھوم وبنائھ التعلّمیّة الاستكشافیةلتسییر الأنشطة
  : یمكن للأستاذ إتباع المراحل التالیة

   

 .فترة تقدیم النشاط والتعلیمات §
 

  :یراعي الأستاذ في ھذه الفترة جملة من العوامل منھا         
  . أن یتأكد من فھم الجمیع للتعلیمة-
 . أن یثیر عند التلامیذ الفضول والرغبة في البحث-
 .  أن یمنح لھم وقتا كافیا للبحث في حل المشكلة-
 . أن یرتكز على وسائل مناسبة ومتوفرة یضعھا تحت تصرف التلامیذ-
 النشاط والصعوبة ووظیفتھ في التعلّم، یمكن جعل التلامیذ یعملون فردیا أو في أفواج  تبعا لطبیعة-

  .صغیرة
 

 فترة البحث §
 

تحتل ھذه الفترة مكانة ھامة في نشاط التعلّم، وینبغي أن یخصص لھا وقتا كافیا حتى     
والھدف . اء ذاتيلقیام بإجرم بالمھمة المقترحة علیھ وذلك بامن القیا) أو كل فوج(یتمكن كل تلمیذ 

لیس أن یصل التلامیذ من البدایة إلى الحل المثالي للمشكل المطروح، ولكن أن یتمكن كل واحد 
یمر الأستاذ بین الصفوف، ویراقب الإجراءات المختلفة المستعملة ویسجلھا، كما .  إنھاء عملھھممن

 .والمناقشةیسجل الأخطاء المرتكبة، وھو ما یسمح لھ باستباق تنظیم مرحلة العرض 
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 فترة العرض والمناقشة §
 

  :  في فترة العرض والمناقشة یقوم الأستاذ بالإجراءات التالیة    
  . إحصاء الإجراءات المختلفة المستعملة، وعرض أھمھا على السبورة-
تشجیع التلامیذ على التصریح بإجراءاتھم وشرح الإجراءات والطرائق التي سمحت لھم   -

  ).تصدیق أعمالھم(م بالوصول إلى نتائجھ
حث التلامیذ على التبادل حول الإجراءات المختلفة ومقارنتھا، بإظھار نقائص بعض  -

  .الإجراءات، وكذا الأخطاء المرتكبة فیھا، والصعوبات المعترضة
تخصیص وقت كاف لتحلیل الأخطاء وتسییرھا فللتلامیذ الحق في الخطأ، قصد تمكینھم من فھم  -

  .ن ثم تصویبھاوإدراك أخطائھم وم
  

 فترة الحوصلة §
  

الھدف من ھذه الفترة ھو الوصول بالتلامیذ إلى حوصلة الأعمال المنجزة وتحدید     
المعرفة موضوع التعلّم والسعي إلى تحقیق تجانس المعارف داخل القسم، تمھیدا للتأسیس للمعرفة 

 . في المرحلة الموالیة
یر كاف، ولا بد من ضبطھ ودعمھ بتمارین  إن التعلّم الذاتي مھم للتلمیذ، إلا أنھ غ    

  .تدریبیة ثم بتمارین لاستثمار معارفھ
  

  مكانة التكنولوجیات الجدیدة للإعلام والاتصال .4
  

إنّ إعطاء معنى للمعارف المدروسة وبنائھا من خلال مختلف الوضعیات     
وباعتبار . ل امتلاكھاوالمشكلات التي یحلّھا التلمیذ، یسمح لھ بجعل ھذه المعارف إجرائیة مما یسھ

أنّ الحاسبة والحاسوب یمنحان للتلمیذ فرصا عدیدة للتجریب سواء كان ذلك في المیدان العددي أو 
في میدان الإحصاء والاحتمالات من جھة، ومن جھة أخرى كون الإعلام الآلي حاضرا أكثر فأكثر 

الوسائل في حیاتھم المھنیة في محیط التلمیذ وباعتبار أن كل التلامیذ مطالبون باستعمال ھذه 
مستقبلا، فإنّ تعلّم الریاضیات یمكن، في ھذا الإطار، أن یستغّل ویستفید من مختلف التجارب حول 

  .الأشیاء المدروسة وبھذا تساھم ھذه الأدوات في التكوین العلمي للتلامیذ
  

 الحاسبة البیانیة •
  

اسبة البیانیة للتلمیذ المساعدة ، تمنح الحوالثانیة الأولى تینكما كان الحال في السن    
، نستمر في ا المستوىفي ھذ. تعلّمات عدیدة في المیادین المختلفة للمادةالضروریة لتحقیق 

استعمالھا للحصول على التمثیلات البیانیة لدوال والعمل علیھا، أو في إعطاء جداول قیم متتالیات 
  .عددیة وتمثیلھا

ة في میدان الإحصاء والاحتمالات، ویتجلى ذلك عند حساب تعتبر الحاسبة البیانیة وسیلة ضروری
المؤشرات المختلفة لسلسلة إحصائیة أو إعداد تمثیلات بیانیة لھا أو عند القیام بمحاكاة تجارب 

 . عشوائیة
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 المنحنیاتالمجدولات وراسمات  •
 

على القیام بنشاطات في المستوى النھائي  المنحنیاتتساعد المجدولات وراسمات 
محاولات مضاعفة لتلمیذ یمكن لإجراء الحسابات للحاسوب، " توكیل"فعند . اضیاتیة فعلیةری

  .تحسین تقریب أو مراقبة النتائج المحصّل علیھا أولّ ـالبحث عن الح
یھیكل معطیات المشكلة بنفسھ ویجد القوانین الریاضیاتیة التي یحوّلھا  و التلمیذ ینظمعندما

 والأسالیب المنھجیة  الحساب الحرفيیتعمق ریاضیاتیا في ممارسةلك فإنھ بذ ،إلى طلبیات یحجزھا
بفھم   إنّ ھذا النّوع من البرمجیات یسمح.الجدیدة في البحث عن حل للمشكلات التي تطرح علیھ

 عمیقمثّل مرتكزا للتی كما ، و تسمح بتطبیق سریع للخوارزمیات فھما إجرائیانمذجة المشكلات
  .المفاھیم أو الخوارزمیاتالمكتسبات إن على مستوى 

  الإحصاءمیدان في السنتین الأولى والثانیة وبالضبط في المجدولاتوإذا كانت 
الوسط الحسابي، الوسیط، التباین، كسلسلة إحصائیة  مختلف مؤشرات تسمح بحساب والاحتمالات

على رة سمح بتمثیل المعطیات المختات و.  بسرعةربیعیات والعشیریاتالانحراف المعیاري، ال
قیم البیاني تبعا لتغیّر التمثیل  للتلمیذ فرصة مشاھدة تغیّر وتتیح ورقة الحساب بكیفیات مختلفة

 فإنّھا في ھذه السنة . تذبذب العییناتشاھدة، كما ھو الحال في م واحدو في وقتالموافقة السلسلة 
ف مفھوم التلاؤم مع اكتشاتسمح بالربط بین مفاھیم في الإحصاء وأخرى في الاحتمالات من خلال 

 .المحاكاةست سابقا في الإحصاء وترتكز عل ردبمقاربة تجریبیة تستند إلى مفاھیم قانون احتمال 
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  میدان الحســــاب .1
  

یھتم علم الحساب، باعتباره فرع من فروع الریاضیات، بدراسة الأعداد حیث یعد من أقدم میادینھا  
 لم یأخذ ھذا العلم حظھ إلا عندما توصل أنھلعلم ھو إقلیدس، غیروأول من أعطى أسس ھذا ا

العرب إلى أنظمة تعداد بینما كان إقلیدس في عھده یمثل الأرقام بقطع مستقیمة، الشيء الذي لم 
  ".نظریھ للأعداد"یكن ملائما للوصول إلى بناء 

سان، إضافة إلى ذلك فقد وقد أعتبر علم الحساب منذ بدایتھ كمحفز جید للتكون العقلي لدى الإن
 بالنسبة للعملیات الذھنیة، وھي الیوم تجد مجالا أوسع في فذةاستفاد المھتمین بھ من تدریبات 

  تطبیقھ في الواقع، نذكر على سبیل المثال التشفیر
استعمالھا في حل مسائل أكثر تجریدا سمحت بالمقابل بوتطور أدوات وطرق الحساب نحو حل 

  . شمشاكل الواقع المعی
وفي برنامج السنة الثالثة . وقد كان الحساب عاملا مھما في تطویر المیادین الریاضیاتیة الأخرى

ثانوي تنفرد شعب الاختصاص في الریاضیات بدراسة ھذا الفرع دون غیرھا، حیث أن الأھداف 
ت على مستوى المعارف تبقى متواضعة نسبیا لكن الاستدلالات المستخدمة لحل المسائل تكون ذا

 الصارمة تكسبھم ما تكما أن التدریبات المكثفة للتلامیذ، والتعلّما. مستوى فكري لا بأس بھ
الفكر وسرعة في البدیھة، والتي یمكن أن نلمسھا من خلال أكسبت المھتمین بھ قدیما من مھارة في 
  ...الحساب الذھني أو الحساب المتمعن فیھ، 

تعمال بعض مضامین ھذا المیدان مثل القواسم و تتطرق ھذه الفقرة إلى أنشطة تھدف إلى اس
axحل معادلات من الشكل  والتردیدات ولمضاعفاتا by c+ ¢× في =  قصد  توظیفھا  في  حل ¢

  .مسائل ذات علاقة بالواقع 
  

  1نشـــاط 
  .ى توظیف خواص القواسم والمضاعفاتالنشاط إلیھدف ھذا 

  
 lا  قاعدتھا مربعة طول ضلعھو Lارتفاعھا على شكل متوازي مستطیلات  علبةBلتكن -1
  .Ll >  عددان طبیعیان غیر معدومین و  l و Lحیث  

یجب (عدد طبیعي غیر معدوم a حیث  ،aحرف وذات ال بمكعبات كلھا متطابقة Bنرید ملء العلبة
  )بھذه المكعبات دون ترك أي فراغ Bملء العلبة 

    L=675وl   630=  في ھذا السؤال نفرض )أ
  ؟a؟ ما ھي القیم الممكنة للعدد aكبر قیمة ممكنة للعدد أما ھي  

 تكون،B العلبة  ملأ عند نھأ نعلم . V =123480 ھوB حجم العلبة  أنّفي ھذا السؤال نفرض) ب
  . 14ي   ھaالقیمة الكبرى للعدد 

  .في كل حالة  lو L إعطاء،یطلب Bنوعان من العلبةوجد یھ نّأبین 
 المذكورة في Bبالعلب  ) عدد طبیعي غیر معدوم c )c حرفھ Cنرید ملء صندوق مكعب  - 2

   . فراغأي دون ترك Cالصندوق  یملأ )أفقیا ةمرتب ،Bالعلب (- 1السؤال 
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  .L=675و l=630  نضع  ھذا السؤالفي) أ
  ؟C للصندوق cما ھو أصغر حرف 

  ؟ c مجموعة القیم الممكنة للحرف ھيما 
  120وھ C للصندوق cحرف   ٲصغرأنونعلم  V=23040 ھوB حجم العلبةأن نفرض )ب
  ؟B للعلبة Lو l ن االبعد ھما ما

  حــــــل 
 قابلین للقسمة على Lو  l عداھاحتى یتم رصف المكعبات في العلبة یجب أن یكون ب) أ - 1

  : ومنھLو l القاسم المشترك للعددین a  وبالتالي تمثل  أكبر قیمة للعدد aالحرف 

= l(  ;L)a PGCD أي = (675 ;630)a PGCDومنھa=45 .  
  .45، 15، 9، 5، 3، 1 وھي  45 ھي قواسم القاسم المشترك الأكبر aلقیم الممكنة للعدد 

3فإن حجم المكعب الصغیر ھو  a=14بما أن )  ب  -    3a =14 =2744  
=المكعبات الصغیرة في العلبة ھوإذن عدد  =3

123480 45
2744

v
a

   

  )أي قاعدة العلبة مربعة.(2l أي ھذا الحجم یقبل القسمة على 2L×l ھو Bحجم  العلبة   لكن
245ولدینا  3 5= 245 و× 1 45=   :  وبالمطابقة نجد×

  j l أي    أحرف3یمثل   ==l 3.14 L=5 أحرف أي 5 یمثل Lو  42 14=70× 
   kl أي یمثل حرفا واحدا  =l L=45 حرفا أي 54 یمثل Lو  14=1.14 14=630×  

   l یكون مضاعفا لبعدي العلبةcعند رصف العلب في الصندوق المكعب الشكل فإن حرفھ )  أ-2
  l ھي البحث عن المضاعف المشترك الأصغر للعددینc، إذن البحث عن أصغر قیمة للعدد Lو
;c =PPCM(L   :، ومنھLو ) l أي    c =PPCM(675;630)  فنجدc=9450   

 Lو  lباعتبارھا مضاعفات مشتركة للعددین  9450k  ھي القیم من الشكل cالقیم الممكنة للحرف 
  .ھي مضاعفات المضاعف المشترك الأصغر لھاو

عدد العلب في ھذه الحالة المتواجدة في الصندوق ھو ) ب 
3120 1728000 75

23040v
= =

  

275وبنفس الطریقة السابقة فإن  5 3=  وعدد العلب على القاعدة ھو×
 
 
 l

2120

 وعلى الارتفاع ھو 
 
 
 

120
L أي عدد العلب ھو 

   = ×   
   l

2120 12075
L وبالمطابقة نجد 

=
l

120 5
و

=
120 3

L بالتالي
= =l 120 24

 و5
= =

120 40
3

L
.  

= أخرى لأنھ لا توجد كتابة أخرى غیر حلوللا توجد  ×275 1   .75 لا یقبل القسمة على 120، لكن 75
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  2نشاط 
   c= y +bxaالھدف من ھذا النشاط ھو توظیف التردیدات والمعادلات من الشكل 

    
في الفضاء الخارجي یظھران بشكل دوري؛ حیث یظھر الجسم   B و A جسمینلاحظ فلكي 

A أیام بینما یظھر الجسم 105 كلB یوما81 كل  .  
  . بعد ستة أیامB ثم ظھر لھ الجسم A ظھر للفلكي الجسم 0Jفي الیوم 

  .الذي یظھر فیھ الجسمان معا 1Jالیوم ) توقع(یرید الفلكي حساب 
0في الفترة  الدورات التامة  عدد v وuلیكن  .1 1J ; J    للجسمین  Aو Bبین أن .تیب  على التر

 ) 1E   (y 27-x35 =2 :     حیث ) 1E(حل للمعادلة )v ،u(الثنائیة 
2.  

)عین ثنائیة ) أ )0 0,X Yتكون حلا بحیث النسبیة صحیحةال  من الأعداد 
35:للمعادلة 27 1X Y− =  

 .)1E(استنتج حلا خاصا للمعادلة  ) ب
       .)1E(للمعادلة ) v،u(عین كل الحلول  ) ت

3.  
0الفترة ما ھو عدد أیام   ) أ 1J ; J   ؟   

علما أنّ     1Jما ھو بالضبط تاریخ الیوم ف، 1999 دیسمبر 9 ھو یوم الخمیس 0J الیوم إذا كان) ب   
  .ة سنة كبیسھي 2000السنة 

  حتى نتظرھا   سیالتيھو عدد الأیام  مافھذا الموعد، في ملاحظة ال الفلكي تعذر على إذا )جـ   
 ؟B و Aمین س الموالى للجیحدث الاقتران

  
  حل 

0 یوما إذن عدد أیام الفترة 105 تمثل A كل دورة للجسم -1 1J ; J   ھو u 105.  
   .v 81ھو [ 1J ;6+ 0J[ یوما إذن عدد أیام الفترة 81  تمثل Bوكل دورة للجسم 

  v 27-u35 =2:   نجد3 وبالقسمة على v81=u105+ 6: نستنتج أن
0باستخدام خوارزمیة إقلیدس نجد )   أ-2 0(x ,y )= (-10 ;-13)  

0        ومنھ   0(u ,v )=(-20 ;-26)    
k مع    (27k-20;35k-26)=(u;v):باستخدام نظریة غوص نجد)  ب ∗∈ ¥  
1kمن أجل) أ- 3 7uل اقتران نجد أي أو=   ]1J; 0J[  ومنھ نجد طول الفترة  =

  . یوما736    وھذا یساوي  105 ×7+ 1 ھو  
]   و 0J-1J  735=لدینا )  ب  ]735 0   . ھو یوم  ثلاثاء1J   إذن الیوم  ≡7

735وبما أن  366 365 4= +  ھو 1J أي 0Jكاملتین وأربعة أیام بعد  ھو سنتین 1J فإن تاریخ +
  .2001 دیسمبر 13الخمیس 
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  لأن ھذه المرة  105u=81v+0حتى نجد عدد أیام الانتظار للاقتران الموالي نحل المعادلة ) جـ
:  ومنھ عدد الأیام ھوv 27= u 35 نحل المعادلة يلا یوجد فرق في الأیام وبالتال

105 27 81 35 2835× = × =  
  
  

  :3نشاط 
  .یھدف ھذا النشاط إلى توظیف المضاعف المشترك الأصغر و خواصھ لحل مسائل من الواقع 
  

  .الساحةنرید تصفیف تلامیذ ثانویة في 
 و 49 تلمیذا یبقى 50  و عندما ننشئ صفوفا ذات  44 تلمیذا یبقى 45عندما ننشئ صفوفا ذات  
  .74 تلمیذا یتبقى 75عندما ننشئ صفوفا ذات 

   .1500 و1000 محصور بین Nتلامیذ الثانویة علما أن  عدد Nأحسب 
  

  حـــــل
   .n، باقي قسمتھ على nنعلم أن كل عدد، یوافق بتردید 

]: إذن ]44 45N ] و ≡ ]49 50N ] و≡ ]74 75N ≡   
  :نحصل على) خواص الموافقات (1بإضافة العدد  و

[ ]1 0 45N + ]  و≡ ]1 0 50N + ] و≡ ]1 0 75N + ≡  
1N وھذا یعني أن العدد   فھو مضاعف مشترك 75، 50، 45 یقبل القسمة على كل من الأعداد +

  .مضاعف المشترك الأصغر لھالھا، وبالتالي مضاعف لل
(75;50;45):    لدینا  5 (9;10;15) 5 (9 2 5)PPCM PPCM= × = × × ×   

(75;50;45):    وبالتالي 450PPCM 1ومنھ = 450N k+ =   . عدد طبیعي غیر معدومk   حیث ×
1000لكن   1500N< <  
999 إذن   450 1499k< × <   

999وبالتالي   1499
450 450

k< <   

[فنجد   [2,22;3,332k 3k و منھ ∋ =   
450وبذلك نحصل على  3 1N = × 1349N  أي − =  

  
   4نشاط 

  .» الصغیرة Fermat مبرھنة «:یھدف ھذا النشاط إلى برھان المبرھنة المسماة باسم
  

  الجزء الأول
  :تحقق أن )  1
   .210 – 1 یقسم 11 وأن  64 – 1 یقسم 5 وأن  36 -1 یقسم 7 وأن   42- 1 یقسم 3 
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  :نرید الوصول إلى النتیجة التالیة : تعمیم
   یقسم العددp  فإن pالقسمة على  عددا طبیعیا لا یقبل a عددا أولیا و pإذا كان"

( )p 1a 1−  .» Fermat المبرھنة الصغیرة لِـ  « وتسمى ھذه النتیجة  "−
  :تحقق من أن  )  2
   .29 - 1 لا یقسم 10 و92 – 1 لا یقسم 3 و25 – 1 لا یقسم 6 

  في الحالات الثلاث السابقة؟   Fermat : یمكن تطبیق المبرھنة الصغیرة لِـ    اشرح لماذا لا
pھل یمكن تطبیق ھذه المبرھنة من أجل) 3 a  و =4   ؟=5

) العدد p   في ھذه الحالة الخاصة ھل یقسم )p 1a 1−   ماذا یمكن أن نستنتج؟.  ؟−
  الجزء الثاني

a لیكن  p و=8  E= }4; 3; 2 ; 1{ :  المجموعةE  ونسمي =5
  .p علىkaإلى باقي القسمة الإقلیدیة للعدد     kr، نرمز بالرمز Eمن أجل كل عنصر من  )  1

   .Eھي } r1 ;r2 ;r3 ;r4{ ثم بین أن المجموعة  r1، r2،  r3 ، r4عین 
  [5] 4×3×2×1≡32×24×16×8 :استنتج أن ) 2

  (1-84) ) (4×3×2×1 ≡0 ] 5: [      و أن
   .1-84 یقسم العدد 5استنتج أن  ) 3

  الجزء الثالث 
  .p عددا طبیعیا لا یقبل القسمة على a عددا أولیا وp لیكن

 } p-1; ..……; 3; 2; 1{  :    المجموعةEنسمي  
  .p علىkaإلى باقي القسمة الإقلیدیة للعدد     krنرمز بالرمز )  1

k r ؛    E من kبرر أنھ من أجل كل عنصر   0≠  
: بحیثE عنصرین من k' وkلیكن  )  2

'k k
r r=   

) أثبت أن   )'k k a−ل القسمة على یقبp  و أن 'k k=.  
   .E في المجموعة  k     عندما  یتغیرkr مجموعة البواقيFنعتبر  ) 3

) تشملFبین أن  )p    .F=Eعنصرا  و أن  −1
 : و بملاحظة أنa a×2a×3a×……….×(p(1- باعتبار الجداء  – 4

1 2 3 p-1 r r r ... r 1 2 3 ... ( 1)p× × × × = × × × × −  
p-1:                  برھن ان  ( )(a -1) (1×2×3×...× p-1 ) 0  [p]  × ≡ 

p یقسمp استنتج أن -5  1a 1− −  .  
  الجزء الرابع

) فإن العدد p ومن أجل كل عدد أولي aمن أجل كل عدد طبیعي بین انھ  )pa a− یقبل  
 .pالقسمة على
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  حل 
  :الجزء الأول  

  ).2و ) 1یمكن التحقق بسھولة من نتائج السؤالین         
p من أجل Fermatلا یمكن تطبیق المبرھنة الصغیرة لِـ ) 3      a  و  =4 لأنھ یجب أن =5

  أولیا pیكون 
  .  1-53 یقسم 4     لكن في ھذه الحالة الخاصة لدینا 

)كاف لكنھ لیس لازما حتى یكون   » أوليp « :   نستنتج ان الشرط  )p 1a 1− قابلا للقسمة    −
 .pعلى 

   :   الجزء الثاني
}لدینا )    1    }1;2;3;4k } إذن ∋ }8;16;24;32ka 8a لأن ∋  نجد 5 على kaدد  وبقسمة الع=

  :البواقي 
  3= r1   ،  =1  r2    ،   r3 =4  ،2 = r4.   

  } r1 ;r2 ;r3 ;r4{=  }  2; 4; 1; 3{      لدینا إذن    
  r1 ;r2 ;r3 ;r4{=. E{     ومنھ      

  E في k عندما یتغیر k  rقي  یوافق جداء البواkaومما سبق  جداء الأعداء) 2  
]    أي   ]8×16×24×32 1×2×3×4 5≡  

]:     من ھذه العلاقة الأخیرة نلاحظ أن  ]8×8 2×8×3×8×4 1×2×3×4 5× ≡   
]   أي  ]48 ×(1 2×3×4) 1×2×3×4 5× ≡  

]   ومنھ  ]48 ×(1 2×3×4)-(1×2×3×4) 0 5× ≡   
]  وبالتالي  ]4(8 -1)×(1 2×3×4) 0 5×   . وھو المطلوب≡

 أولى مع        5 في أولیة معھ وبالتالي 5 أصغر من العدد الأولى 1،2،3،4بما أن الأعداد ) 3  
1)الجداء 2×3×4)×  

]   لكن  ]4(8 -1)×(1 2×3×4) 0 5× ≡  
]  نجد GAUSS إذن بتطبیق نظریة  ]4(8 -1) 0 5≡. 

     الجزء الثالث   
0لأن  (k لا یقسم pلدینا) 1 k p< وبما ) pلیس مضاعفا للعدد aلأن  (a لا یقسم pو) >
                           rk  ≠0و منھ    . kaلا یقسم  الجداء p أولي فان pأن

  .نستعمل البرھان بالخلف وفصل الحالات : أخرىطریقة 
k. یقسم pنفرض أن  a فبما أن p أولي فھو یقسم أحد العددین على الأقل k أو a  

 لیس من a لأن a فھو لا یقسمھ ولا یقسم k أكبر من pنصل إلى تناقض لأن وفي الحالتین 
  ).من المعطیات(مضاعفاتھ 

      rk=  rk' بحیث E عنصرین من k' و kلیكن) 2   
):         لدینا ) [ ]'

'
k k

ka k a r r p− ≡ −   
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):        ومنھ )'k k a−( ) [ ]'k k a 0 p− ≡   
):  أي       )'k k a− (   یقبل القسمة علىp 

)  یقسم  p   وبما أن  )'k k a−و pأولي مع  a  فانھ یقسم  ( )'k k− .    
p'     لكن  k k p− −< )  و > )'k k− مضاعف للعدد p   
  . وھو المطلوب k=k'  أي   k-k' = 0     إذن 

     rk'  و rk باقیین متمایزین  E من المجموعة k' و  kحسب ما سبق لكل عددین متمایزین  )  3

)تشمل  F ومنھ المجموعة  Eومنھ عدد البواقي ھو نفسھ عدد عناصر      )p   .  عنصرا−1
1لدینا      1kr p≤ ≤   E من k من أجل كل عنصر −

 E ھو جزء من F ومنھ E ینتمي إلى  rk   إذن   
  E=F  لدیھما نفس عدد  العناصر فان E وFو بما أن  

      ka≡rk[p]: لدینا  E من k أنھ من اجل كل عنصرمنعل) 4
]    إذن     ]

1 1

1 1

.
k p k p

k
k k

k a r p
− −= =

= =
≡∏ ∏   

]   أي      ]
1 1

1

1 1

.
k p k p

p
k

k k

a k r p
− −

−
= =

= =
≡∏ ∏   

   إذن  E=F   لكن 
1 1

1 1

k p k p

k
k k

k r
= − = −

= =

=∏ ∏  

]  إذن  یعني  ]
1 1

1

1 1

. 0
k p k p

p

k k

a k k p
− −

−
= =

= =
− ≡∏ ∏   

]  ومنھ  ]
1

1

1

( 1). 0
k p

p

k

a k p
−

−
=

=
− ≡∏  

)  أي    ) ( ) [ ]p 1a 1 1 2 3 p 1 0 p− − × × × ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ × − ≡  .  
)  یقسم pنستنتج من السؤال السابق أن ) 5   ) ( )p 1a 1 1 2 3 p 1− − × × × ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ × −   

)أولي مع p      وبما أن  )1 2 3 p 1× × × ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ × −    
) یقسم p     فان  )p 1a 1−   Gaussحسب مبرھنة   −

  
):    لدینا )p p 1a a a a 1−− = −  .  
) فإنھ یقسم   a یقسم pإذا كان  )1 )pa a ) یقسم العدد pأي −1 )pa a−. 
 فانھ ، حسب p لیس من مضاعفات العدد الأولى a أي أن  a لا یقسم pإذا كان  )2

p-1(a  یقسم Fermat" ، pالمبرھنة الصغیرة لِـ " -1) . 
p-1a(a  یقسم p     و منھ -1) .  
p(aیقسم العدد p      أي  -a)   

) یكون  p و كل عدد أولي aوھكذا  نستنتج أنھ من اجل كل عدد طبیعي  )pa a−سمة  قابلا الق
  .pعلى 
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   التحلیلمیدان .2
  

تنقسم المفاھیم الواردة في التحلیل، حسب ما جاء بھ برنامج السنة الثالثة ثانوي، إلى قسمین 
جزء منھا تم التقدیم لھ في السنة الثانیة بغرض التواصل والتطور والتجانس مع المفاھیم الجدیدة 

؛ ...النھایات، المشتق وتطبیقاتھ، المتتالیات :  ثانوي نذكر منھاالخاصة بمستوى السنة الثالثة
والجزء الآخر یتضمن مفاھیم جدیدة على التلمیذ إلا أنھا مبنیة على تعلمات سابقة بغرض التمھید 

المعادلات التفاضلیة التي تتأسس من خلال : أو الربط بین شتى الأفكار الخاصة بالبرنامج منھا
والتي بدورھا تمھد إلى الدوال الأصلیة ومنھا  الدوال ) من رتب متزایدة(تتابعة مفھوم المشتقات الم

  ....الأسیة ، الدوال اللوغاریثمیة؛ مفھوم التكامل والمساحات 
یسمح بناء البرنامج الخاص بمستوى الثالثة ثانوي أو السنوات الأخرى بمواجھة مختلف 

لمسائل والتي توضح الكفاءات التي باستطاعتھ المشكلات التي تناسب فكر التلمیذ عن طریق حل ا
حسبما ورد في ملامح التخرج من التعلیم ) الكفاءات الختامیة(أن یبرزھا تحقیقا للھدف النھائي 

  .الثانوي
، تقبل ) وجود الدالة الأسیة(نشیر إلى أن بعض المفاھیم ،مثل حلول المعادلات التفاضلیة 

تجریبیة باستعمال برمجیات أوالآلة الحاسبة البیانیة، یسمح دون برھان، غیر أن مقاربتھا بطریقة 
بتقدیم ھذه المفاھیم بطریقة یسھل على المتعلم تقبلھا،  كما یجدر الذكر أن ترجمة الفكرة الریاضیة 

 فیھا ومعرفة  والتحكم ھذه الفكرةفھم البرمجیات إنما یعبر عن عمق في لى شكل طلبیات فيع
  .الھدف المراد منھا

فیما یلي بعض المفاھیم الجدیدة مع اقتراح نشاطات في كیفیة التمھید لھا وبعض نذكر 
  :الأفكار التي تبنى بھا المسائل مع بعض التعالیق

  :الإستمراریة )1
  

عند التطرق لموضوع الاستمراریة نتجنب كل توسع نظري ونكتفي بالقدر الذي یسمح      
  .بإدراج المصطلحات وعرض النظریات الخاصة بالموضوع

  : على النحو التالي  فنعرف الاستمرار
  
  
  
  

  :یمكن تناول الإستمراریة من جانبیین
أن الدالة تكون مستمرة على لاحظون   یھم نجعلمن خلال دوال معروفة لدى التلامیذ  )1

  . دون رفع القلم على ھذا المجالكن رسم منحنیھا البیانيممجال، عندما ی
 .ة لبعض الدوال غیر المستمرةوبما أن الشیئ  بضده یعرف، نعطي أمثل )2

  
  
  

 f القول أن الدالة؛ f مجموعة تعریف الدالة في غیر معزول aمن أجل كل عدد حقیقي 
): یعني aعند مستمرة  )

→
= ( )f x f a

x a
lim 
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  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 1نشاط
  ــــــــــــــــــــــطة ــــــالھدف من ھذا النشاط ھو الدراسة البیانیة لدالة وتوظیف نظریة القیم المتوس

  

     f دالة قابلة للاشتقاق على مجال I یحوي  [ ]1;1−   
f f، fC  الدالة المشتقة للدالة ′ f المنحني الممثل لـلدالة    ′   في مستو منسوب إلى معلم متعامد ′

)ومتجانس  ); ;O i j
r r في المجال [ ]1; (0) حیث −1 0f =.  

  .اذكر صحة أو خطأ ما یلي مع التبریر
1 (( 1) (1)f f− <  
) ھو الحل الوحید للمعادلة 0) 2 ) 0f x  على المجال =
.[ ]1;1−   

 یقبل بالضبط  مماسین f الممثل للدالة fCالمنحي ) 3
yموازیین للمستقیم الذي معادلتھ  x=.  

  .O عند النقطة ∆ یقع فوق مماسھ fCالمنحني ) 4
  
  حــــــــل 

f لأن الدالة المشتقة : صحیح )1  موجبة f للدالة ′
]على المجال     متزایدة تماماf مما یعني أن الدالة −1;1[

1وبما أن   1− ) فإن > 1) (1)f f− <.  
  

] مستمرة على المجال f لأن الدالة :صحیح )2   .لإشتقاق لأنھا دالة قابلة ل−1;1[
) متزایدة تماما وfولدینا  1) (0) (1)f f f− < (0) وبما أن > 0f ) فإن = 1) 0 (1)f f− <  إذن حسب >

[ من αنظریة القیم المتوسطة یوجد عدد وحید  ] وبالتالي من −1;1] ) یحقق −1;1[ ) 0f α =.  
)ھو الحل الوحید للمعادلة αعندئذ   ) 0f x ] في المجال = α مع−1;1[ = αلأن0 = =( ) 0 (0)f f.   

  

fCلأن من المنحني : صحیح )3 f الممثل للدالة ′ 1y نجد المستقیم الذي معادلتھ ′  یقطعھ في =
[حیث0x، 0نقطتین متمایزتین فاصلتاھما  [∈ − −0 1; 0,25x(0)0ي   وبالتال ( ) 1f f x′ ′=  وكل منھما =

yیمثل معامل توجیھ المماس وھما یساویان معامل توجیھ المستقیم ذي المعادلة  x= إذن 
  .فالمماسین یوازیانھ

  

fلأن :خطأ  )4 (0) تقبل قیمة حدیة عند الصفر ھي ′ 1f ′ إذن دالتھا المشتقة تنعدم مغیرة  =
fإشارتھا وھي   للمعلم O(0;0)  یقبل نقطة انعطاف ھي المبدأ f وھذا یعني أن منحني الدالة′′

(0)لأن ( 0f  O(0;0)ماسھ عند المبدأ إذن المنحني یغیر وضعیتھ بالنسبة لم) ب=

0;1بطریقة أخرى واضح أنھ  في المجال  
2
− 

  
f لدینا  f متناقصة إذن ′ [ سالبة  وفي لمجال  ′′ [0;1 

fلدینا  f متزایدة إذن ′   . موجبة′′

i→

j→

-1 0 1

1

x

y

i→

j→
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0,5−         0            1 x  
                

0                
′′( )f x  

  
(0) ھي نقطة انعطاف لأنO(0;0)أن النقطة ھذا یعني  0f یقطع المنحني ∆  وبالتالي المماس =

  .مغیرا وضعیتھ
  
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 2نشاط

الھدف من ھذا النشاط ھو توضیح مفھوم الاستمراریة من خلال مقارنة منحنیین لدالتین إحداھما 
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ مستمرة وأخرى غیر مستمرة من دراسة نفس الظاھرة

  
    .لدینا إمكانیتان لذلك. بعشرة غرامات من سائل معیننرید ملء إناء 

على شكل خیط رفیع یعطي غراما واحدا في   نستعمل صنبورا یتدفق منھ السائل بشكل مستمر- 
)الثانیة ، نفرض  )f t كمیة السائل المحصل علیھا بعد tثانیة .  

 یتدفق منھ السائل بشكل قطرات بحیث یتراكم السائل عند فتحة الصنبور ثم نستعمل صنبورا - 
) تزن كل واحدة غراما واحدا ، نفرض نزل بعد كل ثانیة  على شكل قطراتی )g t كمیة السائل 

  . ثانیةtالمحصل علیھا بعد 
  ؟1,6، 0,9، 0,5، 0,1، 0،1،2ما ھي صور الأعداد ) 1

)اشرح لماذا حلول المعادلة  ) ( )f t g t=10لطبیعیة التي تحقق  ھي الأعداد اt ≤.  
2 (n 0 عدد طبیعي حیث 10n≤ <  

) نضع  )0,1= + ×t n k 0 مع 10k≤ )احسب كلا من . > )f tو ( )g t.  
)فس السؤال من أجل ن )0,01= + ×t n k 0 حیث 100k≤ <.  

) یكون hبین أنھ مھما كان العدد الطبیعي ) 3 10 )−+ × =hg n k n 0 حیث 10hk≤ <.   
 في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد g وf التمثیلین البیانیین للدالتین gC وfCأنشئ ) 4

)ومتجانس  ; ; )O I Jفي كل حالة مما یلي : [ ]0;1t ∈ ،[ ]1;2t  gCتلاحظ بالنسبة للمنحني   ماذا ∋
  .2 و1عند النقطتین اللتان فاصلتاھما 

  ؟10 أقل من nھل یمكن تعمیم النتیجة من أجل كل عدد طبیعي 
]المجال  في نفس المعلم في gC وfCأنشئ المنحنیین    ، ماذا تلاحظ ؟10;0[

  

  حـــــل
لدینا كل ثانیة تقابل غراما واحد، إذن كمیة السائل متناسبة مع الزمن بالثانیة، وعلیھ یمكن  )1

 :تلخیص  النتائج في الجدول التالي

+ - 
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)  التبریر )g t  ( )f t  t  
  0  0  0  .ء الملءلحظة بد

  1  1  1  . غرام1بعد ثانیة نحصل على غرام واحد من السائل من الصنبور الأول وقطرة من الصنبور الثاني وزنھا 
  2  2  2  . غرام2بعد ثانیتین نحصل على غرامین من السائل من الصنبور الأول وقطرتین من الصنبور الثاني وزنھما معا 

 على جزء من العشر من الغرم و تكون القطرة من الصنبور عند جزء من العشر من الثانیة نحصل
  0,1  0,1  0  .غرام1المحدد الثاني لم تنزل بعد لعدم اكتمالھا الوزن 

  0,5  0,5  0  .نفس التبریر
  0,9  0,9  0  .نفس التبریر

  1,6  1,6  1  .الثانیة لم تنزل بعد لنفس السبب السابقالقطرة بالنسبة للصنبور الثاني نزلت قطرة واحدة و

1كتلة السائل النازل من الصنبور الأول متناسبة مع الزمن والنسبة ھي  1
1

) وبالتالي = )f t t=  

الي وبالت) مقدرة بالغرام(كتلة السائل من الصنبور الثاني نحصل علیھا على شكل وحدات كاملة 
( )g t t= في كل فترة من الشكل [ [; 1t t +.  

)وبالتالي  ) ( )f t g t t= 10t من أجل = ≤  
0لدینا ) 2 10k≤ ) إذن > )0 0,1 1≤ × <k وبالتالي ( )0,1 1≤ + × < +n n k n وھي الفترة [ [; 1n n +  

( )( ) 0,1= = + ×f t t n k بینما ( )g t n=)  فترة الحصول علىnقطرة (  
)بنفس الطریقة إذا كان  )0,01= + ×t n k فإن [ [; 1t n n∈   .ة فنحصل على نفس النتیج+

0بما أن ) 3 10hk≤ 0 فإن > 10 10 10− −≤ × < ×h h hk 0 وبالتالي 10 10 10− −≤ × < ×h h hk   
10 فإن hنعلم أنھ مھما كان العدد الطبیعي  *10 1h h− ] نجد عندئذ = [; 1t n n∈ ) ومنھ + )g t n=.  

 : الرسم) 4

2

2

0 1

1

x

y

  
2

2

0 1

1

x

y

  
]في المجال  ]في المجال   1;0[ ]1;2 

  
  .2، 1متقطع عند كل من النقطتین اللتین فاصلتاھما gCالمنحني 
]تعمیم النتیجة على كل عدد طبیعي لأن كتلة السائل في الفترة ویمكن  [n; n   .n ھي +1

fC  

gC  fC  

gC  
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2 3 4 5 6 7 8 9 10-1

2
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-1
0 1

1

x

y

  
2 3 4 5 6 7 8 9 10-1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-1
0 1

1

x

y

  
  

   فمكون منgC أما المنحني  ھو خط مستمر فیمكن رسمھ دون رفع القلمfCنلاحظ أن المنحني 
  .اتحاد قطع مستقیمة فھو متقطع أي غیر مستمر ولا یمكن رسمھ دون رفع القلم

] أنھا مستمرة عند كل قیمة من المجال fنقول عن الدالة  غیر مستمرة عند القیم g والدالة 10;0[
]الطبیعیة من المجال  ]0;10.  

نرمز .  دالة الجزء الصحیح gتسمى الدالة 
) بالرمز xعادة للجزء الصحیح للعدد  )E x 

]أو  ]xمن أجل العدد :  وھو معرف كما یلي
 x فإنھ مھما كان العدد الحقیقي kالصحیح 

]من المجال  [; 1k k  ھو الجزء k فإن +
  xالصحیح للعدد 

 یمكن تركیب نشاطا بالمثل من :ملاحظة  
بیاني للسرعة الواقع باعطاء المنحني ال

اللحظیة لسیارة بدلالة الزمن بالدقائق 
ومقارنتھ مع المنحني الممثل لنتائج العداد في السیارة الذي یتكون من خلایا رقمیة والوحدة ھي 

10Kmعشرة كیلومتر في الساعة  h) أي لا یعطي العداد أجزاء الوحدة(  
 .دقیقة6,5 لحظة بدایة قیاس السرعات ثم توقفت السیارة في اللحظة 3كان العداد یظھر العدد  
  
  
  
  
  

gC  fC  

2 3 4 5 6 7-1

2

3

4

5

6

0 1

1

x

y

www.science-collector.com/vb



 19 

  :المعادلات التفاضلیة) 2
متناھیة في الصغر لاخلال تناول الأعداد ال إلى رمز التفاضل قبل كل شيء من نتعرض ♦

 .ومفھوم المشتق

نكتفي بإدراج الرمز  
df
dxبالتذكیر بتعریف المشتق كما یلي :  

في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس نعتبر 
) الذي معادلتھ Cالمنحني  )y f x= حیث f دالة قابلة 

  Iللاشتقاق على مجال 
  .x ذات الفاصلة M في نقطة C مماس المنحني Tنضع 

hكل تغیر طفیف  x= ∆ )  0h  یؤدي إلى xفي المتغیر ) ≠
)تغیر طفیف في الصور  ) ( )y f x h f x∆ = + −  

وبما أن 
0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h→

+ −′   باعتبار الدالة قابلة =

)للاشتقاق، فبوضع  ) ( )( ) ( )f x h f xh f x
h

ε
+ − ′= ) نجد − ) ( ) ( ) ( )f x h f x f x h h hε′+ − = + 

: وبالتالي
0

lim ( ) 0
h

hε
→

=  

)ا على الشكل حیث یمكن صیاغتھ ) . ( )y f x x x xε′∆ = ∆ + ∆ ∆  
)، 0 بجوار ∆xبذلك ، عندما یكون  )y f x x′∆ ≈  .∆x بخطأ مھمل بالنسبة للعدد ∆

)التفاضلیة بالترمیزنصطلح على كتابة المشتق على صیغتھ  )dy f x
dx

)  أو =′ )dy f x dx′=.  

  :وھو الترمیز المستعمل عادة  في العلوم الفیزیائیة، وعلى وجھ العموم توظف الترامیز التالیة
df
dx

f بدلا من   قابلة للاشتقاق بدورھا فنرمز بالرمزfوإذا كانت الدالة المشتقة للدالة ، ′
2

2

d f
dx

 

fبدلا منللمشتقة الثانیة  ، وھكذا بالرمز ′′
n

n

d f
dx

) بدلا من  )nf.  

∆′باستخدام مفھوم التقریبات یمكن استعمال الكتابة  ♦ ≈ ∆( ).y f x x للحصول على بعض القیم 
 .التقریبیة لقیم  یتعذر حسابھا مباشرة أو لتقریب بعض الحلول للمعادلات التفاضلیة

1100,2:مثلا   §§ 100 0,2( )
2 100

= 1100,2أي + 10 0,2( )
20

= + 

100,2حیث  100y∆ = 0.2x و− h∆ =  100ر بمقارنتھ بالعدد  وھو صغی=

(100)1و
2 100

f ′  . من مشتقة دالة الجذر التربیعي=

100,2=فنجد  10,01  
  10.009995004تعطي الآلة الحاسبة النتیجة 

 )لثانیةأنظر المثال الوارد في الوثیقة المرافقة للسنة ا(یمكن استعمال ھذا التقریب بالدوال الأخرى 

i→

j→

0 1

1

x

y

x x+h

f(x)

f(x+h)

i→

j→

y∆

( )f x x′ ∆
 

x∆
 

C

T
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 :مثال على حل معادلات تفاضلیة  §§
yنتعرف من خلال ھذا التقریب على حل للمعادلة التفاضلیة   y′ (0) مع الشرط = 1y =  

 ′∆ ≈ ∆( ).y f x x تعني ( ) ( ) ( ).f x h f x f x h′+ − ) أو ≈ ) ( ) ( ).f x h f x f x h′− − 0h مع ≈ >  
yوبما أن  y′ )فإن = ) ( )f x f x′= فنحصل على ( ) ( ).(1 )f x h f x h+ ≈  أو +

( ) ( ).(1 )f x h f x h− ≈ −.  
)نتحصل بالعبارة الأولى  ) ( ).(1 )f x h f x h+ ≈ 0xمن أجل ) الحل( قیم الدالة +  وتعطي العبارة <

)الثانیة  ) ( ).(1 )f x h f x h− ≈ 0xمن أجل القیم) الحل( قیم الدالة − (0) وذلك باعتبار > 1f  في =
 . صغیرا بالقدر الذي یضمن تقریبا جیداhالانطلاقة وجعل 
]نبحث عن الحل في مجال .  لمقاربة التمثیل البیاني للدالة الحل   Excelنستخدم مجدول  ];a b 

0aبحیث  b< ] أي المجال > ];a b 0یشمل.  
j التعامل مع الأعداد  

  . مثلاA3 في الخانة  h نحجز الخطوة 
] الجزء على) 1 ];0a  

   0 قیمة إبتدائیة للمتغیر وھي A4نحجز في الخانة 
x  القاعدةA5نحجز في الخانة  h=  الخطوة في بطرح 0 قبل التي ھي x التي تعطي قیم المتغیر −

=:  فنحجزaكل مرة حتى الحصول على العدد  +4 $3A A ثم نعمم على باقي الخانات من عمود A 
  . أو أقرب قیمة لھاaإلى غایة  الحصول على القیمة 

(0) لأن 0 وھو قیمة الدالة من أجل 1 العدد B4نحجز في الخانة  1f =   
) القیمة التقریبیة للعدد 5Bة نحجز في الخان )y f x h= ) ولدینا − ) ( ).(1 )f x h f x h− ≈ :  فنحجز −

4 * (1 $3)B A=  حتى الوصول إلى آخر قیمة للمتغیر من B ثم نعمم على باقي الخانات من عمود −
   Aالعمود 

] الجزء على) 2 ]0;b  
   0 قیمة ابتدائیة للمتغیر وھي C4الخانة نحجز في 

x  القاعدةC5نحجز في الخانة  h=   الخطوة بإضافة 0 بعد التي ھي x التي تعطي قیم المتغیر +
=:  فنحجزaفي كل مرة حتى الحصول على العدد  +4 $3C A ثم نعمم على باقي الخانات من عمود 

C إلى غایة الحصول على القیمة  bأو أقرب قیمة لھا .  
(0) لأن 0 وھو قیمة الدالة من أجل 1 العدد D4نحجز في الخانة  1f =   
) القیمة التقریبیة للعدد 5Dنحجز في الخانة  )y f x h= ) ولدینا + ) ( ).(1 )f x h f x h+ ≈ :  فنحجز +

4 * (1 $3)D A=  حتى الوصول إلى آخر قیمة للمتغیر من D ثم نعمم على باقي الخانات من عمود +
 Bالعمود 
k تمثیل ھذه الأعداد  
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 ثم  ونختارنضغط على المساعد البیاني B  و  A نختار العمودین 

 ثم اختیار السلسلة بالضغط نواصل العملیة بالضغط على  ، ن النوع المنحنى م

]على المجال الأول ) الحل( نجد السلسلة الأولى التي تخص تمثیل الدالة على  ];0a 

 لإضافة السلسلة الثانیة التي تعطي التمثیل على ثم نضغط .  محجوزة باسم
]نيالبیاني على المجال الثا ]0;bكما یلي :  

 بالضغط بالفأرة من القیمة الأولى في       C  ثم نحجز قیم العمود xنضع مؤشر الكتابة على خانة قیم 
C4إلى آخر قیمة من نفس العمود.  

 بالضغط بالفأرة من القیمة الأولى في   D قیم العمود   ثم نحجزyنضع مؤشر الكتابة على خانة قیم 
D4إلى آخر قیمة من نفس العمود .  

 فیظھر المنحنیان مكملان لبعضھما بلونین مختلفین  ،حیث نضغط بعدھا على التالي 
]على المجال ) الحل(یشكلان منحني الدالة  ];a b ثم الإنھاء ،  
3aنحصل من أجل ) ضبط محوري الإحداثیات والتلوین (على المنحنى بعد إدخال تحسینات  = − 

3bو   : المنحنیین =
1h =  0,005h =  

   
  

  .دق والقیم أقرب للواقعحظ أنھ كلما كانت الخطوة أصغر كلما كان التمثیل ألا
  .یسمى حل ھذه المعادلة الدالة الأسیة النیبریة

l  الإنجاز  
y حل المعادلة د لإیجاExcelأنجز العمل السابق باستعمال مجدول ) 1 y′ (0)و= 1y  في =

]المجال  0.005h والخطوة −3;3[ =.  

v 1:   عین بنفس الطریقة التمثیل البیاني للمعادلةy
x

′ (1)مع الشرط= 0y =. 
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 حــــــل
 
 

   
  
  
  
  
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــ نشاط
yلھدف من ھذا النشاط ھو التحقق من وجود حل للمعادلة التفاضلیة من الشكل ا ay b′ = + 

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  بطریقة أولر
 فاراد 0,05 مقیاسھا C أوم، ومكثفة 5 مقیاسھا Rتتكون دارة كھربائیة من مقاومة 

  . فولط60 مقداره Uومدخرة بجھد كھربائي  ثابت

1Rq تحقق المعادلة t بدلالة الزمن qبالكولومب ھي دالة كمیة الكھرباء مقدرة  q U
C

′ +  حیث =

qھو المجھول في ھذه المعادلة .  
)ھذه المعادلة ھي مثال لمعادلة تفاضلیة، أي لا ندري عبارة الدالة  )q t نقترح تقدیر كمیة ، 

(0) ثانیة في الحالة 1,5 خلال qالكھرباء 0q =.  
4:   أثبت أن)1 12q q′ = − +)....1(  
 وإنشاء منحني تقریبي 0.1ر كخطوة للوصول إلى التقدیر المطلوب نتبع طریقة أولر باختیا) 2

] على المجال qللثمثیل البیاني للدالة  ]0;1,5.  
)ننشئ متتالیة الأعداد  ; )n n nM x y (0;0)0 بدء بالنقطةM.  

1: أثبت أن 0.1n nx x+ = 1 و+ 0,6 1.2n ny y+ = 15n من أجل + ≤.  
   .ny وnxیمكن الاستعانة بمجدول أو حاسبة لحساب الأعداد ) 3

باستخدام  Cمكن إنشاء ی(التي نتحصل علیھا بإیصال النقط المتتابعة بخط مستمر Cأنشئ المنحنى 
3q ذي المعادلة ∆ثم انشئ في نفس المعلم المستقیم  ) المساعد البیاني لمجدول =.  

   ثانیة؟1,5ما ھي القیمة التقریبیة لكمیة الكھرباء خلال 
0t في اللحظة Cادلة لمماس المنحني أكتب مع) 1(باستعمال المعادلة ) 4    ثم أرسم ھذا المماس=

R تساوي ∆تحقق  أن فاصلة نقطة تقاطع المماس مع المستقیم  C× ثانیة0,25 أي.  
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Rنضع ) 5 Cτ = ×  
5t من أجل ھتحقق أن τ=0 ما یقرب  كمیةالكھرباء ثمثل

  .3وھي من كمیة الكھرباء النھائیة 099
  حـــــل

1Rqلدینا ) 1 q U
C

′ + 15 ، وبالتعویض نجد = 60
0,05

q q′ + 5أي = 20 60q q′ + تزال  وبالإخ=

4:  نجد 5على  12q q′ + 4 ومنھ المطلوب = 12q q′ = − +.  

]طول المجال ) 2 1,5 فإن 0,1 وبما أن طول الخطوة1,5 ھو 1,5;0[
0,1

n 15n أي ≥ ≤  

+المقدار  −1n nx x1 لأنھ یمثل الخطوة وبالتالي 0,1 یساوي 0,1n nx x+ = +.  
4 ولدینا  12q q′ = − ) أي + ) 4 ( ) 12q t q t′ = − ) التقریبات( وباستخدام الصیغة التفاضلیة للمشتق +

1فإن  1

1

( ) ( )( )
0,1

n n n n

n n

q x q x y yq t
x x

+ +

+

− −′ = =
−

) مع  ) ( )nq t q x=  

1عندئذ نحصل على  4 12
0,1

n n
n

y y y+ −
= − 1 أي + 0,4 1,2n n ny y y+ − = − +   

+ومنھ نصل إلى  المطلوب  = +1 0,6 1,2n ny y.   
  :Excelنستخدم مجدول ) 3
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  . كولومب3ثانیة ھي  1,5 التقریبیة عند الزمن كمیة الكھرباء
0t المقابلة للزمن M(0;0)0عند النقطة Cكتابة معادلة المماس للمنحني ) 4 =  

(0)في ھذه الوضعیة  0q (0)لي  وبالتا= 0 12q ′ = ).(0) وبما أن + 0) (0)y q x q′= − فإننا نجد +
12y x=  
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12الذي یحقق x ھي العدد ∆فاصلة نقطة تقاطع المماس مع المستقیم  3x 1أي = 0,25
4

x = = 

Rوھي مطابقة لقیمة  C× 5لأن 0,05 0,25R C× = × =  
5من أجل ) 5 1,25t τ= 1.2 فإن = 1,3t<   q<2.996081792>2.993469653 و>

2.993469653وباتالي  q 2.996081792< <
3 3 3

>q0.997823218 نجد  <0.998693931
3

  

0ومنھ نجد كمیة الكھرباء تمثل قیمة بجوار النسبة 
  .3وھينھایة  المحصل علیھا ك من القیمة099

  طریقة أخرى
1,25t المقابلة للقیمة qیمكن أن نحصل على قیمة   بإعادة إنشاء المنحني بحیث نحصل على =

1,25tیمة الق   .0,05 یمكن من أجل ذلك جعل الخطوة =

2.98866632qیعطي المجدول   وبالتالي =
2.98866632 0.996222107

3 3
q

=  ومنھ النتیجة =

0تفوق
  .3  وھينھایة المحصل علیھا ك من القیمة099

  

  
  

   الإستدلال بالتراجع)  3
تنص البرامج على أن تناول مبادئ المنطق عامة وأنماط البرھان خاصة لا یتم من خلال  
تخصیص دروس لھا، بل لا بد أن تكون حاضرة في كل مراحل عرض المفاھیم الریاضیاتیة 

  .والتبریرات المتعلقة بالنتائج التي یتم الوصول إلیھا
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أما الاستقراء ) الاستنتاج والاستقراء( یوجد نوعان من البراھین   نعلم أنھ في التفكیر المنطقي
فموضوعھ  الإحصاء الوصفي حیث  لا یمكن الاستغناء عنھ لأن من مھامھ استقراء النتائج 
المتحصل علیھا للتمكن من تمثیلھا ثم مقارنتھا مع منحنیات لدوال مرجعیة أو لدوال غیر معقدة 

الاستنتاج ( الاستنتاج فھو یشمل أنماط البرھان المعروفــــــة مركبة من دوال مرجعیة ، وأما 
وفي ھذا المستوى، یضاف نمط جدید إلى سلسلة أنماط البرھان ....) المباشر، البرھان بالخلف، 

  .بالتراجع ) الإستدلال( المعروفة عند التلامیذ ھو البرھان 
  :لى مجموعات لھا خاصیتین  یستعمل ھذا النمط من البرھان لإثبات صحة خواص معرفة ع

  ) العنصر الأصغر(تملك المجموعة عنصرا أول -
  .عدد معلومαحیث n+α من ھذه المجموعة عاقب ھو nلكل عنصر  -

1α وبحیث یكون ¥ة من لكننا نقتصر في برنامج السنة الثالثة ثانوي على المجموعات الجزئی =.  
  إن ھذا النوع  من الاستدلال جدید على التلامیذ یدخل في جمیع میادین الریاضیات كأي نمط من 

  .أنماط البرھان الأخرى
  : یعتمد مبدأ الاستدلال بالتراجع على إثبات مرحلتین

  
  
  
  

الملاحظة، (المنھج التجریبي  شبھ الاستدلال بالتراجع في تدخلھ ی:لتراجعمیدان الاستدلال با
   )التجربة وھي تشمل البرھان، استخلاص النتیجة أو القانون

  .نرید أن نحسب الحد العام لمتتالیة حسابیة: مثال
1n  فإن ¥ من nمھما كان : من التعریف لدینا العلاقة التراجعیة nU U r+ =   . ھو الأساسr حیث +

  .الأولىnنعوض بقیم 
0nمن أجل  1 لدینا  = 0U U r= +  
1nمن أجل  2 لدینا  = 1 0 0 2U U r U r r U r= + = + + = +  
2nمن أجل  3 لدینا = 2 0 02 3U U r U r r U r= + = + + = +  
3nمن أجل  4 لدینا = 3 0 03 4U U r U r r U r= + = + + = +  
01:  ما یليفنلاحظ .1U U r= +،02 .2U U r= +،03 .3U U r= +،04 .4U U r= + 
00وأیضا .0U U r= +   

} من n إذن یمكن أن نجزم أنھ مھما كان  0 لدینا 4;3;2;1;0{ .nU U rn= +.  
0:  یكون لدینا ¥ من n ھل من أجل كل عدد :السؤال المطروح .nU U rn=   ؟+

  .الاستدلال بالتراجع بالإجابة عن ھذا التساؤل یسمح
0nالخاصیة محققة من أجل  - 00 لأن = 0.U U r= +  
0إذا فرضنا أن  - .nU U rn= 01 فھل یكون + ).1(nU U n r+ = +   ؟+

  .یة المراد برھانھا محققة من أجل العنصر الأول وتنص على أن تكون الخاص:الانطلاقة
1n فھي محققة من أجل عاقبھ n إذا كانت الخاصیة محققة من أجل عدد :صحة الاستلزام +.  
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0طبعا  .nU U rn= 0 یؤدي إلى أن + .nU r U r rn+ = +    إلى الطرفینr وذلك بإضافة +
1nومن التعریف لدینا  nU r U ++ 01 ومنھ = ).1(nU U n r+ = + +  

  .nة محققة من أجل كل قیمة یأخذھا العدد الطبیعي  بأن الخاصی نستنتجیمكن الآن أن
  .وھذا ما نعنیھ الانتقال من العام إلى الخاص

  :1نشاط 
)نرمز بالرمز )Arg z لعمدة العدد المركب غیر المعدوم z و بالرمز zلطویلتھ .  

z وzأثبت من أجل كل عددین مركبین  )1 :    غیر معدومین′
[ ]( ) ( ) ( ) 2Arg z z Arg z Arg z π′ ′× ≡ +   

zو  z z z′ ′× = ×.  
z وzا كان العددان المركبان غیر المعدومین  أنھ مھم¥ من nبین بالتراجع على  )2 ′: 

[ ]( ) ( ) 2nArg z n Arg z π≡ nnz و× z= 
  :حــــل
]ضنا أن رإذا ف )1 ]( ) 2Arg z α π≡و [ ]( ) 2Arg z β π′   :فإن ≡
 .(cos( ) sin( ))z z iα α= )cos). و+ ) sin( ))z z iβ β′ ′= + 

.وبالتالي (cos( ) sin( )).(cos( ) sin( ))z z z z i iβ β α α′ ′× = + +  
.أي  cos( ).cos( ) sin( )sin( ) (cos( )sin( )) sin(( ).cos( )( ) )( )z z z z iβ α α β α β α β′ ′× = − + +  
.ومنھ cos( ) sin( )( ).z z z z iα β α β′ ′× = + + +  

zنستنتج عندئذ أن   z z z′ ′× = ] وأن × ]( ) ( ) ( ) 2Arg z z Arg z Arg z π′ ′× ≡ + 
2(  

0nمن أجل    • 0 فإن = 01 1z z= = =. 
nnzنفرض أن  z= 11 ونبین أن nnz z ++ =  

1nلدینا  n nz z z z z+ = × =   . من خواص القوة وخاصیة طویلة جداء السابقة×
nnzومن فرضیة التراجع  z= 11إذن n nnz z z z ++ = × = 

0nأجل   من  • ] . فإن= ]0( ) (1) 2Arg z Arg π≡ وبما أن عمدة العدد الحقیقي المعدوم 
]فإن 2π بتردرد 0توافق  ]0( ) 0 2Arg z π≡ أي[ ]0( ) 0 2Arg z z π≡ × 
]نفرض أن  ]( ) ( ) 2nArg z n Arg z π≡ ] ونبین أن × ]1( ) ( 1) ( ) 2nArg z n Arg z π+ ≡ + ×  

]لدینا  ]1( ) ( ) 2n nArg z Arg z z π+ ≡  ومن عمدة الجداء نجد ×
[ ]( ) ( ) ( ) 2n nArg z z Arg z Arg z π× ≡ +  

] ومن فرضیة التراجع  ]( ) ( ) ( ) ( ) 2nArg z Arg z n Arg z Arg z π+ ≡ × +   
]ومنھ  ]1( ) ( 1) ( ) 2nArg z n Arg z π+ ≡ + × 
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  : ملاحظات
رھنة تدعى مبرھنة الاستدلال بالتراجع التي یعتبر یستند ھذا النوع من البرھان على مب )1

  .برھانھا خارج البرنامج، لذلك فھي تقبل بدون برھان
یمكن أن یدخل البرھان بالتراجع في جمیع میادین الریاضیات باعتباره وسیلة من وسائل    )2

  .التبریر
اعدة العكس ق(ستنتاجیة تراجع أي نوع آخر من البراھین الایمكن أن یحضر مع البرھان بال )3

 ...)النقیض ، فصل الحالات،
البرھان بالتراجع ھو برھان بسیط من حیث المبدأ إلا أن كثیر من التلامیذ یعتقدون بصعوبتھ  )4

 .والسر أن الصعوبة تكمن في قواعد الحساب التي صیغت علیھا الخاصیة التي یراد برھانھا
  :أمثلة

2n فإن ¥من  nأثبت أنھ مھما كان  )1 n>. 
0n واضح أنھ من اجل  :طریقة أولى 02 لدینا = 1 أي <0   . فھي محققة<0
2nنفرض أن  n>12 ونبین أن 1n n+ > +.  

nلدینا  ∈ 0n إذن ¥ 02 وبالتالي ≤ 2n 2 أي ≤ 1n ≥.  
2n ومن فرضیة التراجع لدینا  n>  

2إذن  بالجمع طرفا إلى طرف نجد  2 1n n n+ > 2أي + 2 1n n× > 12 ومنھ + 1n n+ > +  
} بوضع بفصل الحالات یمكن أن نستعین بالبرھان :طریقة أخرى }* 0=¥ ¥ U.  

0nنبین في الحالة الأولى أن الخاصیة محققة من أجل  =.  
  : كما یلي¥*صحتھا على نبین في الحالة الثانیة بالتراجع 

1nالخاصیة محققة من اجل  2 لأن = 1>.  
2nأي nنفرض صحتھا من أجل  n>1 ونبین صحتھا من اجلn 12 أي + 1n n+ > +.  

2n n> 2إذن 2 2n n× > 12nأي × n n+ > n* وبما ان + ∈ 1n فإن ¥ 1n وبالتالي ≤ n n+ ≥ +  
12ومنھ  1n n n n+ > + ≥ 12تج  بذلك  ین+ 1n n+ > +  

 . مع البرھان بالتراجعبقاعدة العكس النقیضاستعمال البرھان  )2
( )nu 0:  كما یلي¥ متتالیة معرفة على 2u 1 و بالعلاقة التراجعیة  =

2
2 1

n
n

n

uu
u+

+
=

+
  

1nu فإن  nثبت أنھ مھما كان العدد الطبیعي أ ≠  
0nمن اجل  0 واضح أن = 1u 0 لأن ≠ 2u =  

1nuنبین أنھ إذا كان  1 فإن ≠ 1nu +    وباستعمال قاعدة العكس النقیض یكفي أن نبین أنھ≠
1 إذا كان  1nu + 1nu فإن = =.  
1: وفعلا 1nu + 2 یعني = 1 2n nu u+ =   )البسط والمقام متساویان  (+

1nuوینتج من ذلك ان    . ومنھ البرھان=
  

  المتتالیات العددیة) 4
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واصل موضوع المتتالیات على المنوال الذي قدمت بھ في السنة الثانیة مع بعض التعمق ن
  .یات المتجاورة، مثلا، قصد استغلالھا في الحساب التكامليلوبعض الإضافات حیث ندرج المتتا

  
  
  
  

ونطلب ) كنوع جدید من الطرح(علق بشرط  تتتالیة  میمكن على سبیل المثال أن یكون تعریف م
  .من التلمیذ أن یمثل بعض الحدود الأولى ویلاحظ تغیراتھا ثم یستعین بمجدول لتمثیلھا

  
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ:نشـــاط

یھدف ھذا النشاط إلى إبراز قوة التفكیر المنطقي إلى جانب الحساب والتعرف على المتتالیات 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ المتجاورة

  

)نعرف متتالیتین  )nuو ( )nv على النحو التالي¥ على مجموعة الأعداد الطبیعیة .  
  

  ¥ من nإذا كان                      فإن                       و               مھما كان 
  ¥ من nإذا كان                      فإن                و                     مھما كان 

0مع  1u 0 و= 2v =   
 .0v ،1v ،2v ،3v،4vو0u ،1u ،2u، 3u، 4uأحسب ) 1
n لدینا nبین أنھ مھما كان العدد الطبیعي ) 2 nu v<  
)أثبت أن المتتالیة ) 3 )nu متزایدة وأن ( )nvمتناقصة .  
nنضع ) 4 n nw u v= −.  
)ت أن  أثب-أ )nwھي متتالیة ھندسیة یطلب تعیین اساسھا وحدھا الأول .  
) استنتج أن -ب )nw ماذا یمكن القول عن المتتالیتین .  مقاربة( )nuو ( )nv؟  

)المتتالیتین   مثل العشرة حدود الأولى لكل من -جـ  )nuو ( )nv.  
  حــــل

1(  
n  0  1  2  3  4  

الشرط على 
2

2
+ 

 
 

n nu v

  

9 2
4

>
  

25 2
16

≤
  

121 2
64

≤
  

  = > 
 

223 529 2
16 256

    

nu  0الحد  1u =  1 0 1u u= =  2
5
4

u =  3
11
8

u =  4 3
11
8

u u= =  

nv  0الحد  2v =  1
2 1 1,5

2
v +

= =  2 1 1,5v v= =  3 2 1,5v v= =  4
23
16

v =  
  

)نقول عن متتالیتین  )nuو ( )nvا متجاورتان عندما تكون إحداھما متزایدة والأخرى  أنھم
limمتناقصة ولھما نفس النھایة أي  ( ) 0n nn

u v
→+∞

− = 

1n nv v+ =
1n nu u+ =

2

2
2

n nu v+  > 
 

1 2
n n

n
u vv +

+
=

2

2
2

n nu v+  ≤ 
 1 2+

+
= n n

n
u vu
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0لدینا ) 2 1u 0 و= 2v 0 إذن = 0u v<  
nنفرض أن  nu v< 1 ونبین 1n nu v+ +<  

إذا كان  
2

2
2
+  ≤ 

 
n nu v 1   فإن 2+

+
= n n

n
u vu 1   و+ =n nv v              

nبما ان  nu v< 2 فإن.n n nu v v+ 1n نجد 2 وبالقسمة على < nu v+ +1 ولكن > =n nv v 1 إذن 1n nu v+ +<  

إذا كان  
2

2
2
+  > 

 
n nu v 1   فإن+ =n nu u 1   و 2+

+
= n n

n
u vv              

nبما ان  nu v< 2 فإن. n n nu u v> 1nنجد  2 وبالقسمة على + nu v +1 ولكن>+ =n nu u 1  إذن 1n nu v+ +<  
nومنھ  nu v< مھما كان العدد الحقیقي n.  

  .حد لاحظ أننا استعملنا البرھان بالتراجع والبرھان بفصل الحالات في آن وا:ملاحظة
3 (  
j  نبین أن( )nuمتزایدة .  

إذا كان   - 
2

2
2
+  ≤ 

 
n nu v 1   فإن 2+

+
= n n

n
u vu    1 وبالتالي 2+

−
− = n n

n n
v uu u وبما ان n nu v< 

1فإن  0+ − >n nu u. 

وإذا كان   - 
2

2
2
+  > 

 
n nu v 1   فإن+ =n nu u  1  وبالتالي 0+ − =n nu u   

1ومنھ  0+ − ≥n nu u أي  ( )nuمتزایدة .  
k  نبین أن( )nvمتناقصة .  

إذا كان   - 
2

2
2
+  > 

 
n nu v 1   فإن 2+

+
= n n

n
u vv    1 وبالتالي 2+

−
− = n n

n n
u vv v وبما ان n nu v< 

1فإن  0+ − <n nv v. 

وإذا كان   - 
2

2
2
+  ≤ 

 
n nu v 1   فإن+ =n nv v  1  وبالتالي 0+ − =n nv v  

1ومنھ  0+ − ≤n nv v أي  ( )nvمناقصة .  

لدینا إذا كان   - أ )4
2

2
2
+  > 

 
n nu v  1   فإن 2+

+
= n n

n
u vv1 و+ =n nu u  

1بالطرح نجد  1 2+ +

−
− = n n

n n
u vu v 1 وھذا یعني ان

1
2+ =n nw w  

أما إذا كان  
2

2
2
+  ≤ 

 
n nu v1   فإن 2+

+
= n n

n
u vu1 و+ =n nv v  

1بالطرح نجد  1 2+ +

−
− = n n

n n
u vu v 1 وھذا یعني ان

1
2+ =n nw wأیضا .  
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)ومنھ  )nw 1 متتالیة ھندسیة أساسھا
2

0 وحدھا الأول   0 0= −w u v 0 أي 1 2 1= − = −w.  

) بما أن - ب )nw أساسھا یتنمي إلى المجال  متتالیة ھندسیة]   . فھي متقاربة−1;1[
)تتقارب  )nw إذن 0 نحو lim ( ) 0n nn

u v
→+∞

− ) وبما أن= )nuمتزایدة  و ( )nv متناقصة إذن ( )nuو ( )nv 

  ھما متتالیتان متجاورتان
  التمثیل - جـ

  
  
  
  
  
  

  
  حساب المساحات) 5

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ :1نشاط 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــ الھدف من ھذا لنشاط ھو مقاربة حساب المساحة باستخدام المتتالیات المتجاورة

0ننشئ الجزء  4A A من القطع المكافئ Ρ الذي 
2yمعادلتھ  x= 0 حیث 1x≤ ≤  

 Ρتنتمي إلى القطع المكافئ 0A ،1A،2A،3A،4Aالنقط 

1، 0فواصلھا، على الترتیب، ھي 
4
،1

2
،3

4
،1.  

 مساقطھا العمودیة على 0Q ،1Q،2Q ، 3Q،4Qوالنقط 
)حامل محور الفواصل  )x x′على الترتیب.  

1p نعتبر المستطیلات التي أضلاعھا -أ )1 pQ Q +   

pو pA Q   حیثp إلى 0 عدد طبیعي یأخذ القیم من

. 0,25لھذه المستطیلات قواعد متقایسة طول كل منھا .3
  . لھذه المساحات2Sاحسب مساحة كل مستطیل ثم المجموع 

صف ونعید انشاء المستطیلات بنفس الكیفیة  نقسم كل من المجالات الأربعة السابقة إلى الن-ب
 لھذه 3Sاحسب مساحة كل مستطیل ثم المجموع . 0,125فتكون قواعدھا متقایسة طول كل منھا 

  .المساحات
3بین أن  2S S>.  

A0
A1

A2

A3

A4

Q0 Q1 Q2 Q3 Q40 1

1

x

y

A0
A1

A2

A3

A4

Q0 Q1 Q2 Q3 Q4

1
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

un
vn
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 مجالا ونكرر 42السابقة إلى النصف فنحصل على  كل من المجالات الثمانیة ، مجددا،نقسم  - جـ 
  ... مجالا وھكذا52العملیة إلى

 مجالا نتحصل عندئذ على2n لمجموع  مساحات المستطیلات الموافقة للعدد nSإذا عبرنا بالرمز 
)متتالیة  )nS . ماھي المخمنة التي یمكن وضعھا من أجل اتجاه تغیر المتتالیة( )nS؟ 

1p نعتبر المستطیلات التي أضلاعھا -أ )2 pQ Q +    1 و 1p pA Q+ +   حیث pي یأخذ  عدد طبیع

2Sاحسب المجموع . 3إلى 0القیم من   . لمساحات ھذه المستطیلات′
نقسم كل من المجالات الأربعة السابقة إلى النصف ونعید انشاء المستطیلات بنفس   - ب

 .الكیفیة
3Sاحسب المجموع    . لمساحات المستطیلات المحصل علیھا′

3بین أن  2S S′ ′<.  
 مجالا ونكرر 42كل من المجالات الثمانیة السابقة إلى النصف فنحصل على ،  مجدد،نقسم - جـ

nSإذا عبرنا بالرمز ...    مجالا وھكذا52العملیة إلى  المواقة  لمجموع  مساحات المستطیلات′
)مجالا نتحصل، عندئذ، على متتالیة 2nللعدد  )nS ماھي المخمنة التي یمكن وضعھا من أجل . ′

)اتجاه تغیر المتتالیة  )nS؟ 
3 بین أن -أ )3

3 3 2S S −′ − =      
nأعط مخمنة تخص عبارة  nS S′ nماھي نھایة. − nS S′   ؟−

) ماھي المخمنة التي یمكن أن نضعھا تتعلق بنھایتي-ب )nSو ( )nS ′ 
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ .الدالة المشتقة لدالة مرفقة بمساحة:  2نشاط 
  ـــــــــــf بالدالة الأصلیة للدالة fCیھدف ھذا النشاط إلى ربط مساحة الحیز الذي یقع تحت منحني 

  

f دالة معرفة بالعبارة ( ) 2f x x=  d ، المستقیم +
 في المستوي المنسوب fھو المنحني الممثل للدالة 

  إلى معلم متعامد ومتجانس 
) المحور dیقطع المستقیم  )y y′ (2;0)في النقطةA 

0x حیث xفاصلتھا   dونقطة من المستقیم  >.  
 C المسقط العمودي للنقطة B على المحور ( )x x′.  

)بین أن المساحة  )1 )S x لشبھ المنحرف 

OABC تساوي ( 4)
2

x x +  

)تحقق أن  )2 ) ( )S x f x′ = 

0 1

1

x

y

E

B d

A

CF
x

2

2
y'

x'
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)طھا العمودي على  مسقF و2 فاصلتھا d  من المستقیمEنعتبر النقطة  )3 )x x′. 
) المساحة xاحسب بدلالة  )G x لشبھ المنحرف EFCB .أحسب( )G x′.  

2بحیث Bاعد الحسابات السابقة مع اختیار النقطة  )4 0x− < <. 
)ھل نتحصل على نفس النتیجة  )G x′.؟  

  حـــل
مساحة شبھ المنحرف تساوي جداء الارتفاع بالمتوسط الحسابي لقاعدتیھ  )1

2
OA CBOC +

× 

OCولدینا  x= ،2OA =، ( ) 2CB f x x= = ) ومنھ + 4)( )
2

x xS x +
= 

)ننشر عبارة  )2 )S x21 فنجد( ) 2
2

S x x x= ) وبالتالي + ) 2S x x′ = ) ومنھ + ) ( )S x f x′ =. 

:   ھيEFCBبنفس الطریقة نجد مساحة شبھ المنحرف  )3
2

EF CBFC +
 ولدینا أیضا ×

2FC x= − ،(2) 4EF f= = ،( ) 2CB f x x= = 4 ومنھ + ( 2)( ) ( 2)
2
xG x x + +

= − 

)1 أ ي ) ( 2)( 6)
2

G x x x= − )21 ومنھ  + ) 2 6
2

G x x x= + −. 

)واضح  ) 2G x x′ = ) أي + ) ( )G x f x′ = 
2من أجل  )4 0x− <   فإن مساحة شبھ >

 ھي EFCBالمنحرف 
2

EF CBFC +
×  

2FCلكن  x= − ،(2) 4EF f= = ،
( ) 2CB f x x= = +   

4  ومنھ  ( 2)( ) (2 )
2
xG x x + +

= −  

)1أي      ) (2 )( 6)
2

G x x x= −    ومنھ+

21( ) 2 6
2

G x x x= − − +  

)ویكون عندئذ  ) 2G x x′ = −  أي −
( ) ( )G x f x′ =  . وھي نتیجة لیست مطابقة للنتیجة السابقة بل نظیرتھا−

  
  ئمساحة حیز واقع تحت قطع مكاف

  ومحور الفواصل والمستقیمات التي fعندما نرید حساب مساحة حیز محدود بمنحنى دالة 
xمعادلاتھا  a=و x b= على مجال[ ];a bیمكن  مقاربة ذلك كما یلي    

0 1

1

x

y

E

B

d

A

C F
x

2

2
y'

x'
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] نجزئ مجال  ];a b  إلى  n 0جزء فنحصل على النقطA ،1A،...،1nA − ،nA من منحني الدالة

1، 0فواصلھا على الترتیب 
n

 ،... ،1n
n
 مساقطھا العمودیة على محور الفواصل ھي على 1، −

0Q ،1Q،...،1nQالترتیب   − ،nQفإننا نجد المساحة المطلوبة  Sمحصورة بین العددین nSو nS ′ 
1p ھي مجموع مساحات المستطیلات التي قواعدھا nS: حیث pQ Q +  وارتفاعاتھا p pQ A  .  

nS 1p ھي مجموع مساحات المستطیلات التي قواعدھا ′ pQ Q +  1 وارتفاعاتھا 1p pQ A+ +  .  

)المتتالیتان  )nS ،( )nS ما  ھما متتالیتان متجاورتان أي إحداھما متزایدة والأخرى متناقصة ولھ′
  .نفس النھایة

  
  .3نشاط 

C 2 جزء من القطع المكافئ الذي معادلتھy x= في المجال  [ ]0;1.  
0y والمستقیمات التي معادلاتھا C للحیز المستوي المحدد بالقطع Sنرید حساب المساحة  =   

x a=و x b=  
0 حیث kxجزء فنحصل على النقط التي فواصلھا nنجزئ المجال إلى  k n≤ ≤  

nS ھي مجموع مساحات المستطیلات التي طول قواعدھا طول الجزء المحصل علیھ وارتفاعاتھا 
2( )kx 0حیث 1k n≤ ≤ −.   

nS وارتفاعاتھا  ھي مجموع مساحات المستطیلات التي طول قواعدھا طول الجزء المحصل علیھ ′
2( )kx 1حیث k n≤ ≤.  

nبین من الشكل أن    )1 nS S S ′< <. 

2 فإن ¥ من nأثبت بالتراجع أنھ مھما كان  )2

0

1 ( 1)(2 1)
6

p n

p
p n n n

=

=

= + +∑ 

استنتج المجموع 
1

2

0

p n

p
p

= −

=
∑. 

nS وnS عبارتي nاكتب بدلالة  )3 ) ثم أثبت أن المتتالیة ′ )nS متزایدة .  
)بین أن المتتالیتین  )4 )nS ،( )nS  . متجاورتین′

1lim: بین أن )5
3nn

S
→∞

  .S ثم استنتج بذلك المساحة  =

  حــل
1( nS  0 ھو مجموع مستطیلات تقع تحت القطع المكافئ لأن 1k n≤ ≤ nS وبالتالي − S<  
nSینما  ب 1 ھو مجموع مستطیلات تقع فوق القطع المكافئ لأن′ k n≤ nS  وبالتالي≥ S ′<  

nنستنتج عندئذ أن  nS S S ′< <.  
0nمن أجل ) 2   )بالتعویض( الصفر الطرفان متساویان وكل منھما یساوي=
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2نفرض أن 

0

1 ( 1)(2 1)
6

p n

p
p n n n

=

=

= +  ونبین أن ∑+
1

2

0

1( 1)( 2)(2 3)
6

p n

p
p n n n

= +

=

= + + +∑  

لدینا 
1

2 2 2

0 0
( 1)

p n p n

p p
p p n

= + =

= =

= + +∑  ومن فرضیة التراجع نجد ∑
1

2 2

0

1 ( 1)(2 1) ( 1)
6

p n

p
p n n n n

= +

=

= + + + +∑  

]أي  ]
1

2

0

1( 1) (2 1) 6( 1)
6

p n

p
p n n n n

= +

=

= + + +  وبالنشر∑+
1

2 2

0

1( 1) 2 7 6
6

p n

p
p n n n

= +

=

 = + + + ∑  

)2وبما أن  2)(2 3) 7 6n n n n+ + = +  فإن+
1

2

0

1( 1)( 2)(2 3)
6

p n

p
p n n n

= +

=

= + +   . ومنھ المطلوب∑+

نستنج عبارة 
1

2

0

p n

p
p

= −

=
1n بالعدد n باستبدال كل∑  فنجد  −

1
2

0

1 ( 1)(2 1)
6

p n

p
p n n n

= −

=

= − −∑.  

k لدینا  )3
kx
n

1الخطوات متساویة ومساویة  لأن =
n

1أي  1 10 ...kx
n n n

= + + + 0مع (+ 0x =.(  

21مساحة كل مستطیل ھي  ( )k
n n

0 من أجل× 1k n≤ ≤  إذن  −
1

2

0

1( )
p n

n
p

pS
n n

= −

=

=  أي  ∑

1
3 2

0

1( )
p n

n
p

S p
n

= −

=

= 31  ومنھ ∑ 1( ) ( 1)(2 1)
6nS n n n

n
= × − −  

 أي 
2

2

2 3 1
6n

n nS
n

− +
=.  

21بنفس الطریقة نجد مساحة كل مستطیل ھي  ( )k
n n

1من اجل × k n≤ 3وبالتالي≥ 2

1

1( )
p n

n
p

S p
n

=

=

′ = ∑  

31أي  1( ) ( 1)(2 1)
6nS n n n

n
′ = × +  ومنھ +

2

2

2 3 1
6n

n nS
n

+ +′ =.  

)نبین أن المتتالیة  )nSمتزایدة.  

2لدینا 
1 3 1
3 6n

nS
n

− +
= 1  إذن  + 2 2

3( 1) 1 3 1
6( 1) 6n n

n nS S
n n+

− + + − +
− = −

+
  

2 2
1 2 2 2 2

3 2 3 1 ( 1)
6( 1) 6 ( 1)n n

n nS S n n
n n n n+

− − − +
− = × − × +

+ +
 أي 

3 2 3 2

1 2 2 2 2
3 2 3 5 1

6( 1) 6 ( 1)n n
n n n n nS S
n n n n+

− − − − − +
− = −

+ +
  

2

1 2 2
3 1
6 ( 1)n n

n nS S
n n+

− +
− =

+
) مقدار موجب إذن  )nSمتتالیة متزایدة.  

)حتي تكون المتتالیتان ) 4 )nSو ( )nS ) متجاورتان یكفي أن نبین أن ′ )nS متناقصة وأن 
lim( ) 0n nn

S S
→∞

′ − =  

)نبین بالطریقة نفسھا ان )nS   .دة  متزای′

 
2 2

2 2

2 3 1 2 3 1
6 6n n

n n n nS S
n n

+ + − +′ − = 2 إذن −
6 1
6n n

nS S
n n

′ − = =  
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nS وnSمن تعریف المساحتین: طریقة أخرى nS فإن ′ ھي مجموع مساحة المستطیل الأخیر ′

1 بالإنسحاب الذي شعاعھ nSومجموع مساحات صور المستطیلات  ذي المساحة i
n

−
r

.  

1limوبما أن  0
n n→∞

)lim فإن = ) 0n nn
S S

→∞
′ − ) ومنھ ا لمتتالیتان = )nSو ( )nS   . متجاورتان′

2لدینا 
1 3 1
3 6n

nS
n

− +
= 2 فبما أن +

3 1lim 0
6n

n
n→∞

− +
1lim إذن =

3nn
S

→∞
=.  

)بما أن ا لمتتالیتین  )nSو ( )nS )lim متجاورتان فإن ′ ) 0n nn
S S

→∞
′ − 1lim وبما أن =

3nn
S

→∞
 فإن =

1lim
3nn

S
→∞

′ =.  

nلكن  nS S S ′< 1 فبالمرور إلى نظریة الحصر نجد >
3

S =  

مجموع مساحات المستطیلات یقترب من المساحة التي تقع تحت القطع المكافئ أنّ لاحظ  :ملاحظة

 مستطیل ھيإذن مساحة كل .أكبر) عدد المستطیلات (nكلما كان 
21 1k

n n
 × × 
 

.  

 .یمكن حساب المجموع في الحالات الأربعة السابقة كما ھو مبین أسفل الجدول
  
  
  
 
 
 
 
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

0,1hمن أجل  =  

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1  

S=0.385  

0.05hمن أجل  = 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.5 1  

S=0.35875  

0.01hأجل  = 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

00.010.020.030.040.050.060.070.080.090.10.110.120.130.140.150.160.170.180.190.20.210.220.230.240.250.260.270.280.290.30.310.320.330.340.350.360.370.380.390.40.410.420.430.440.450.460.470.480.490.50.510.520.530.540.550.560.570.580.590.60.610.620.630.640.650.660.670.680.690.70.710.720.730.740.750.760.770.780.790.80.810.820.830.840.850.860.870.880.890.90.910.920.930.940.950.960.970.980.991
 

S=0.33835 

0.005hمن أجل  = 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.5 1
 

S=0.3358375 
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  والاحتمالاتالإحصاء میدان .3
  

ط في باب الإحصاء، انصب التركیز على جدوى في برنامج السنة الثانیة ثانوي، وبالضب
 أو بواسطة (Me ; Q3-Q1) الربیعي  ثنائیة الوسیط والانحرافتلخیص سلسلة إحصائیة بواسطة ال

 وتمثیل ذلك بیانیا بواسطة مدرج تكرار أو بمخطط (m ; s)الوسط الحسابي والانحراف المعیاري 
  . بالعلبة

ن برنامج السنة الثانیة ثانوي سمح للمقاربة التواتریة ذات أماّ فیما یخص باب الاحتمالات نسجل أ
البعد المحسوس بالتمھید لإبراز مفھوم الاحتمال من خلال ربطھ بمفھوم التواتر عبر خاصیة 

 وقد كان لمحاكاة بعض التجارب .(Loi des grands nombres) " قانون الأعداد الكبیرة"
دورا بارزا في ذلك حیث سمحت بدراسة خواص ) كإلقاء حجر نرد أو قطعة نقدیة(المرجعیة 

كما تم التطرق إلى مفھوم تجربة عشوائیة وإلى مفھوم . التواترات و ربطھا بخواص الاحتمال
  .نمذجة تجربة عشوائیة

في المستوى النھائي الذي یعتبر برنامج الریاضیات فیھ تتویجا للمعارف الریاضیاتیة عند 
ي الأطوار السابقة لھ، یلتحم الإحصاء والاحتمالات أكثر من خلال التلمیذ في التعلیم الثانوي وف

مفھوم تلاؤم سلسلة إحصائیة مشاھدة مع نموذج احتمالي یفترض أنّھ مؤھل لوصفھا والتعبیر عن 
إذ یصل التلمیذ في ھذا المستوى إلى  قبول أو رفض نموذج احتمالي وفق مقیاس . ھذه السلسلة

كما أنّ ھذا البرنامج یسمح للتلمیذ بتوسیع مفھوم . تبة یحددھا سلفامعیّن وبناءًَ على ع) مؤشر(
الاحتمالات المتقطعة إلى قانون برنولي والقانون الثنائي مما یمكنھ من معالجة مسائل من الواقع 

كما یسمح للتلمیذ  بالتطرق إلى . تتعلق بالاحتمالات الشرطیة یستعمل فیھا مفھوم شجرة الاحتمالات
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مالات المستمرة الذي یمكنھ من معالجة ظواھر مستمرة من الواقع كانتشار الحرارة مفھوم الاحت
  .مثلا أو مدة صلاحیة جھاز

بالنسبة إلى شعبتي الریاضیات وتقني ریاضیات نجد أن البرنامج یركز على العدّ إذ یجعل 
  .منھ أداة قویة في حل مسائل في الاحتمالات

ا یلي إلى تغطیة میدان الإحصاء والاحتمالات، نسعى من خلال الأنشطة المقترحة في م
 وھي تمثل لھ في تقدیم المفاھیم الواردة أعلاه،فھي أمثلة مختارة بعنایة موجھة للأستاذ لیستعین بھا 

 بھ السیر بتلامیذه على منوالھا وأن یخص الملاحظات المتعلقة بكیفیة إنجازھا و یَحْسُنُنماذج 
  في تجسید طموحاتكون لھ قاعدة انطلاق حتى دراسة والتمحیص بعض التعالیق المرفقة بھا، بال

  .ھذا البرنامج مع تلامیذه
  :لقد تم تقسیم ھذه الأنشطة إلى أربعة عناوین رئیسة ھي

I- حساب الاحتمالات 
II- قوانین الاحتمالات المتقطعة 

III- التلاؤم مع قانون احتمال متقطع 
IV- أمثلة في الاحتمالات المستمرة  

I- حساب الاحتمالات 
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ :1نشاط
أو شجرة الاحتمالات لحل مسائل /یھدف ھذا النشاط إلى استعمال قوانین التحلیل التوفیقي و        

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــت في الاحتمالا
  

یحتوي وعاء على ثلاث كرات حمراء وأربع كرات خضراء، نسحب من ھذا الوعاء 
  . كرتین على التوالي

  : حیثBو A ن الآتیتین، احتمال تحقق كل من الحدثینحالتیلاحسب، في كل من ) 1
A :  " الحصول على اللونین معا"  
B :  " الحصول على لون واحد"  

  .نعید الكرة المسحوبة أولا إلى الوعاء قبل أن نسحب الثانیة: الحالة الأولى
  .لا نعید الكرة المسحوبة أولا إلى الوعاء: الحالة الثانیة

الات لنمذجة كل من الوضعیتین السابقتین ولحساب احتمال تحقق كل من استعمل شجرة الاحتم) 2
  . في كل حالة من الحالتین السابقتین Bو A الحدثین 

  .السابقین) 2و ) 1نسحب في ھذه المرّة ثلاث كرات على التوالي أجب عن السؤالین ) 3
  

  : وتعلیق 1حل للنشاط 
  

لاحتمال وھو عدد الحالات المناسبة على سیط لل الأوّل نستعمل المفھوم البللإجابة عن السؤا )1
عدد الحالات الممكنة ونوظف لأجل ذلك  قوانین التحلیل التوفیقي في الحالة الأولى نعمل 

  .بمفھوم القوائم وفي الحلة الثانیة نعمل بمفھوم الترتیبات
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لحوادث استعمال شجرة الاحتمالات تمكن التلمیذ من التعامل مع مفھوم الحوادث المستقلة وا )2
 .المرتبطة بطریقة طبیعیة ومتوافقة مع معارفھ السابقة باعتبارھا أداة حساب مألوفة عنده

 

   وصف لشجرة الاحتمالات
 

 . شجرة الاحتمالات وتقرأ من الیسار إلى الیمینتُنشأ •
 .الشجرة جذریسمى مبدأ الشجرة  •
 .عقدةتسمى نقطة الوصل بین غصنین  •
 .للشجرة أغصان ابتدائیة،  وتصل إلى  العقدتسمى الخطوط التي تنطلق من الجذر •
 .أغصان ثانویةتسمى الأغصان الواصلة بین عقدتین  •
 .مسارا ما یسمى الطریق الواصل بین الجذر وعقدة •
 .كل مسار یعبر عن حادثة •
 
  

    
  

  قواعد الحساب بشجرة الاحتمالات
  
  
  
  
  
  
  

  :خواص لشجرة الاحتمالات
  
  
  
  

 عن السؤال الثاني من هذا النشاط بمعالجة الحالة الثانية على  نكتفي في الإجابة:ملاحظة
  .اعتبار أن الحالة الأولى تعالج بكيفية مشابهة

  . لا نعید الكرة المسحوبة أولا إلى الوعاء: الحالة الثانیة
  عند نمذجة الوضعية المطروحة في هذا  •

  النشاط نجد شجرة الاحتمالات كما     

 غصن ثانوي
ابتدائيغصن   

 جذر

 عقدة

 مسار

 الحادثة الموجودة في طرف هذا الغصن أي الموجودة في تحققاحتمال غصن ابتدائي هو وزن  .1
  .العقدة

مسار لحادثة المتواجدة في طرف هذا الغصن علما أن اللحتمال الشرطي الا ثانوي هو غصنوزن  .2
 .الذي يصل إلى مبدئه قد تحقق

 .أوزان الأغصان التي تشكل هذا المسار )احتمالات( جداءمسار يساوي ) أو احتمال(وزن  .3
 .احتمالات هذه المساراتمجموع احتمال حادثة مرفقة بعدة مسارات كاملة يساوي  .4

 .1أوزان الأغصان الابتدائية يساوي  مجموع .1

 .1لنابعة من نفس العقدة يساوي أوزان الأغصان الثانوية امجموع  .2
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 ط المقابل، حيث هي مبينة في المخط    
 إلى كرة حمراء Rيشير الحرف         
  . إلى كرة خضراءVالحرف      ويشير 

  
  

  :Aحساب احتمال الحادثة 
أي كرة حمراء وأخرى خضراء بغض النظر عن  " الحصول على اللونین معا "   :ھي  Aنعلم أن الحادثة 

   . الذي یظھر أوّلاناللو
)من مسارین یمكن أن نرمز لھما بالرمزین تتكوّن   Aمن الواضح أن الحادثة  • );R V و ( );V R.  
) أعلاه من قواعد الحساب بشجرة الاحتمالات فإنّ احتمال تحقق المسار 3حسب القاعدة  • );R V  ھو

3 4
7 6

)احتمال تحقق المسار  و× );V R 4ھو 3
7 6

×.  

)إذا رمزنا بالرمز  • )p A إلى احتمال تحقق الحادثة A ّفإن  : ( ) 3 4 4 3 24
7 6 7 6 42

p A = × + × وھذا =

  .قواعد الحساب بشجرة الاحتمالاتبعة من حسب القاعدة الرا

3العدد  •
7

4لا ھو احتمال الحصول على كرة حمراء في السحب الأوّل بینما العدد  مث
6

 فھو احتمال شرطي 

  .وھو بالضبط احتمال الحصول على كرة خضراء في السحب الثاني علما أنّ السحب الأوّل أعطى كرة حمراء
   :Bحساب احتمال الحادثة 

  .أي كرتین من لون أحمر أو كرتین من لون أخضر" على لون واحد الحصول  : " ھي Bنعلم أن الحادثة 
)تتكوّن من مسارین یمكن أن نرمز لھما بالرمزین  Bمن الواضح أن الحادثة  • );R R و ( );V V.  
)مسار  أعلاه من قواعد الحساب بشجرة الاحتمالات فإنّ احتمال تحقق ال3حسب القاعدة  • );R R  ھو

3 2
7 6

)احتمال تحقق المسار  و× );V V 4ھو 3
7 6

×.  

)إذا رمزنا بالرمز  • )p B إلى احتمال تحقق الحادثة B  ّفإن  :( ) 3 2 4 3 18
7 6 7 6 42

p B = × + × وھذا  =

  .قواعد الحساب بشجرة الاحتمالاتبعة من سب القاعدة الراح

3العدد  •
7

2 مثلا ھو احتمال الحصول على كرة حمراء في السحب الأوّل بینما العدد 
6

 فھو احتمال شرطي 

  .نّ السحب الأوّل أعطى كرة حمراءوھو بالضبط احتمال الحصول على كرة حمراء في السحب الثاني علما أ

4العدد  •
7

3 مثلا ھو احتمال الحصول على كرة خضراء في السحب الأوّل بینما العدد 
6

 فھو احتمال شرطي 

 .كرة خضراءوھو بالضبط احتمال الحصول على كرة خضراء في السحب الثاني علما أنّ السحب الأوّل أعطى 
 .السابقین) 2و ) 1نسحب في ھذه المرّة ثلاث كرات على التوالي أجب عن السؤالین  )3

  .نفس الإجابة السابقة) 1جواب للسؤال 
  . أي استعمال شجرة الاحتمالات) 2جواب السؤال 

  .السحب الموالينكتفي ھنا أیضا بالتعامل مع الحالة الثانیة التي یتم فیھا السحب على التوالي دون الإعادة قبل 
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  :ننمذج الوضعیة باستعمال ھذه الشجرة فنجدا حسب المخطط أدناه
  

  
  

  :Aحساب احتمال الحادثة 

أي كرة حمراء وكرتین خضراوین أو كرتین حمراوین " الحصول على اللونین معا "   :ھي  Aنعلم أن الحادثة 
   . الذي یظھر أوّلانبغض النظر عن  اللو. وكرة خضراء

) مسارات نرمز لھما بالرموز 6تتكوّن من   Aح أن الحادثة من الواض • ); ;R R V ، ( ); ;R V R ،

( ); ;R V V ، ( ); ;V R R،( ); ;V R V ، ( ); ;V V R.  

د الحساب بشجرة الاحتمالات فإنّ احتمال تحقق كل مسار  ھو حسب الجدول  أعلاه من قواع3حسب القاعدة  •
 : الآتي 

)  المسار ); ;R R V  ( ); ;R V R  ( ); ;R V V  ( ); ;V R R  ( ); ;V R V  ( ); ;V V R  

3  ل تحقق المساراحتما 2

7 6

4
5

× ×  3 4

7 6

2
5

× ×  3 4

7 6

3
5

× ×  4 3

7 6

2
5

× ×  4 3

7 6

3
5

× ×  4 3

7 6

3
5

× ×  

  
)إذا رمزنا بالرمز  • )p A إلى احتمال تحقق الحادثة A إنّف  : 

( ) 3 2 4 3 4 2 3 4 3 4 3 2 4 3 3 4 3 3 180
7 6 5 7 6 5 7 6 5 7 6 5 7 6 5 7 6 5 210

p A            = × × + × × + × × + × × + × × + × × =           
           

 

  

  .قواعد الحساب بشجرة الاحتمالاتبعة من وھذا حسب القاعدة الرا

نلاحظ ھنا أنّ خواص شجرة الاحتمالات متوفرة 
  :في ھذا المخطط، حیث نجد

: أوزان الأغصان الابتدائية هو مجموع -

3 4 1
7 7

+ =.  

أوزان الأغصان الثانوية النابعة من مجموع 
  .1نفس العقدة يساوي 

2:  مثلا 4 1
6 6

+   أو   =
3 3 1
6 6

+   أو =

1 4 1
5 5

+    أو  =
2 3 1
5 5

+ =. 
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3العدد  •
7

2 مثلا ھو احتمال الحصول على كرة حمراء في السحب الأوّل بینما العدد 
6

 فھو احتمال الحصول 

4السحب الثاني علما أنّ السحب الأوّل أعطى كرة حمراء والعدد على كرة حمراء في 
5

 ھو احتمال الحصول 

من الواضح ھنا . على كرة خضراء في السحب الثالث علما أنّ السحبین الأوّل والثاني أعطیا كرتین حمراوین

2أنّ العددین 
6

4 و 
5

 . ھما احتمالین شرطیین

  :Bحساب احتمال الحادثة 

من الواضح .  كرات خضراء3أي ثلاث كرات حمراء أو " الحصول على لون واحد "   :ھي Bنعلم أن الحادثة 

)تتكوّن من مسارین ھما  Bأن الحادثة  ); ;R R R ، ( ); ;V V V.  

 أعلاه من قواعد الحساب بشجرة الاحتمالات فإنّ احتمال تحقق كل مسار  ھو حسب الجدول 3حسب القاعدة  •
 : الآتي 

)  المسار ); ;R R R  ( ); ;V V V  

3  احتمال تحقق المسار 2

7 6

1
5

× ×  4 3

7 6

2
5

× ×  

  
)إذا رمزنا بالرمز  • )p B إلى احتمال تحقق الحادثة B ّفإن  : 

( ) 3 2 1 4 3 2 30
7 6 5 7 6 5 210

p B    = × × + × × =   
   

 

  

  .قواعد الحساب بشجرة الاحتمالاتبعة من وھذا حسب القاعدة الرا

  :  وبالتاليAهي الحادثة النافية للحادثة  Bيمكن اعتبار الحادثة : ملاحظة 

( ) ( ) ( ) 180 301 1
210 210

P B P A P A= = − = −   م.ھـ .    و =

    
II- قوانین الاحتمالات المتقطعة  

  
  )Bernoulli(قانون برنولي  - 1

  :تعریف
  

 

  
  
  
  
  

ñ  نسمي تجربة برنولي ذات الوسیطp ) 0 1;p      (  كل تجربة لھا مخرجین فقط، ھما

1 واحتمال الفشل ھوp النجاح ھو لنجاح أو فشل مع احتما p.  
ñ  نرفق بتجربة برنولي ذات الوسیطp المتغیر العشوائيX إذا 0 الذي یأخذ القیمة 

 . نجاحة إذا كانت النتیج1كانت النتیجة فشل والقیمة 
 قانون برنولي XPویسمى قانون احتمالھ . p  متغیر عشوائي لبرنولي ذو وسیطXیسمى 

:  وھو معرف كما یليpوسیط ذو   1XP p و  0 1XP p  .  
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  .الأمل الریاضي والتباین والانحراف المعیاري للمتغیر العشوائي لبرنولي - 2

  :خاصیة
  
  
  
  
  
  

  
 )Loi binomiale(القانون الثنائي  - 3

 :خاصیة
    

  
  
  
  
  

 .ئي یتبع القانون الثنائيالأمل الریاضي والتباین والانحراف المعیاري لمتغیر عشوا - 4
 :خاصیة

  
  
  
 

  

  

  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  :2نشاط 
 العشوائي وإلى معالجة تجربة  یھدف ھذا النشاط إلى نمذجة وضعیة باستعمال المتغیر         
   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ)Loi binomiale (والقانون الثنائي  )Bernoulli( برنولي

  

  .5یقوم لاعب بإلقاء حجر نرد بحیث یعتبر رابحا إذا تحصل على الرقم 
 ویأخذ الرقم 5 إذا كانت نتیجة الرمیة ھي الرقم 1  المتغیر العشوائي الذي یأخذ القیمةXلیكن  )1

  .Xعین قانون الاحتمال للمتغیر العشوائي . إذا كانت نتیجة الرمیة غیر ذلك0
.                                   في ھذه المرحلة یلقي اللعب حجر النرد أربع مرات متتالیة في نفس الشروط )2

 .عدد المرات التي یربح فیھا ھذا اللعب المتغیر العشوائي الذي یحصي  Yلیكن
   أن یأخذھا؟Yما ھي القیم التي یمكن لِـ   - أ

 مرّة حیث p ،nذات الوسیط  نكرر تجربة برنولي 1n ا في نفس الظروف المستقلة عن بعضھ     .
 تجربة كما n الذي یحصي عدد النجاحات خلال Xللمتغیر العشوائي XPیعرّف قانون الاحتمال 

: یلي   1X

n
n kkP k p pk

       
 من أجل  0,...,k n.  

)ولیكن . p الوسیط  متغیر برنولي ذوXلیكن  )E X  و( )V X الأمل الریاضي والتباین على 
):   لدینا إذنXالترتیب للمتغیر )E X p=     و( ) 1( )V X p p= −.  

Vσ یعرف بأنّھ الجذر التربیعي للتباین أي σمعیاري الانحراف ال =.  
 

)ولیكن . p و n متغیر عشوائي یتبع القانون الثنائي ذو الوسیطین Xلیكن  )E Xو ( )V X  
):  لدینا إذنXالأمل الریاضي والتباین على الترتیب للمتغیر )E X np=  و 

( ) 1( )V X np p= −.  
Vσ بأنّھ الجذر التربیعي للتباین أي σیعرف الانحراف المعیاري  =.  
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 :نمثل المخارج الممكنة لھذه التجربة بالمخطط الآتي - ب
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 .        Y      أتمم تمثیل ھذه الشجرة وأعط عند نھایة كل فرع منھا القیمة التي یأخذھا      
 .Yشوائي عین قانون الاحتمال للمتغیر الع - ت

 

  : مع بعض التعالیق2حل للنشاط 
  .Xتعیین قانون الاحتمال للمتغیر العشوائي ) 1

 إذا 0 ویأخذ الرقم 5 إذا كانت نتیجة الرمیة ھي الرقم 1 المتغیر العشوائي الذي یأخذ القیمة Xلدینا 
  .كانت نتیجة الرمیة غیر ذلك

        :بما أنّ لھذه التجربة مخرجین ھما 
   ''5ظھور الوجھ الذي یحمل الرقم ''  Aالحادثة   •
  "4،3،2،1،6ظھور وجھ یحمل أحد الأرقام  '' Bالحادثة  •

) ھو Aنعلم أنّ احتمال تحقق الحادثة   ) 1
6

P A  B واحتمال تحقق الحادثة =

)ھو ) ( ) 5
6

1P B P A= − =  

1حیث Pإذن ھذه التجربة ھي تجربة برنولي ذات الوسیط 
6

P  ومنھ ینتج قانون الاحتمال =

):  كما یليXللمتغیر العشوائي  ) 1
6

1XP ) و = ) 1 5
1

6 6
0XP −= =.  

 .یلقي اللعب حجر النرد أربع مرات متتالیة في نفس الشروط) 2
 . المرات التي یربح فیھا ھذا اللعب المتغیر العشوائي الذي یحصي عدد Yلدینا
  ؟Y تعیین القیم التي یمكن أن یأخذھا  - أ

   4،3،2،1،0 ھي Yالقیم الممكنة لِـ 
 .Yنتمم تمثیل الشجرة ونعطي عند نھایة كل فرع منھا القیمة التي یأخذھا  - ب

0 

0 

1 

1 

1 
0 

 الرمیة الأولى

 ةالرمیة الثانی
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 .Yتعیین قانون الاحتمال للمتغیر العشوائي  - ت
 ھو احتمال النجاح في الرمیة الأولى 1لقیمة لدینا وزن الغصن الابتدائي الذي ینتھي با •

  :وھو 
( ) 1

6
1XP P= =  

  : ھو احتمال الفشل في الرمیة الأولى وھو 0وزن الغصن الابتدائي الذي ینتھي بالقیمة  •
( ) 5

6
' 0XP P= =( ) 1

6
1XP P= =  

 ھو احتمال النجاح في الرمیة الثانیة أو الثالثة 1الذي ینتھي بالقیمة وزن الغصن الثانوي  •
1أو الرابعة وھو 

6
P = 

 ھو احتمال الفشل في الرمیة الثانیة أو الثالثة أو 0وزن الغصن الثانوي الذي ینتھي بالقیمة  •
5الرابعة وھو 

6
'P =  
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)حساب  )0YP :  یأخذ المتغیرY أي لا نسجل أي (  رمیات 4  عندما نسجل الفشل في 0 القیمة
  : حیث نلاحظ أنّ ھذه الحالة تظھر مرّة واحدة في الشجرة أعلاه ومنھ ینتج) نجاح

( ) ( ) ( ) ( )0 4 6251 540
12966 6

0 ' 0,4822YP p p= = × = ;  

)حساب  )1YP :  یأخذ المتغیرY أجل نجاح واحد في رمیة واحدة والفشل في ثلاث   من 1 القیمة
  :  مرّات في الشجرة أعلاه ومنھ ینتج4رمیات حیث نلاحظ أنّ ھذه الحالة تتكرر 

( ) ( ) ( ) ( )3 1251 53
12966 6

1 4 ' 4 4 0,3858YP p p= × = × × = × ;  

)حساب  )2YP :  یأخذ المتغیرY من أجل نجاحین في رمیتین وفشلین في رمیتین حیث 2 القیمة  
  :  مرّات في الشجرة أعلاه ومنھ ینتج6أنّ ھذه الحالة تتكرر نلاحظ 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 251 522
12966 6

2 6 ' 4 6 0,1157YP p p ×= × = × × = × ;  

)حساب  )3YP :  یأخذ المتغیرY نجاحات في ثلاث رمیات وفشل في رمیة 3  من أجل 3 القیمة 
  : نتج مرّات في الشجرة أعلاه ومنھ ی4واحدة حیث نلاحظ أنّ ھذه الحالة تتكرر 

( ) ( ) ( ) ( )3 51 53
12966 6

3 4 ' 4 4 0,0154YP p p= × = × × = × ;  

)حساب  )4YP :  یأخذ المتغیرY نجاحات ودون أي فشل حیث نلاحظ أنّ 4  من أجل 4 القیمة 
  : ھذه الحالة تظھر مرّة واحدة في الشجرة أعلاه ومنھ ینتج

( ) ( ) ( ) ( )4 0 11 504
12966 6

1 4 ' 4 4 0,0007YP p p= × = × × = × ;  

):   لاحظ أنّ  ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3 4 1Y Y Y Y YP P P P P+ + + + =  
  

www.science-collector.com/vb



 46 

  . Yطریقة أخرى لتعیین قانون الاحتمال للمتغیر العشوائي
 

 مرات في نفس الشروط فھذا یعني أننا نكرر تجربة 4بما أننا نكرر التجربة ذات المخرجین 
1برنولي ذات  الوسیط 

6
P  مرات مما یسمح لنا بتطبیق القانون الثنائي الذي یعطینا قانون 4، =

  : كما یليPYمال الاحت

                             ( ) ( ) ( ) ( )44 4 1 54
6 6

1Y

k kkk
k k

P k p p
−−   = − =   

   
  

) :      ومنھ بالتعویض نجد  ) ( ) ( ) ( )0 4 0 44 6251 5 5
12966 6 60

0 0,4822YP
− = = = 

 
;  

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 4 1 1 34 1251 5 1 5
12966 6 6 61

1 4 4 0,3858YP
− = = = × 

 
;  

                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 2 24 251 5 1 5
12966 6 6 62

2 6 6 0,1157YP
− = = = × 

 
;  

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 4 3 3 14 51 5 1 5
12966 6 6 63

3 4 4 0,0154YP
− = = = × 

 
;  

                             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 4 4 4 04 11 5 1 5
12966 6 6 64

4 0,0007YP
− = = = 

 
;  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ:3 نشاط
شاط إلى استعمال شجرة الاحتمالات في حل مسائل تتعلق بتجربة برنولي یھدف ھذا الن

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــوالقانون الثنائي ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 دنانیر عن 5یث یتحصل على  مرّات متتالیة بح10یقوم لاعب برمي قطعة نقدیة متوازنة 

  .كل رمیة یظھر فیھا وجھ القطعة
  . المتغیر العشوائي الذي یحصي عدد المرات التي یظھر فیھا الوجھXلیكن 
  . دنانیر5احسب احتمال أن یتحصل اللاعب على   )1
 .X عین قانون احتمال المتغیر العشوائي  )2
 . دنانیر10احسب احتمال أن یتحصل اللاعب على   )3
 . دینارا40ال أن یتحصل اللاعب على احسب احتم )4
 .X مثل بمخطط بالأعمدة قانون احتمال المتغیر العشوائي  )5

  : مع بعض التعالیق3حل  للنشاط 
 .  دنانیر5حساب احتمال أن یتحصل اللاعب على   )1

 دنانیر ھو احتمال 5بما أن القطعة النقدیة متوازنة فإنّ احتمال أن یتحصل اللاعب على  •
 10في خلال )  رمیات یظھر فیھا ظھر القطعة9( لقطعة مرّة واحدة فقط ظھور وجھ ھذه ا

  . رمیات
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قد یكون ظھور الوجھ في الرمیة الأولى أو الثانیة أو الثالثة وھكذا إلى غایة الرمیة العاشرة  •
" ظھور الوجھ مرّة واحدة " ومنھ نلاحظ في شجرة الاحتمالات لھذه التجربة أن الحادثة 

  .  أغصان ثانویة9رات مختلفة كل مسار یتكوّن من غصن ابتدائي و مسا10تتكوّن من 
 أغصان ثانویة، وحیث أنّ وزن كل غصن الابتدائي 9كل مسار یتكوّن من غصن ابتدائي و •

المسار الواحد ھو ) احتمال( فإنّ وزن 0,5 ووزن كل غصن ثانوي ھو أیضا 0,5ھو 

( )90,5 0,5×.  
  : وھذا حسب قواعد الحساب باستعمال الشجرة حیث تنص إحدى القواعد على أنّ

 .ان الأغصان التي تشكل ھذا المسارأوز) احتمالات(مسار یساوي جداء ) أو احتمال(وزن 
  :احتمالات المسارات العشرة أيمجموع الاحتمال المطلوب ھو  •

( )( ) ( )9 1010 0,5 0,5 10 0,5 0,00097× × = × ;  

  :        وھذا حسب قواعد الحساب باستعمال الشجرة حیث تنص إحدى القواعد على أنّ
  .احتمال حادثة مرفقة بعدة مسارات كاملة یساوي مجموع احتمالات ھذه المسارات

 .X تعیین قانون احتمال المتغیر العشوائي  )2
ا أمام تجربة برنولي بما أن لرمي القطعة النقدیة مخرجین فقط  ھما الوجھ أو الظھر، فإنن •

0,5p حیث pذات الوسیط  =. 

):   وبتطبیق القانون الثنائي نجد أنّ  ) ( ) ( )1010 1 1
2 2X

k k
k

k
P

− =  
 

 ومنھ 

( ) ( )1010 1
2X k

k
P  =  

 
  

  .Y        وھو قانون الاحتمال للمتغیر العشوائي 
 . دنانیر10 اللاعب على  حساب احتمال أن یتحصل )3

 دنانیر ھو احتمال 10بما أن القطعة النقدیة متوازنة فإنّ احتمال أن یتحصل اللاعب على  •
 10في خلال )  رمیات یظھر فیھا ظھر القطعة8( ظھور وجھ ھذه القطعة مرّتین فقط 

) لنجد الاحتمال المطلوب وھو 2بالعدد   k یكفي إذن التعویض عن. رمیات )2XP حیث

( ) ( )1010 12
22XP  =  

 
 

) منھ  ) ( )10 4512 45 0,0439
10242XP = × = ;.  

 . دینارا40حساب احتمال أن یتحصل اللاعب على  )4
 دنانیر ھو احتمال 40بما أن القطعة النقدیة متوازنة فإنّ احتمال أن یتحصل اللاعب على  •

.  رمیات10في خلال ) ر القطعةرمیتان یظھر فیھما ظھ( مرّات 8ظھور وجھ ھذه القطعة 
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) لنجد الاحتمال المطلوب وھو 8بالعدد   k یكفي إذن التعویض عن )8XP حیث

( ) ( )1010 18
28XP  =  

 
)منھ   و ) ( )10 4518 45 0,0439

10242XP = × = ;.  

 .X نمثل بمخطط بالأعمدة قانون احتمال المتغیر العشوائي  )5
  .ب قانون الاحتماللأجل ذلك نحتاج إلى حسا

( ) ( )1010 110
102420XP  = = 

 
 ،( ) ( )1010 1011

102421XP  = = 
 

 ،( ) ( )1010 4512
102422XP  = = 

 
  

( ) ( )1010 12013
102423XP  = = 

 
 ،( ) ( )1010 21014

102424XP  = = 
 

 ،( ) ( )1010 25215
102425XP  = = 

 
    

( ) ( )1010 21016
102426XP  = = 

 
 ،( ) ( )1010 12017

102427XP  = = 
 

،( ) ( )1010 4518
102428XP  = = 

 
،  

( ) ( )1010 1019
102429XP  = = 

 
 ،( ) ( )1010 1110

1024210XP  = = 
 

.  

  :نلخص النتائج في الجدول أدناه
10  9  8  7  6  5  4  3  2  1  0  k  
1

1024
  10

1024
  45

1024
  120

1024
  210

1024
  252

1024
  210

1024
  120

1024
  45

1024
  10

1024
  1

1024
  ( )X kP  

  

  .المخطط بالأعمدة المقابلومنھ نجد 

  

  

  

  

  

  

  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  :4نشاط 
في الاحتمالات یھدف ھذا النشاط إلى نمذجة وضعیة من الحیاة الیومیة باستعمال مفاھیم 

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــالقانون الثنائيوخصوصا مفھوم المتغیر العشوائي 
 12دخل المكتبة .  زوار لھا واحد منھم یقتني كتابا علمیا4لاحظ مسیر مكتبة أنّ من بین كل 

یر العشوائي الذي یعطي النسبة المئویة للزوار الذین سیقتنون  الاحتمال للمتغنعین قانو. زائرا
  .  كتابا علمیا

   

  :4حل للنشاط 
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فھو إما یقتني كتابا علمیا وھذا یمثل ( یمكن ربط زیارة كل شخص للمكتبة بتجربة برنولي  •
   ).مخرج النجاح في ھذه التجربة وإما لا یقتني كتابا علمیا وھذا یمثل مخرج الفشل في التجربة

 p زوار واحد منھم یقتني كتابا علمیا، فإنّ وسیط تجربة برنولي ھو 4بما أنّھ لوحظ من بین  •
,0حیث  25p عدم اقتناء كتاب ( بینما یمثل احتمال الفشل فیھا 0,25 أي احتمال النجاح ھو =
1ھو )  علمي p− 0,75 أي.  

 p فإنّھ یمكن ربط ذلك بتكرار تجربة برنولي ذات الوسیط 12بما أنّ عدد الزوار وصل إلى  •
  . مرّة في نفس الشروط المستقلة12

 زائرا، الذین سیقتنون كتابا 12 الزوار، من بین  المتغیر العشوائي الذي یحصي عددXنعتبر •
   .0,25 و 12 یتبع القانون الثنائي ذو الوسیطین Xإذن المتغیر العشوائي. علمیا

:          ومنھ حسب ھذا القانون ینتج   
12 121X

kk
kP k p p       

    مع   0 12k , ...,.  

    ومنھ                    
12 120 25 0 75X

k k
kP k , ,       

    مع   0 12k , ...,.  

  : في القانون أعلاه فنتحصل على النتائج التي نلخصھا بعد الحساب في الجدول الآتيkنعوض قیم 
  

12  11  10  9  8  7  6  5  4  3  2  1  0  k  

( )120,25...  ...  ...  ...  ...  ...  ...  ...  ...  ( ) ( )2 1066 0,25 0,75( ) ( )1 1112 0,25 0,75( )120,75( )X kP

  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  :5نشاط 
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ نمذجة تجربة بواسطة متغیر ثنائيیھدف ھذا النشاط إلى   

  

    حو الیسارنحو الیمین أو ن بحیث تقفز O  على محور انطلاقا من مبدئھ Mتتحرك نقطة 
    )-1( أو نحو النقطة ذات الفاصلة 1نحو النقطة ذات الفاصلة  Oأي تقفز من المبدأ (واحدة بوحدة  

  النقطة ذات  صارت في  O وھكذا، فإذا قفزت مرّتین متتالیتین نحو الیمین انطلاقا من المبدأ 
  ). 2 الفاصلة 

p   (0احتمال أن تقفز ھذه النقطة نحو الیمین ھو  1)p< واحتمال أن تقفز نحو الیسار ھو >
1 p− .  ّنفرض أنّ كل قفزة مستقلة عن الأخرى وأنM  تقفر nمرّة  . 

 

  

  قفزةn الذي یحصي عدد القفزات نحو الیمین من بین Xعین قانون الاحتمال للمتغیر العشوائي  .1
  .M ن المنجزة من قبل النقطةاحسب متوسط عدد القفزات نحو الیمی .2
  .n بعد القفزة الأخیرة أي القفزة ذات الرتبة O  إلى المبدأMاحسب احتمال أن تعود النقطة  .3
  

  : 5حل للنشاط 
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 n الذي یحصي عدد القفزات نحو الیمین من بین Xتعیین قانون الاحتمال للمتغیر العشوائي  .1
 .قفزة

القفز نحو "و "  القفز نحو الیمین" تمثل تجربة برنولي مخرجیھا ھما Mكل قفزة للنقطة •
 حینما تقفز 1نرفق بھذه التجربة المتغیر العشوائي لبرنولي الذي یأخذ القیمة ". الیسار
حو  حینما تقفز ھذه النقطة  بوحدة واحدة ن0 بوحدة واحدة نحو الیمین ویأخذ القیمة Mالنقطة
 . إلى وسیط ھذه التجربةpنرمز بالرمز . الیسار

 قفزة یتبع n الذي یحصي عدد القفزات نحو الیمین من بین Xینتج مما سبق أنّ المتغیر العشوائي 

أي   . p وnالقانون الثنائي ذو الوسیطین    1X

n
n kkP k p pk

       
 من أجل 

 0,...,k n. 
  .Mحساب متوسط عدد القفزات نحو الیمین المنجزة من قبل النقطة  .2
) ھو الأمل الریاضي Mمتوسط عدد القفزات نحو الیمین المنجزة من قبل النقطة  • )E X. 
) :بالحساب نجد  )E X np=.  

  .n بعد القفزة الأخیرة أي القفزة ذات الرتبة O إلى المبدأ Mحساب احتمال أن تعود النقطة  .3
منھ عدد القفزات إلى الیسار . X وعدد القفزات إلى الیمین ھوnعدد القفزات الكلي ھو  •

)ھو )n X−. 
:  كما یليn بعد قفزة M الذي یعطي فاصلة النقطة Yنھ نعرف المتغیر العشوائيم

( )Y X n X= − 2Y أي − X n= −. 

0Y:ینتج مما سبق •  إذا وفقط إذا كان =
2
nX =. 

ل المطلوب ھو   یكون الاحتما 0YP   

 ومنھ       2 22
2

0 1Y X

n nn
n

n
nP P p p

       
  . زوجيn  من أجل 

                 و                  2
0 0Y X

nP P  من أجل   nفردي . 

   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ :6نشاط 
 ــــــــــــــــ یھدف ھذا النشاط إلى توظیف القانون الثنائي في حل مشكلات في الاحتمالات المتقطعة 

.  كرایات حمراء نسحب منھ في آن واحد كریتین10 كریة بیضاء و15یحتوي وعاء على     
  . مرات بحیث نعید الكریتین المسحوبتین عند نھایة كل سحب4لك ونكرر ذ

  :احسب احتمال الحصول، في نھایة السحبات الأربعة، على 
 .كریتین حمراوین مرّتین .1
 .كریة حمراء و أخرى بیضاء مرّتین .2
 . مرّة واحدةنكریتین من نفس اللو .3
 . اتمر3ّكریتین من لونین مختلفین  .4

  :6حل للنشاط 
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 .لحصول على كریتین حمراوین مرّتینحساب احتمال ا .1
عندما نسحب مرة واحدة كریتین من الوعاء یكون احتمال الحصول على كرتین حمراوین  •

) حیث pھو  )
( )
10
2
25
2

45 3
0,15

300 20
p == = = 

 نتحصل فیھا على   إلى المتغیر العشوائي الذي یحصي عدد المرات التيXنرمز بالرمز •
 مرات في نفس الشروط المستقلة فإنّ القیم 4بما أننا نكرر تجربة السحب . كریتین حمراوین 

  .0,1,2,3,4}{ ھي Xالممكنة للمتغیر 
  .p و4ن  یتبع القانون الثنائي ذو الوسیطیXمن الواضح أن المتغیر

ومنھ الاحتمال المطلوب ھو  2XP  حیث     4 22
22 1XP p p

     
   

ومنھ      2 2 82 6 0 15 0 85 6 225 7225 10XP , ,        
 أي     82 9753750 10 0 09753750XP ,  .  

 .حساب احتمال الحصول على كریة حمراء و أخرى بیضاء مرّتین .2
مرة واحدة كریتین من الوعاء یكون احتمال الحصول على كریة حمراء و عندما نسحب  •

pأخرى بیضاء ھو  ) حیث ′ ) ( )
( )

10 15
1 1

25
2

150 1
0,5

300 2
p

×
=′ = = = 

 إلى المتغیر العشوائي الذي یحصي عدد المرات التي نتحصل فیھا على Yنرمز بالرمز •
 مرات في نفس الشروط 4بما أننا نكرر تجربة السحب . بیضاء كریة حمراء و أخرى 

  .0,1,2,3,4}{ ھي Yالمستقلة فإنّ القیم الممكنة للمتغیر
p و4 یتبع القانون الثنائي ذو الوسیطین Yمن الواضح أن المتغیر ′.  

ومنھ الاحتمال المطلوب ھو  2YP  حیث     4 22
22 1YP p p

     
     

ومنھ      2 2 42 6 0 5 0 5 6 625 10YP , ,        أي     2 0 375YP , .  
 . مرّة واحدةنحساب احتمال الحصول على كریتین من نفس اللو .3
 یكون احتمال الحصول على كریة حمراء و عندما نسحب مرة واحدة كریتین من الوعاء •

pأخرى بیضاء ھو  ) حیث ′′ ) ( )
( )

10 15
2 2

25
2

150 1
0,5

300 2
p

+
=′′ = = = 

 إلى المتغیر العشوائي الذي یحصي عدد المرات التي نتحصل فیھا على Zنرمز بالرمز •
 مرات في نفس الشروط 4ة السحب بما أننا نكرر تجرب. كریة حمراء و أخرى بیضاء 

  .0,1,2,3,4}{ ھي Zالمستقلة فإنّ القیم الممكنة للمتغیر
p و4 یتبع القانون الثنائي ذو الوسیطین Zمن الواضح أن المتغیر ′′.  

وب ھو ومنھ الاحتمال المطل 1ZP  حیث     4 3
11 1ZP p p

     
    

ومنھ      1 431 4 0 5 0 5 4 625 10ZP , ,       أي     1 0 25ZP ,.  
 . مرّات3 على كریتین من لونین مختلفین حساب احتمال الحصول .4
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ریتین من لونین  كعندما نسحب مرة واحدة كریتین من الوعاء یكون احتمال الحصول على •

) حیث ′′′p )كریة حمراء و أخرى بیضاء ھوأي ( مختلفین ) ( )
( )

10 15
1 1

25
2

150 1
0,5

300 2
p

×
=′′′ = = = 

 إلى المتغیر العشوائي الذي یحصي عدد المرات التي نتحصل فیھا على Hنرمز بالرمز •
 مرات في نفس الشروط 4تجربة السحب بما أننا نكرر . كریة حمراء و أخرى بیضاء 

  .0,1,2,3,4}{ ھي Hالمستقلة فإنّ القیم الممكنة للمتغیر
p و4 یتبع القانون الثنائي ذو الوسیطین Hمن الواضح أن المتغیر ′′′.  

لمطلوب ھو ومنھ الاحتمال ا 3HP  حیث     4 13
33 1HP p p

     
    

ومنھ      3 1 43 4 0 5 0 5 4 625 10HP , ,       أي     1 0 25HP ,.  
   ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  :7نشاط 

  ــــــــــــــــــــــــــــــیھدف ھذا النشاط إلى توظیف القانون الثنائي في حل مشكلات من الواقع 
  

    0
 لوالب 5تم سحب .  من اللوالب التي تنتجھا آلة غیر دقیقة ھي غیر صالحة للاستعمال015
یمكن الخمسة بما أنّ الآلة تنتج عددا كبیرا جدا من اللوالب فإنّ سحب اللوالب .  ھذه الآلةمن منتوج

  .  لوالب على التوالي مع الإعادة قبل السحب الموالي5محاكاتھ لسحب 
  :احسب احتمال الأحداث الآتیة

 .أن تكون اللوالب الخمسة كلھا صالحة للاستعمال .1
 .ستعمالأن یكون لولب واحد فقط غیر صالح للا .2
 .أن یكون لولبان على الأكثر غیر صالحین للاستعمال .3

  :7حل للنشاط 
الب الخمسة كلھا صالحة للاستعمال ھو تكون اللواحتمال أن  .1 5XPرمز حیث یX إلى 

ومنھ  . الح للاستعمال لولب صالمتغیر العشوائي الذي یحصي عدد المرات التي نتحصل فیھا على
     

5 5
5

05 0 85 0 15XP , ,
     

. 

 : ھویكون لولب واحد فقط غیر صالح للاستعمالبنفس الكیفیة نجد احتمال أن  .2
     

5 4
4

14 0 85 0 15XP , ,
     

 

 ھو  یكون لولبان على الأكثر غیر صالحین للاستعمال بنفس الكیفیة نجد احتمال أن .3
 3XP X  ومنھ          3 3 4 5X X X XP X P P P    

  
III- التلاؤم مع قانون احتمال متقطع 
  

 قیاس التلاؤم بین سلسلة مشاھدة ونموذج احتمالي .1
     لتكن السلسلة الإحصائیة 

1,...,
,i i i k

x n


نموذج احتمالي قابل للتعبیر  p، و n ذات المقاس

  .عنھا
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inوھذه السلسلة المُشََاھَدَة، نقارن بین التواترات   pین النموذج     لقیاس التلاؤم ب
n

 من أجل 

{ }1, ..., ki ∈         
  .xiمة  للقیp التي یعطیھا النموذج ipمع الاحتمالات  ) ifالتي نرمز لھا بالرمز    ( 

  :تعریف 
  

       
  
  
  
  

  : ملاحظة
dإنّ المؤشر  2

obs لا یصلح لقیاس التلاؤم إلاّ إذا كان النموذج الاحتمالي الذي نتعامل معھ 
  . و متساوي الاحتمالات متقطع

  
 عتبة رفض نموذج احتمالي .2

d   إذا كانت العدد pیُقْبَلُ النموذج  2
obs صغیر بقدر كاف، أي إذا كان أصغر من أو یساوي عتبة 

  .محدّدة وھي عبارة عن عدد یعطى أو یُعیّن، ویرفض النموذج في الحالة المعاكسة
 :یتم عادة تعیین العتبة باستعمال المحاكاة كما یلي

ñ  نحاكي السلسلة الإحصائیة المُشَاھدة ذات المقاسn باستعمال النموذج p . نحسب بعد ذلك
ولكن ھذه القیمة تتأثر بتذبذب العیینات أي أنّھ لو نقوم .  باستعمال السلسلة الجدیدة²dالمؤشر 

. ذا یعني أنّ قیم ھذا المؤشر تتغیر بتغیّر السلسلة وھ²dبمحاكاة جدیدة نجد قیمة أخرى للمؤشر
 من أجل كل ²d ونحسب Nولیكن من المرّات " كبیر" یا بتكرار المحاكاة عدد لھذا نقوم عمل

 .سلسلة
ñ  ²نتحصل من الخطوات السابقة على سلسلة من القیمd مقاسھا N . نلخص ھذه الأخیرة

 .بالعُشیریات
ñ  نختار كعتبةLالعُشیر التاسع ومنھ ینتج : 

2 إذا كان ×        
obsd L فإنّ النموذج pمقبول .  

2 إذا كان ×        
obsd L فإنّ النموذج pمرفوض .  

ذلك أنّنا قررنا . وفق القاعدة السابقة یحمل مجازفة بالخطاءpإنّ رفض نموذج احتمالي  : ملاحظة
0القبول بھذا النموذج إذا كانت 

0 و L أصغر أو تساوي العدد ²d من قیم 090
 ²d من قیم 010

0لھذا نقول عند رفض النموذج أننا رفضناه بمجازفة بالخطاء قدرھا .Lأكبر من 
010.  

  
   ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  :8نشاط 

  ـــــــــــــــــــــــ مع وضعیة من الواقع متقطعو قانون منتظم یھدف ھذا النشاط إلى اختبار مدى تلاؤم
        

dالمؤشر  2
obs الذي یستعمل لقیاس التلاؤم بین سلسلة مشاَھَدَة  

1,...,
,

i k
i ix n


نموذج احتمالي متقطع و

1ومتساوي الاحتمالات حیث 
ip

k
 من أجل { }1, ..., ki  ھو مجموع  مربعات المسافة بین ∋

) التواترات ) 1i i ,...kf )  والاحتمالات = ) 1i i ,...kp =   :( )
1

²
i k

i i
i

d f p
=

=

= −∑2
obs  
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  .صرّح كمال أنّ حجر النرد الذي یستعملھ غیر مزور، غیر أنّ أمین أراد أن یتأكد من ذلك      
  الذي ینمذج تصریح كمال؟Pما ھو قانون الاحتمال  .1
 .P اقترح طریقة لمحاكاة سلسلة محصل علیھا من قانون الاحتمال  .2
 :خصة في الجدول المواليتحصل على النتائج المل مرّة ف200ألقى أمین حجر النرد  .3

 

  6  5  4  3  2  1  الوجھ
  29  37  36  30  30  38  التكرار

  

2نرمز لھ بالرمز ( اقترح مقیاسا 
obsd (  لقیاس التلاؤم بین النموذجP احسب . والسلسلة المشاھدة

  .قیمة ھذا التلاؤم
وتم حساب .  مرّة1000تمت محاكاة ما قام بھ أمین  .4

 ²d في كل مرّة فحصلنا على سلسلة قیم ²dالمقیاس 
وتمّ تلخیص ھذه السلسلة بواسطة . 1000مقاسھا 

مخطط بالعلبة وبواسطة مدرج تكراري كما ھو 
 .موضح في الشكلین

 

           
  

اقترح، بعد قراءتك لھذین التمثیلین، عتبة تسمح لك 
0 بمجازفة بالخطأ قدرھا Pلنموذج برفض ا

010.  
 ماذا تستنتج؟

  :8للنشاط حل 
 ھو ؟ نمذج تصریح كمال الذي یPُقانون الاحتمال  .1
1( )
6

p X x= } حیث = }1,2,3, 4,5,6x∈.  

 .Pح طریقة لمحاكاة سلسلة محصل علیھا من قانون الاحتمال ااقتر .2
   .6 و 1 بین ال الدستور                         الذي یعطي عددا عشوائینستعم

 :تحصل على النتائج الملخصة في الجدول الموالي مرّة ف200ألقى أمین حجر النرد  .3
 

  6  5  4  3  2  1  الوجھ
  29  37  36  30  30  38  التكرار

  

2 نرمز لھ بالرمز( ترح مقیاسا قن
obsd ( التلاؤم بین النموذج بھ س نقیP لمشاھدة، ثمّوالسلسلة ا 

  .حسب قیمة ھذا التلاؤمنا

 نسبة مئویة
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1نستعمل مجموع مربعات الفرق بین الاحتمالات 
6ip }  مع = }1 6, ...,i  و التواترات المسجلة من التجربة التي  ∋

  .  مرّة200قام بھا أمین حینما ألقى حجر النرد 

): ي أ )
6

1

²
i

2
obs i i

i

d f p
=

=

= −∑   

)لنحسب أوّلا التواترات  ) 1 6i i ,...f =   
  

  6  5  4  3  2  1  الوجھ
  29  37  36  30  30  38  التكرار

  ifالتواترات  
38

200
  30

200
  30

200
  36

200
  37

200
  29

200
  

  

: منھ
2 2 2 2 2 2

2
obs

38 1 30 1 30 1 36 1 37 1 29 1
200 6 200 6 200 6 200 6 200 6 200 6

d            = − + − + − + − + − + −           
           

  
  

  :وبالحساب المباشر نجد
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2
obs 0,19 0,166 0,15 0,166 0,15 0,166

0,18 0,166 0,185 0,166 0,145 0,166

d − + − + − +

− + − + −

;  

  :وبالتالي نجد
          

4

4

2
obs 10 (5,44 2,77 2,77 1,77 3,36 4,69)

10 (20,8) 0,00208
d −

−

+ + + ++;
; ;

  
  

 بواسطة مخطط بالعلبة وبواسطة تصحیث لخّ. 1000المقاس  ذات ²d سلسلة قیم لدینا .4
 . المعطیینمدرج تكراري كما ھو موضح في الشكلین

0 بمجازفة بالخطأ قدرھا P  برفض النموذجناھذین التمثیلین، عتبة تسمح لنقترح، بعد قراءة 
010.  

  

 :يقراءة المدرج التكرار §
  : التي تنتمي إلى المجالات الآتیة²dا المدرج التكراري النسب المئویة لقیم سلسلة نقرأ في  ھذ

[ [0;0,00125،[ [0,00125;0,0025 ،[ [0,0025;0,00375،[ [0,00375;0,005  

[ [0,005;0,00625،[ [0,00625;0,0075 ، [ [0,0075;0,00875 ،[ [0,00875;0,01 

[ [0,01;0,01125،[ [0,01125;0,0125 ،[ ]0,0125;0,01375.  
  :نكتب ھذه النسب في الجدول الموالي

 ²dالنسب المئویة لقیم   المجالات
  تنتمي إلى ھذا المجالالتي 

[ [0;0,00125  7% 
[ [0,00125;0,0025  23%  
[ [0,0025;0,00375  22%  
[ [0,00375;0,005  17%  

 نسبة مئویة
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[ [0,005;0,00625  13%  
[ [0,00625;0,0075  6%  
[ [0,0075;0,00875  5%  
[ [0,00875;0,01  3%  
[ [0,01;0,01125  2%  

[ [0,01125;0,0125  1%  
[ ]0,0125;0,01375  1%  

 % 100  المجموع
  

 :قراءة المخطط بالعلبة §
 

   0,00225نقرأ في ھذا المخطط الربیع الأوّل ھو 
  .0,0055 ونقرأ الربیع الثالث وھو

  .0,0077 والعشیر التاسع وھو  0,0013 الأوّل وھوكما نقرأ العشیر 
  

0 بمجازفة بالخطأ قدرھا Pاقتراح عتبة تسمح لنا برفض النموذج  §
010. 

  :من قراءة ھذا المخطط یتبیّن لنا أنّ
 . 0,0077 أصغر من العشیر التاسع الذي یساوي ²d من قیم  % 90 ×
  .0,0077 أكبر من العشیر التاسع الذي یساوي ²d من قیم % 10  ×

أي نقبل .  ھي العشیر التاسع% 10بالخطإ قدرھا  بمجازفةP منھ العتبة المناسبة لرفض النموذج 
dأنّ  2

obsأن النموذج وبالتالي نقبل. ( إذا كان أصغر من العشیر التاسع صغیر بقدر كاف P یعبر 
بالفعل عن السلسلة المشاھدة أي متلائم معھا، ومنھ حجر النرد غیر مزیف وتصریح كمال 

   )% 10أو نرفض ھذا النموذج ونكون بذلك قد جازفنا . صحیح
v  ّ2لدینا حیث أن

obs 0,00208d 2 فھو إذن یحقق ;
obs 0,0077d  P ي ومنھ النموذج الاحتمال>

وإذا أردنا أن نرفضھ فإنّنا نكون قد جازفنا . وبالتالي فھو مقبول السلسلة المشاھدة، متلائم مع
  .% 10بارتكاب خطإ مجازفة قدرھا 

 :الاستنتاج §
2حسب المقیاس (نستنتج 

obsdأنّ حجر النرد )   المعتمد و العتبة المأخوذة ھنا وھي العشیر التاسع
  . في ھذه التجربة غیر مزوّر وبالتالي تصریح كمال صحیحالمستعمل

  
IV- أمثلة في الاحتمالات المستمرة 

 

 متغیر عشوائي مستمر .1
          إذا قبل متغیر عشوائي ما لانھایة من القیم الحقیقیة غیر القابلة للعد، فھذا یعني أنّھ لا 

 –في المتغیر العشوائي المتقطع  كما ھو الحال - یمكن التعبیر عنھ بواسطة أعداد طبیعیة كأدلة 
  ".عشوائي مستمرمتغیر «ن المتغیرات العشوائیة لذلك نسمي ھذا النوع م
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 "كثافة الاحتمال"الدالة  .2
  :تعریف

  
  
  
  
  
  
  

  : ملاحظة
] معرفة على مجال غیر محدود كالمجال fإذا كانت الدالة  [;α +  الشرط  مثلا فإنّ∞

): المتعلق بالمساحة یكتب  )lim 1
x

x
f t dt

α→+∞
=∫.  

  :مثال
] المعرفة على المجال f لتكن الدالة 3 بالعبارة 2;1[

7
( ) ²f x x=  

]ى المجال  ھي دالة كثافة احتمال علfبالفعل الدالة   لأنّھا تحقق الشروط الثلاثة الواردة في 2;1[
]التعریف أعلاه، فھي مستمرة على المجال ، وموجبة علیھ وتحقق أیضا 2;1[

( )32
21

7 1

3 32 3
71

1 2 1 1
7

xx dx   = − = =∫.  

  :تعریف
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

1;0القانون المنتظم على  .3 
    

  : تعریف
  
  
  

] معرفة على مجال f كل دالةكثافة احتمالنسمي دالة  ];α βوتحقق الشروط الآتیة :  
1. f مستمرة على المجال [ ];α β. 
2. ( ) 0f x ] من x من أجل كل ≤ ];α β. 

3. ( ) 1f x
β

α
 والمستقیمین اللذین fالحیز من المستوي المحدّد بمحور الفواصل ومنحنى الدالة  ( ∫=

xمعادلتاھما  = α و x = β 1 یساوي( 

  .Iلى  كثافة احتمال معرفة عf  و الدالة¡ من I متغیرا عشوائیا مستمرا یأخذ قیمھ في مجال Xلیكن 
 لھ، إذا تحقق من أجل كل كثافة احتمال f یقبل X للمتغیر العشوائي XPنقول إنّ قانون الاحتمال 

]مجال  ];a b ومحتوى في ¡ من I : [ ]( ); ( ) .
b

aXp a b f x dx= ∫  

1;0 دالة ثابتة معرفة على المجال fن لتك 
  ھذا المجال على 1 و تأخذ القیمة.  

1;0، القانون المنتظم على المجال كدالة كثافة احتمالf قانون الاحتمال الذي یقبل نسمي 
  .   
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  : ملاحظة
]إذا كان المجال ];a b 1;0 محتوى في المجال 

  وكانX متغیر عشوائي یتبع القانون المنتظم على 

1;0المجال 
  ّفإن  :[ ]( ); 1

b

aXp a b dx b a= = −∫.  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــ:9ط نشا
1;0یھدف ھذا النشاط إلى توظیف القانون المنتظم على    

  ـــــــــفي مشكلة مرتبطة بالكیمیاء  
الجھاز الذي  . mg/L 1   و mg/L 0یتراوح تركیز مركب كیمیائي في محلول حمضي  بین 

  .1  و 0تركیز في كمیة من المحلول غیر مضبوط فھو یعطي قیمة عشوائیة بین الیقیس ھذا 
تمت نمذجة النتائج التي أعطاھا ھذا الجھاز بواسطة متغیر عشوائي یتبع القانون المنتظم على 

1;0جال الم 
 .  

   ؟ mg/L 0,75 و mg/L 0,5 ھو احتمال أن یعطي الجھاز نتیجة محصورة بین ما
  

   :9نشاط  لللـح
1;0بما أنّ المتغیر العشوائي الذي تمت بواسطتھ نمذجة النتائج یتبع القانون المنتظم على  

  

0,75فإنّ الاحتمال المطلوب ھو 

0,5
1 0,75 0,5 0,25dx = =−∫.  

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  :10نشاط 

]بناء قانون منتظم على المجال یھدف ھذا النشاط إلى  ];a bـــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــ  
  باستعمال المحاكاة: أوّلا
] من المجال ا عشوائیا عدد100أنجز محاكاة لسلسلة تتكوّن من  .1 ، ثمّ مثل السلسلة التي 1;0[

 . تحصل علیھا بواسطة مدرج
]مجال  من الا عشوائیا عدد100أنشئ سلسلة تتكوّن من  .2 ، انطلاقا من السلسلة التي 5;2[

 .حصلت علیھا في السؤال السابق ثم مثلھا بواسطة مدرج
] من المجال ا عددxإذا كان : إرشاد )، فإنّ 1;0[ )b a x a− ] ھو عدد من المجال + ];a b.  

  بالحساب المباشر: ثانیا
] إلى متغیر عشوائي یتبع قانون احتمال منتظم على المجالXیرمز  ]0;1.  
): نضع )Y b a X a= − نفس الفضاء  ھو أیضا متغیر عشوائي معرف على Yونقبل أنّ . +

 .P ومرفق بقانون احتمال Xالذي عرف علیھ 
] ینتمي إلى المجال xتحقق أنّ  .1 )، إذا وفقط إذا كان، 1;0[ )b a x a− ینتمي إلى المجال +

[ ];a b . استنتج المجال الذي تنتمي إلیھ قیمY. 
] ھي دالة ثابتة على المجال Yنقبل أنّ دالة الكثافة لقانون احتمال  .2 ];a b .عیّن ھذه الدالة. 
3. c و d عددان حقیقیان من المجال [ ];a b . احسب[ ]( );Yp c d. 
)احسب  .4 )E Y و ( )V Y. 
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  :10 للنشاط حل
  
  :استعمال المحاكاة: أوّّلا

] المجال  منا عشوائیا عدد100محاكاة لسلسلة تتكوّن من  .1  . بواسطة مدرجھالیمثت و،1;0[
 ثمّ ننسخھا في الخانات A2 في الخانة  نستعمل لذلك مجدول إكسل حیث نحجز الطلبیة

 . ، بالضغط المتواصل على الزر الأیسر للفأرة والسحب في آن واحدA101 إلى غایة الخانة A2من 
] من المجال اائی عشوا عدد100أنشئ سلسلة تتكوّن من  .2  ة، انطلاقا من السلسلة السابق5;2[
 .لھا بواسطة مدرجیمثت و

 ثمّ ننسخھا في B2في الخانة     مجدول إكسل حیث نحجز الطلبیة لذلكنستعمل 
 .حد ، بالضغط المتواصل على الزر الأیسر للفأرة والسحب في آن واB101 إلى غایة الخانة B2الخانات من 

  :بالحساب المباشر: ثانیا
] ینتمي إلى المجال xتحقق أنّ ال .1 )، إذا وفقط إذا كان، 1;0[ )b a x a− ینتمي إلى +

]المجال  ];a b ج المجال الذي تنتمي إلیھ قیم ا استنتوY. 
0بالفعل لدینا  1x  یكافئ    0 b a x b a    وھذا یكافئ  a b a x a b    .م.ھـ.و  

] ینتمي إلى المجالYومنھ نستنتج أن  ];a b.  
 . Yلقانون احتمال  الكثافة دالةتعیین  .2

] ھي دالة ثابتة على المجال Y دالة الكثافة لقانون احتمال لدینا فرضا ];a bنرمز لھا بالرمز ،f. 
fمنھ  y k( )   من أجل كل  y من [ ];a b  وتحقق ثلاثة شروط ھي ، أن تكون مستمرة 

]وموجبة على ];a b 1 وتحقق
b

a

f y dy( )  .    

] مستمرة على fمن الواضح أن ];a bباعتبارھا ثابتة علیھ .  
] موجبة على fحتى تكون  ];a b یكفي أخذ الثابت k موجبا أي k  ¡ +.  

1من الشرط  
b

a

f y dy( )  ّ1 ینتج أن
b

a

k dy  1 منھkb ka  1 وبالتاليk
b a




.   

  . موجبkمن الواضح أن 
1f حیث fإذن دالة الكثافة المطلوبة ھي  y

b a
( ) 


. 

3. c و d من المجال  عددان حقیقیان[ ];a b .حسب لن[ ]( );Yp c d. 

]لدینا  ]( ) 1;
d

Y
c

d cp c d dy
b a b a

−
= =

− −∫.  

)ب احس .4 )E Y و ( )V Y. 

www.science-collector.com/vb



 60 

)لدینا  ) ( )
b

a

E Y yf y dy= )   وبالتعویض نجد  ∫ ) 1 b

a

E Y ydy
b a

=
−  ھ  ومن∫

( )
21 ² ²

2 2( ) 2

b

a

y b a b aE Y
b a b a

 − +
= × = =− −

  

)لحساب  )V Y نستعمل العلاقة ( ) ( ) 2² ( )
b

a

V Y y f y dy E Y= −   ∫  

²نبدأ بحساب  ( )
b

a

y f y dy∫ حیث نجد 
31² ( )

3

bb

a a

yy f y dy
b a

 
=  −  

∫  

:                    ومنھ ینتج 
3 3 1² ( ) ( ² ²)

3( ) 3

b

a

b ay f y dy b ba a
b a

−
= = + +

−∫  

 نجد      وفي الأخیر
( )

21 ( ² ²)
3 2
1 (4 ² 4 4 ² 3 ² 6 3 ²)

12

b aV Y b ba a

b ba a b ba a

+ = + + −  
 

= + + − − −

  

  
1                   ومنھ            1( ) ( ² ² 2 ) ( )²

12 12
V Y b a ba a b= + − = − 

  
 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   :11نشاط 
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــن دالة كثافة الاحتمال وتوظیفھا تعیییھدف ھذا النشاط إلى 

    

 ، الناتجة عن تفاعل )kcal(م باحث في الكیمیاء بقیاس درجة الحرارة، بالكیلو كلوري قا
 المعرفة fذج ھذا المدرج بواسطة الدالة فلخص نتائج قیاساتھ في مدرج تكراري ثم نم. يكیمیائ

]على المجال    :كما یلي1;0[

1 ;1
2

1( ) ; 0;2
( ) (1 ) ;

f t c t t

f t c t t

 
 
 
 
  

= ∈

= − ∈






  . كمیة الحرارةt ثابت و cحیث 

 . كثافة احتمالf الذي تكون من أجلھ الدالة cعین الثابت  .1
  و  kcal 0.25احسب احتمال أن تكون كمیة الحرارة الناتجة من التفاعل محصورة بین  .2

kcal 0,75. 
 .عین متوسط كمیة الحرارة الناتجة من ھذا التفاعل .3

  :11حل للنشاط 
 . كثافة احتمالf الذي تكون من أجلھ الدالة cین الثابت یعت )1
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 یلزم ویكفي أن تتحقق الشروط الثلاثة التي تعرّفھا  كثافة احتمالf الدالةنعلم أنّھ حتى تكون 

]وھي أن تكون مستمرّة على المجال ) یكون  وموجبة علیھ و1;0[ )1

0
1f t =∫.  

1 مستمرة على كل من المجالین fمن الواضح أنّ الدالة  •
0;

2
 
  

1 و 
;1

2
 
  

 وحتى تكون 

]مستمرّة على المجال )یكفي أن یتحقق 1;0[ ) ( )
1 1
2 2

lim lim
t t

f t f t
> <→ →

=  

)بعد الحساب    )
1 1
2 2

1lim lim (1 )
2t t

f t c t c
> >→ →

= − =   

)ونجد من جھة أخرى  )
1 1
2 2

1lim lim
2t t

f t ct c
< <→ →

=   م.ھـ.و=

] موجبة على المجالfحتى تكون الدالة  •  . موجباc یكفي أن یكون الثابت 1;0[

)لشرط حتى یتحقق ا • )1

0
1f t )یلزم ویكفي أن یكون  ∫= ) ( )

1 1
2 1

0
2

1f t dt f t dt+ =∫ ∫  

  أي   
1 1
2 1

0
2

(1 ) 1ct dt c t dt+ − =∫         ومنھ        ∫
1
22 2

1
2

1

0

1 1
2 2

1ct ct ct   + − =      
  

4c  بعد الحساب نجد   =.  
  ھوkcal0,75  و0.25kcalمحصورة بین احتمال أن تكون كمیة الحرارة الناتجة من التفاعل  )2
     [ ]( ) 0,75

0,25
0, 25 0, 75; ( ) .Xp f t dt=  :  وبعد الحساب نجد∫

0,75 0,5 0,75

0.25 0.25 0.5

0,5 0,75

0.25 0.5

( ) ( ) ( )

34 4(1 )
4

f t dt f t dt f t dt

t dt t dt

= +

= + − =

∫ ∫ ∫

∫ ∫
  

 

) ھو الأمل الریاضي متوسط كمیة الحرارة الناتجة من ھذا التفاعل )3 )E X ومنھ : 

 

1
2

1
2

1
22

1
2

1 1
0 0

1
0

( ) ( ) ( ) ( )

14 4(1 )
2

E X tf t dt tf t dt tf t dt

t dt t t dt

= = +

= + − =

∫ ∫ ∫

∫ ∫
  

  
  
  
 لتباین والانحراف المعیاريالأمل الریاضي، ا .4
  : تعریف
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  : ملاحظة
] معرفة على مجال غیر محدود كالمجال fإذا كانت الدالة  [;α + ) مثلا فإنّ ∞ )E Xو ( )V X 

  :تيیعرفان في حالة وجود النھایة كالآ
( ) ( )lim x

x
E X tf t dt

α→+∞
= ∫  

)2 و ) ( ( )) ( )lim
x

V X t E X f t dt
β

α→+∞
= −∫ 

 فإنّ ذلك یفسر بعدم وجود الأمل  غیر موجودة أو غیر منتھیةحالة ما إذا كانت النھایاتوفي 
  .الریاضیاتي وبالتالي عدم وجود التباین

  

  )تستعمل لتسھیل حساب التباین(  :خاصیة
  
  
  
  
  

  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  :12نشاط 
]تعیین كثافة الاحتمال لقانون منتظم على مجال یھدف ھذا النشاط إلى  ];a b ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

    

]نسمي قانون احتمال منتظم على مجال  ];a b كل قانون احتمال كثافتھ ¡من ،f معرفة 

]على المجال    ];a b1:  كما یلي( )f x
b a

=
−

.  

  . الآتیةةختار بعنایة حل المسألباستعمال قانون منتظم م
  .یصل أحد المسافرین صدفة إلى ھذه المحطة.  دقیقة قطار20یمر بالمحطة خلال كل 

عین قانون احتمال المتغیر العشوائي الذي یعطي فترة انتظار ھذا المسافر في المحطة لكي  .1
 .یستقل أوّل قطار یلتقي بھ

 .ذا المسافر القطارعیّن متوسط الفترة الزمنیة التي ینتظر فیھا ھ .2
 . دقیقة15احسب احتمال أن ینتظر ھذا المسافر فترة زمنیة تتعدى  .3

 

Xمتغیر عشوائي مستمر یتبع قانون احتمال یقبل f دالة كثافة لھ معرفة على مجال 
;  α β من R.  

)نعرف الأمل الریاضیاتي  )E X و التباین ( )V X و الانحراف المعیاري ( )Xσ للمتغیر 
):  كالآتيXالعشوائي ) ( )E X xf x dx

β

α
= ∫ ، 2( ) ( ( )) ( )V X x E X f x dx

β

α
= −∫ ،

( ) ( )X V Xσ =.  

Xقانون احتمال یقبل متغیر عشوائي مستمر یتبع f دالة كثافة لھ معرفة على مجال 
;  α β من R.  

]:  لدینا ] [ ]2 22 2( ) ( ( ( ) ( )) )V X E X E X x f x dx E X
β

α
= −− = ∫.  
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   :12حل للنشاط 
 

طة لكي یستقل قانون احتمال المتغیر العشوائي الذي یعطي فترة انتظار ھذا المسافر في المح )1
]:أوّل قطار یلتقي بھ ھو ]( )0;

20Xp α
α یعطي فترة انتظار ھذا   ھو المتغیر العشوائي الذيX حیث=

)  ھو متغیر عشوائي مستمرX من الواضح أنّ (طة لكي یستقل أوّل قطار یلتقي بھ المسافر في المح
] عدد حقیقي من المجال αو حیث fنّ دالة الكثافة لقانون الاحتمال ھي ومن المعلوم أ. 20;0[

1
20

( )f t ] ،  ومنھ = ]( ) 0

10; .
20Xp dx

α
α = ∫   

]:  بعد الحساب نجد   ]( )0;
20Xp α

α = 

)متوسط الفترة الزمنیة التي ینتظر فیھا ھذا المسافر القطار ھو الأمل الریاضیاتي  )2 )E X حیث 
20 20
0 0

1
( ) ( ) 10

20
E X tf t dt t dt Min= = =∫ ∫ 

] دقیقة ھو15احتمال أن ینتظر ھذا المسافر فترة زمنیة تتعدى  )3 ]( )15;20Xp. 

]       بعد الحساب نجد    ]( ) 20

15

1 515;20
20 20Xp dx= =∫.  

  

 القانون الأسي .5
  خاصیة

  
  
  
  

  :ملاحظة 
یكفي التأكد من توفر الشروط الثلاثة الواردة في تعریف دالة  للبرھان على ھذه الخاصیة 

)وفیما یتعلق بشرط المساحة  یُعوض بالشرط . كثافة احتمال )
0

lim 1
x

x
f t dt

→+∞
  :، حیث نجد∫=

( )
0 0 0

1
xx x t t xf t dt e dt e e−λ −λ −λ = λ = − = − ∫ ∫  

)           ومنھ               )
0

lim lim 1 1
x x

x x
f t dt e −λ

→+∞ →+∞
 = − = ∫م.ھـ.        و  

  

  . ومنھ التعریف الآتيf تعریف قانون احتمال كثافتھ ھي الدالة إذن یمكن
  
  

  : تعریف
  
  

] المعرفة على المجال f الدالة [0;+ ): ما یلي ك∞ ) xf x e −λ= λ حیث  λ عدد حقیقي 

  .موجب تماما، ھي دالة كثافة احتمال

  . عددا حقیقیا موجبا تماماλلیكن 
 معرفة على المجال f   دالة كثافة لھ حیثf یسمى قانون الاحتمال الذي یقبل الدالة

[ [0;+ ):  بـ ∞ ) xf x e −λ= λ القانون الأسي ذو الوسیط ، λ.  
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  :ملاحظة
  :  فإنّ λ متغیر عشوائي یتبع القانون الأسي ذو الوسیط X إذا كان 

        [ ]( ); ( ) .
bb t a b

a aXp a b f t dt e e e−λ −λ −λ = = − = − ∫  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  :13نشاط 
] كثافة الاحتمال لقانون منتظم على مجال وظیفتیھدف ھذا النشاط إلى  ];a b ــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 یتبع Xتمت نمذجة مدّة صلاحیة جھاز إلیكتروني بالأسابیع بواسطة متغیر عشوائي 
ما ھو احتمال أن تكون مدّة صلاحیة ھذا الجھاز أصغر من . 0,002القانون الأسي ذو الوسیط 

   أسبوع؟200
  

   :13حل للنشاط 
  

العشوائي الذي تمت بواسطتھ نمذجة مدّة الصلاحیة یتبع القانون الأسي فإنّ بما أنّ المتغیر 
]الاحتمال المطلوب نعبر عنھ بالتعبیر   ]( )0;200Xp وبالحساب نجد  :

[ ]( ) 200 200 0,002

0 0

2000,002 0 0,4

0

0, 0020;200

0,33

( )

.

t

t

Xp f t dt e dt

e e e

−

− −

= =

 = − = − ≈ 

∫ ∫  

  
   ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  :14نشاط 

] كثافة الاحتمال لقانون منتظم على مجال وظیفتیھدف ھذا النشاط إلى  ];a b ــــــــــــــــــــــــــــــــ  

  . 0,8لمكالمة ھاتفیة داخل نفس المدینة تتبع قانون أسي ذو وسیط   بالدقیقة، Tالمدة الزمنیة

 . دقائق5 و 3احسب احتمال أن تستمر مكالمة ما بین  .1

  . دقائق4احسب احتمال أن تتعدى مدّة مكالمة  .2

  :14حل للنشاط 
  . دقائق5 و 3ما بین ھاتفیة  احتمال أن تستمر مكالمة حساب .1

یحصي المدة الزمنیة لمكالمة ھاتفیة فإننا نجد أن قانون  المتغیر العشوائي الذي Xإذا اعتبرنا 

الاحتمال المطلوب نعبر عنھ بالتعبیر  وبالتالي . 0,8 ذو الوسیط یتبع القانون الأسياحتمالھ 

[ ]( )3;5Xpوبالحساب نجد :  

       [ ]( ) 5 50,8 0,8

33
0,83;5 x x

Xp dxe e− − = = − ∫   
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 ومنھ
[ ]( ) 2,4 43;5 0,090 0,018

0,072
Xp e e− − −= −

≈

≈
  

  . دقائق4حسب احتمال أن تتعدى مدّة مكالمة  .2
 4یحصي المدة الزمنیة لمكالمة ھاتفیة یأخذ في ھذه الحالة قیما أكبر من المتغیر العشوائي الذي 

]الاحتمال المطلوب ھو ومنھ  ]( )4;Xp +   یحسب بالعلاقة  و ∞

[ ]( ) 0,8

4
4; lim 0,8

x t

xXp e dt−

→+∞
+ ∞ = ∫  

  :جد بالحسابومنھ ن
[ ]( )

( )

0,8

4

0,8 2,4 0,8

4

2,4

4; lim 0,8

lim lim

0,090

x t

x

xt x

x x

Xp e dt

e e e

e

−

→+∞

− − −

→+∞ →+∞

−

+ ∞ =

 = − = − 

=

∫

;
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  میدان الھندسة.4
   ثانوي أساسا إلى الجداء السلمي وتوظیفھ في   السنة الثانیةبرنامج  في میدان الھندسةتطرق  

  لمرجح  كما تم التطرق إلى المعادلات الدیكارتیة لمستقیم ومستو وإلى ا.  المستوي وفي الفضاء
  . كالانسحاب والتحاكي  وبعض التحویلات النقطیة

  :  أما برنامج السنة الثالثة ثانوي لشعبة العلوم التجریبیة فإنھ یتمحور  حول
  .توسیع الجداء السلمي إلى الفضاء  -
 التشابھ - الدوران- التحاكي-الانسحاب(دراسة خواص أشكال ھندسیة و تحویلات النقطیة  -

 .أداة جدیدة و فعالة الا و ھي الأعداد المركبةمن خلال ) المباشر
ریاضیات  و تقني ریاضي، فإنھما یتمیزان بعدم الاكتفاء :  المتعلقان بالشعبتین ن والبرنامجا

  .بل یتعدى ذلك باستعمال طرق ھندسیة باستعمال الأعداد المركبة لمعالجة وضعیات 
 .لسطوح، تعالج في شعبة الریاضیات فقط و نشیر في الأخیر إلى ان موضوع المقاطع المستویة ل

  

  الأعداد المركبة  
في معلم متعامد و متجانس    O;i; j

r r
الشعاع    و  (x ;y) التي إحداثياها M، يمكن ان نطابق بين النقطة 

OM
uuur

   .x + i y و العدد المركب 
لأعداد المركبة و جمع الأشعة، كما يوضح عدم إمكانية مقارنة أعداد مركبة  يبين هذا التطابق، موافقة جمع ا

.  

2iنستنتج توزيعية الضرب على الجمع بوضع  1  والجزء ( ويلاحظ التلميذ أن الجزء الحقيقي
  .وامللجداء الع) الأجزاء التخيلية(لجداء أعداد مركبة ليس جداء الأجزاء الحقيقية ) التخيلي

  .وبعد إدخال قواعد الحساب الجبري على الأعداد المركبة،نفسرها هندسيا
  ؛ وضرب العدد  k ونسبته O بالتحاكي الذي مركزه kنفسر ضرب عدد مركب بعدد حقيقي غير معدوم 

 وزاويته O بعدد مركب بالدوران الذي مركزه iالمركب 
2


.   

2يساوي   z مب وطويلته ونبين ان مقلوب العدد المركب غير المعدوندرج مرافق عدد مرك
z
z

   

OMونسجل ان 
uuur

z ونستنتج المتباينة المثلثية M يساوي طويلة لاحقة النقطة  z ' z z '  .   

  :نلاحظ ان

         - AB
uuur

CD و 
uuur

D متوازيان يعني أن  C

B A

z z
z z




  . عدد حقيقي

         - AB
uuur

CD و 
uuur

D متعامدان يعني أن  C

B A

z z
z z




  . تخيلي صرف

Bلعدد المركب  هي طويلة اB و  A المسافة بين    -         Az z.   
 ةفي معالج) الأعداد المركبة(وتهدف أساسا الأنشطة التي نقترحها فيما يلي، إلى كيفية استعمال أداة جديدة 

  .وضعيات مختلفة في الهندسة واستثمار مكتسبات التلاميذ
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  .النقطية التحويلاتواستعمال  التعامل مع العمليات على الأعداد المركبة  :1نشاط 
  

  هي، على الترتيب لواحق النقط2i  ، 1-2i ، 2+i ، 4+5i+3الأعداد المركبة 
    A، B، C، D .  بين بطريقتين انABCDمتوازي أضلاع .  

                               
  إرشادات حول الحل                                

  .لجة هذا النشاط بعدة طرق ايمكن مع
استعمال خاصة مميزة لمتوازي (و نسجل كل اقتراحاته  حث التلميذ على تجنيد مكتسباتهن

علما ان الهدف هنا هو أساسا التعامل مع العمليات على ) الأضلاع، استعمال تحويل نقطي
  .الأعداد المركبة و ربطها بمكتسبات التلميذ في الهندسة الشعاعية

         :نقترح على سبيل المثال
BAنبين أن  : 1       الطريقة       CD

uuur uuur
  

نبين ان للقطعتين  :2             الطريقة BD و  CA   نفس المنتصف .   
  

  .العمليات على المرافق   :2نشاط    

          a،b،c،d 0بين ان إذا كان . أعداد حقيقيةz 3 حلا للمعادلة 2az bz cz d 0       فإن

0z حلا آخر لهذه المعادلة .  
  

  إرشادات حول الحل                                      
1:           نجد هنا فرصة لتوظيف خواص المرافق  2 1 2z z z z  ، 1 2 1 2z z z z    

          و يمكن إضافة أسئلة أخرى تسمح بحل هذه المعادلة و ربط ذلك مع ما درس في السنة الثانية حول 
  .كثيرات الحدود

  
  .خواص الطويلة و العمدات  :3نشاط 

             
z حيث M(z) للنقط  (E)عين المجموعة  )1 2 i 3  .   

    حيثM(z) للنقط  (F)عة عين المجمو )2 z iarg 2
z 2 2

       
 

  
  إرشادات حول الحل

  :هذا النشاط إلى إيجاد مجموعات نقطية باستعمال النتائج يتطرق      
AB لاحقة الشعاع -              

uuur
B هي  Az z ومعياره هو طويلة  B Az z.  

                -  قيس للزاوية  MA;MB
uuur uuur

M عمدة للعدد المركب  يعني  B

M A

z z
z z




.   

  
   :الإجابة على الأسئلة المطروحة     
     1 (M A 3

u u ur،  نستنتج ان(E) هي الدائرة التي مركزها A 3 ونصف قطرها.  
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2 (A  النقطة التي لاحقتها iو  نضع Az i  
   Bو نضع  2- لاحقتها  النقطة التيBz 2 . 

  (F) هي نصف الدئرة التي قطرها  AB المحتواة في  

المبدأ وحده      نصف المستوي المفتوح الذي لايشمل      AB.  
  
  
  
  

   .استعمال عمدات أعداد مركبة لمعالجة وضعية حول أقياس زوايا: 4نشاط 
  ).انظر الشكل الآتي (ABCD  ، BEFC ، EGHFنعتبر المربعات                       

    
    
  
  
  
  
  

             
        قارن بين          و  .   

  
  إرشادات حول الحل

  .الاقتراحاتنة لمعالجة هذا النشاط ونعتبر كل لا نوجه التلميذ نحو فكرة أو طريقة معي
  .نسجل على الكراس كل الطرق المحتملة دون نسيان الطريقة التي تستعمل الأعداد المركبة 

  .مسائل هندسية الهدف الأساسي هنا، هو تحسيس التلميذ بفعالية الأعداد المركبة في
  : المقترحنقترح فيما يلي حلا للتمرين
في المعلم المتعامد و المتجانس  A;AB,AD

uuur uuur
  على الترتيب،  هي،A، B، E ، H، لاحقات النقط 

Az 0 ، Bz 1 ، Ez 2 ، Hz 3 i .   

 و و  هي على الترتيب أقياس للزوايا  AB,AH
uuur uuur

، BE,BH
ur uuur

، EF,EH
uur uuur

.  

نجد  arg 5 1 i       أي     .  

        
         

  .إيجاد الدساتير الشهيرة في حساب المثلثات باستعمال ترميز أولير :6نشاط 
ixe:   باستعمال ترميز أليرsin(a+b) وcos(a+b) نقترح أمثلة حول  cosx isin x  و الخاصية  

 i a b ia ibe e e   واستنتاجcos2x  و  sin2x انطلاقا من   22ix ixe e         

  

ix1البحث عن طويلة و عمدة للعددين المركبين: 7نشاط e و ix1 e  

ix1 عين طويلة و عمدة للعددين المركبين   e و ix1 e من أجل  x 0; .  
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  إرشادات حول الحل
1يمكن تعيين طويلة  cos x isin x ) 1أو cos x isin x  (و عمدة له  

  .باستعمال حساب المثلثات فقط و نقترح في النشاط طريقة أخرى
  :ترح فيما يلي حلا للتمرين المقترحنق

نعتبر الدائرة المثلثية المرفقة بالمعلم المتعامد و المتجانس  O;i; j
r r

.  

I، ' I،M، 'M  ر1-، 1 هي، على الترتيب، صو، ixe ، ixe  . ix
I ' Mz e 1 uuuur  

              

: أولا •   ix xarg e 1 2
2

   

ixe: ثانيا  • 1 I 'M 
uuur

 

   المسقط العموديH نسمي 
  ]M'I[ على O لـ 

  H'I 2 =M'I  و نستنتج ان 

xI و   'H cos
2

  

ixمنھ  xe 1 2cos
2

   

   نجد طويلة 
ix1 e بنفس الكيفية ة له و عمد.  

  
                نسجل في الأخير إمكانية الحصول على الشكل المثلثي لأعداد مركبة من الشكل 

             1 a cos x i b sin x  مع а و b ينتميان إلى  1,1باستعمال :  

              x xsin x 2 sin cos
2 2

             
، 2 x1 cos x 2 cos

2
     

، 2 x1 cos x 2 cos
2

     
  

                 
  .إيجاد مجموعة نقطية باستعمال الأعداد المركبة: 8نشاط 

المعلم المتعامد و المتجانس  نعتبر في             O;i; j
r r

   B (0 ;a-x)  وA(x ;0) النقطتین  

                  ]AB[للمربع ھو وتر MANB  حیث     MA,MB 2
2


 
uuur uuur

  

  . A عندما تتحرك N و مجموعة النقط M                   عین مجموعة النقط 
  

  إرشادات حول الحل 
 الهدف هنا هو تعيين مجموعة النقط              M z حیث  z y cos isin     
   باستعمال الدرس حول ثابت یمسح مجموعة الأعداد الحقیقیة و y ان ا علم               

 "              MB k
MA

 و    MA,MB 2  
uuur uuur

 یعني  MB MAz k cos isin z   uuur uuur"  

  :                 نقترح فیما یلي حلا مختصرا للتمرین
   x  هي لاحقة  A و  Mz لاحقة M.  لاحقةBهي  Bz i a x    
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لدينا             
MB 1
MA

و         MA,MB 2
2


 
uuur uuur

  

M             نجد  
a 2x 3 3z cos isin

4 42
       

  

  ستقيم الذي هي المM             مجموعة النقط 
   .y=-x             معادلته 

  . بنفس الكيفية N              نجد مجموعة النقط  
  
  
  .خواص أشكال هندسية و الأعداد المركبة  : 9نشاط 

         ABC  مثلث كيفي حيث    AB,AC 2  
uuur uuur

 و 0;  .  

   .GAEL وثم متوازي الأضلاع ABFG   و ACDEلمربعين            ننشئ خارج هذا المثلث ا
  وAL =BC           برهن ان    AL BC.  

  
  

  إرشادات حول الحل
  

  .نوظف هنا الدوران و الأعداد المركبة لمعالجة وضعية حول خواص أشكال هندسية
  :نعلم ان بصفة عامة 

الدوران  R ; ول النقطة  يح MzM  
إلى  M 'z'M یعني   M ' Mz z cos isin z z        

               
        :نقترح حلا للتمرين المقترح

 ).على الترتيب (A ، B، L، G، Eالنقط    لاحقاتa ،b ،c ،l، g، eنسمي 

  وزاويتهAالدوران الذي مركزه  باستعمال
2
 نجد :  

b-a=i(g-a)....( 1)  و  e-a=i(c-a)... ( 2)  و نبين انl-a=g-a+e-a) ... 3(  

ALنستنتج ان   ) 3(و ) 2(و) 1(من  1
BC

 و    AL,BC 2
2


 
uuur uuur

 

                 
  عداد المركبة في خواص الأشكال توظيف الدوران و الانسحاب باستعمال الأ :10نشاط 

  .           الهندسية
  

         ABC مثلث حیث    AB,AC 2  
uuur uuur

 .  
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               القائمين            نرسم خارج  ھذا المثلث المثلثین 
            DAB وEAC حیث DA=DBو EA=EC.  

             L ھي النقطة حیث CL DB
uur uuur

.  
  . ومتقایس الساقینE قائم في EDL            برھن ان المثلث 

                       
  
  
  
  
  

  إرشادات حول الحل
  

  وضعية حول خواص أشكال الدوران و الإنسحاب الأعداد المركبة لمعالجة نستعمل
  :نعلم ان بصفة عامة  ).9انظر النشاط (هندسية 

ABالانسحاب  الذي شعاعه 
uuur

 يحول النقطة  MzM  إلى M 'z'Mیعني   

M ' M B Az z z z  .   
 : نقترح حلا للتمرین المقترح

ننسب المستوي إلى المعلم المتعامد و المتجانس O;i; j
r r

.  

  .)على الترتيب(  A، B، C، D،E  لواحق النقطAz، Bz،Cz،Dz،Ez، Lz نسمي

 وزاويته Dباستعمال الدوران الذي مركزه 
2


 وزاويته E و الدوران مركزه 
2


   و الإنسحاب

DBالذي شعاعه
uuur

نجد    A D B Dz z i z z   و   C E A Ez z i z z       
Lو  C B Dz z z z    

Lنعبر عن  Ez z بدلالة D Ez z :  نجد L E D Ez z i z z    

  و زاويته E بالدوران الذي مركزD هي صورة Lنستنتج أن  
2


.  
  
        

         
  )استدلال هندسي استعمال الأعداد المركبة(معالجة وضعية بطريقتيين :11نشاط  

     OAB اویة  مثلث حیث القیس الرئیسي للز OA,OB
uuur uuur

 ینتمي إلى  0;.  

    و OBCD و  AOFG       نرسم خارج ھذا المثلث المربعین
   .S الذي مركزه   FODE       متوازي الأضلاع 

     یھدف ھذا النشاط إلى البرھان على أن    OE AB  
OE    و  AB بطریقتین مختلفتین.  

   البرھان باستعمال استدلال ھندسي:1الطریقة   

            R ھو الدوران الذي مركزه O وزاویتھ 
2
.  
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   ؟R بالدوران B وصورة Fماھي صورة  )1
 .D(R ='D(علما ان ]BD'[ منتصف Oبین أن  )2
 .S(R =' S(علما ان ]DA'[ منتصف S'بین ان  )3
استنتج ان  )4   OE AB و OE AB. 
   
   البرھان باستعمال الأعداد المركبة:2الطریقة
          Oz ،Az،Cz ھي ،على الترتیب، لاحقات النقطO، A ،B.   

   .Oz ،Az،Cz بدلالةF ولاحقة Dاحسب لاحقة  )1
OEاحسب لاحقة  )2

uuur
AB بدلالة لاحقة 

uuur
.  

استنتج ان  )3   OE ABو OE AB. 
  

  إرشادات حول الحل
  

    باستعمال يكتف نریاضیات و تقني ریاضي ،لا: عندما یتعلق الأمر بالشعبتین                
   وفق ما ینص علیھ الأعداد المركبة فقط بل یتعدى ذلك باستعمال طرق ھندسیة              

  .             البرنامج
  و في الطرقة الثانیة یتم اللجوء إلى   ھندسیاولى استدلالانستعمل في الطریقة الأ              

  .             الأعداد المركبة 
  :1 الطریقة   

  ) .Rبالدوران  (D ھي B وصورة A ھي Fصورة  )1
  

:  لدینا )2
R O, R O,

2 2B D D'

                   
    .Oالنقطة   بالتناظر بالنسبة إلىB  ھي صورةD'    إذن 

   

 :لدینا )3
R O,

2F A

       و     
R O,

2D D'

        
  ].A' D[ھي Rبادوران ]  FD[     إذن صورة 

  فإن صورتھا ھي]   FD[ ھي  منتصفS     وبماأن
  ] .A' D[:  لـS '   المنتصف 

     
      4 (O هي منصف ]'BD[و ' S ھي منتصف ]A' D[  

  .OS' =AB2 و  (AB)//('OS)           منه 
   .OE  AB=         نستنتج      

  :           من جهة أخرى
              OS OS'و (OS')//(AB)إذن   
               OE AB.  

  
  :2  الطریقة

R الدورانين باستعمال )1 O,
2

    
R  و O,

2
     

 : نجد  D O B Oz z i z z    و     F O A Oz z i z z    
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   2 (F D OOEz z z 2z  uuur  نجد) 1و باستعمال السؤال: OE ABz izuuur uuur  

OEلدينا ) 3   

AB

z
i

z


uuur

uuur
  و   AB,OE arg i

uuur uuur
OE منه  AB و    AB,OE 2

2


 
uuur uuur

.  

  
  البرھان على نتیجة باستعمال الأعداد المركبة: 12 نشاط

، على التي مراكز ثقلها هي QAC ،  PCB، RBA المثلثات المتقایسة الأضلاع  ABCمثلث نرسم خارج 
  . نفس مركز الثقل ABC ،PQR،IJKبرهن أن للمثلثات   .I ،J ،Kالترتيب، 

  
  إرشادات حول الحل

  
  .M للاحقة النقطة Mzوبالرمز ،α وزاویتھ Ω للدوران الذي مركزه R(Ω;α)مز بالرمز    نر

  
 :لدینا من جھة  •

R  باستعمال الدورانات  B;
3

    
R و  C;

3
    

R و  A;
3

    
  

  
i
3

C B P Cz z e z z


  )...1(  

  
i

3
A C Q Cz z e z z



  )...2(  

  
i

3
B A R Az z e z z



  )...3(  
  

  ) : 3(و) 2(و) 1(  نستنتج من 
A B C P Q Rz z z z z z    )...*(  

  
 :و من جهة أخرى  •

A C Q
I

z z z
z

3
 

) ...4     (    وB C P
J

z z z
z

3
 

) ...5(  

A  و  B R
K

z z z
z

3
 

) ...6(  

Pان  ) *(و ) 6(و) 5(و) 4(نستنتج من  Q RI J K A B C z z zz z z z z z
3 3 3

    
   

  ، الهدف هو تعويد التلاميذ على حل مسائل  11 و 10وظفنا الدوران كما هو الشأن في النشاطين   
                         ).الأعداد المركبة(  متنوعة باستعمال أداة جديدة 
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  تالتشابھا
وكذلك أمثلة حول ) زوايا متقايسة ،معامل التكبير أو معامل التصغير(درس التلميذ سابقا المثلثات المتشابهة 

  ).الانسحاب، الدوران، التحاكي(التحويلات النقطية 
يتطرق برنامج السنة الثالثة إلى دراسة التشابهات المستوية المباشرة التي نعرفها كتحويلات تحافظ على 

   .فات والزوايا الموجهةنسب المسا
  .نلاحظ عندئذ ان تعريف التشابه لا يرتكز على التقايس ؛ التقايس هو حالة خاصة للتشابه 

نسجل كذلك ، ان تركيب التناظرات المحورية و تحليل دورانات أو انسحابات إلى جداء تناظرات محورية   
في شعبة الرياضيات (ذا الموضوع المفيدة لكن يمكن معالجة وضعيات حول ه، ليست من الكفاءات الإلزامية

  ) .و في شعبة تقني رياضي
  بطريقة آلية،   البرنامج يعطي أهمية كبيرة لاستعمال التشابهات بالأعداد المركبة و لكن نتجنب اللجوء

يراعي الأستاذ ذلك من خلال  و إلى الأعداد المركبة  أي لا نهمل الجانب الهندسي و الجانب الشعاعي؛
  .لة التي يقترحهاالأسئ

لإثبات شكل التشابه بالأعداد المركبة، يمكن ان نبين الخاصية الآتية التي تستغل مكتسبات التلاميذ حول 
  :الأعداد المركبة 

 " S هو تشابه يحول النقطة  AA z إلى النقطة  A 'A' z النقطة ،  BB z إلى  B 'B' z و  

  CC zإلى  C 'C' z ؛ لدينا C ' A ' C A

B A ' B A

z z z z
a

z ' z z z
 

 
 

 و aوثم نحسب   " . arg a.   

 ةفي معالج) الأعداد المركبة( كيفية استعمال أداة جديدة  وتهدف أساسا الأنشطة التي نقترحها فيما يلي، إلى
  . مكتسبات التلاميذروضعيات مختلفة في الهندسة  واستثما

  
  

  التعامل مع المثلثات المتشابهة و التشابهات المباشرة  :1نشاط
      CBA مثلث قائم في A حيث AB=2 و  AC 2 3 . Hلنقطة  ھي المسقط العمودي لA  

  . (BC)        على 
  . بتشابھ مباشر یطلب تعیینھCHA ھو صورة المثلث  BAHبین ان المثلث   )1
  بمركب تشابھ مباشر وتناظر محوريCBA  ھو صورة المثلث CHAبین ان المثلث   )2

  .یطلب تعیینھما
  
  إرشادات حول الحل                                                 
  
  لسنة الأولى المثلثات المتشابھة و تطرقنا إلىدرسنا في ا

   .k) أو التصغیر(معامل التكبیر
  :               یتم الرجوع إلى ھذا الموضوع في الشعبتین 

  : ریاضي و تقني ریاضي كالآتي
   یعني "  متشابھان'A'B'C  و  ABCمثلثان " 

  "'A'B'C إلى  ABC یحوّل  kبة نسبتھ یوجد تشا  " 
  .                   علما أن التشابھ غیر المباشر خارج البرنامج

    
  .یتعلق الأمر في ھذا السؤال بتشابھ مباشر .1

  .متشابهان CHA و BAH المثلثان 
  .Sمباشر بالتشابھ الCHA ھي المثلث BAHصورة المثلث 

 وزاویتھ 3 ھي   Sنسبة  .  S(B)=A و S(A)=C و حیث Hالذي مركزه  
2


.  

 
 

www.science-collector.com/vb



 75 

  
  یتعلق الأمر في ھذا السؤال بتشابھ غیر مباشر دون ذكره .2
  . لأنھ خارج البرنامج) مركب تشابھ مباشر و تناظر محوري (

  .  A  وHمان،على الترتیب، في   قائCBA  وCHAالمثلثان 
لدینا     BA,AC AH,AC 2  

uuur uuur uuur uuur
   

   بالتناظر المحوريH صورة H' نسمي -
mSy بالنسبة إلى المستقیم (AC).  
    قائمان وCBA  وCA'H  المثلثان-

    CH ',CA CA,CB 2 
uuur uuur uuur uur

  

CA'H  ھو صورة CBA بالتشابھ المباشر DS مركزه الذي C وحیث S(A)=B و S(H')=A    نسبة

DS 3 ھي
2

 و زاویتھ  
6
.   

             
  ).باستدلال هندسي و باستعمال الأعداد المركبة( وضعية بطريقتين ةمعالج :2 نشاط
  ثلاثة مربعات مراكزها OBA خارج المثلث نرسم          

O1،O2،O3) انظر الشكل المقابل.(  
برهن ان    1 2 3OO O O1 و 2 3OO O O.  

        
  
  
  
  

  إرشادات حول الحل
  

  يمكن معالجة هذا النشاط باستعمال الأعداد المركبة و الدوران بالنسبة إلى جميع الشعب
  و باستعمال طريقة هندسية) ريبيةعلوم تج- تقني رياضي-رياضيات(
  .رياضيات و تقني رياضي: بالنسبة إلى الشعبتين ) التشابه المباشر(

           
  استعمال الأعداد المركبة  :1طريقة

 ننسب المستوي إلى معلم متعامد و متجانس    O;i, j
r r

Oz، لدینا عندئذ  0.  

1Rمال الدورانات    باستع O ,
2

    
2R و  O ,

2
    

3R و O ;
2

    
  : نجد 

 A O B O1 1z z i z z  )...1(  

 O O A O2 2z z i z z  )...2(  

 B O O O3 3z z i z z  )...3(  

Ozو ) 3(و ) 2(و ) 1(من  0نستنتج  OO1

O O3 2

z
i

z


uuuur

uuuuuur
ومنه     3 2 1O O ,O O 2

2


 
uuuuur uuuur

3 و  2 1O O O O.  
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  .استعمال استدلال هندسي: 2طريقة
   .α  و زاویتھ λ ،نسبتھ Ω للتشابه المباشر الذي مركزه  S(Ω,λ,α)                 نرمز 

                       

          لدینا

S B, 2, S O, 2,
4 4

2

S B, 2, S O, 2,
4 4

1 3

O E O

O A O

             

             

              

  

           إذن        
S B, 2, S O, 2,

4 4
1 2 3OO EA O O

                    
  

                مركب التشابھین ھو دوران زاویتھ 
2
 و منھ    1 2 3OO O O1 و 2 3OO O O.  

   

  المباشرإيجاد مجموعة نقطية باستعمال التشابه  : 3نشاط
 حیث O و النقطة  (D)               یعطى المستقیم  O D .A ھي نقطة كیفیة من(D).   

             B ھي نقطة حیث    AB;AO 2
2


 
uuur uuur

   . AO=AB و 

   .B               عین مجموعة النقط 
           

  إرشادات حول الحل
     أنشطة من ھذا النوع، بصفة عامة،نقترح

   ).ھنا صورة مستقیم بتشابھ مباشر(لتفعیل مفھوم معیّن

 وزاویتھ 2 و نسبتھ Oالذي مركزه  Sنستعمل التشابھ المباشر 
4
 .  

A تتحرك على (D) إذن مجموعة النقط، B  
  .S بالتشابھ  المباشر (D)ھي صورة 

         
z: مركب تناظرین بالنسبة إلى مستقیمین متقاطعین و التحویل :4نشاط ' az b   

 1 (ABC مثلث حیث    AB;AC 2  
uuur uuur

 و    BC;BA 2  
uur uuur

.  

   ABSمھو التناظر المحوري بالنسبة إلى المستقی (AB)؛ ACS ھو التناظر المحوري بالنسبة  
 ؛ (AC) مإلى المستقی   A;2R  ھو الدوران الذي مركزه A  و زاویتھ α2.   

بیّن ان    ) أ  AC ABA;2R S S  o.  

اكتب الدّوران    ) ب B;R  الّذي مركزه B و زاویتھ βتناظرین محوریین یطلب تعیینھما على شكل مركب . 
2 (T ھو التحویل النقطي الذي یرفق بكل نقطة M(z)  النقطةM'(z')حیث :  

 1z ' 1 i 3 z 3 i 3
2

    .  

Tبیّن ان   ) أ R s o علما ان sالتناظر بالنسبة إلى محور الفواصل و  ھو R تحویل نقطي یطلب تعیین 
  . زةطبیعتھ و عناصره الممی

  .                                             و عناصره الممیزةTاستنتج طبیعة   ) ب
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  إرشادات حول الحل
  

  :یھدف ھذا النشاط إلى         
  و تفكیك دوران إلى تركیب تناظرین ) المستقیمات متلاقیة في نقطة( تركیب تناظرات محوریة -            

  .اقتراح نشاط أخر من نفس النوع حول الانسحابویمكن .               محوریین
 دراسة التحویل -               M z M' z ' : z ' az b a في الحالة الخاصة  :  

            a 1 و  b IR 1
1 a

 


.  

  .التشابھ غیر المباشر خارج البرنامج             
  
  

M ( Mطة من أجل كل نق) أ )1 A: (   
       ABS M m و   ACS m M'  

AM        نستنتج ان  AM'.  
     و لدینا أیضا    AM;AM ' 2 AB;AC

uuur uuuur uuur uuur
 ،  

:       نتأكد من   AC ABS S A Ao.  
       إذن   AC ABA;2R S S  o.  

)      ب 1 مستقیم كیفي یشمل النقطة B ،  2 ھو صورة  1 بالدوران   

 و زاویتھ B           الذي مركزه 
2
 . لدینا  2 1R B; S S   o.   

  )أ )2
  

            
  

      
  
  
  

              R ھو الدوران الذي مركزه  2;0 4 و زاویتھ
3
 4 و نرمز لھR ;

3
    

.  

4Tلدینا )            ب R ; s
3

     
o و  D

4R ; S s
3

    
oلما ان  عDS ھو التناظر   

                بالنسبة إلى المستقیم  D الذي ھو صورة محور الفواصل بالدوران الذي مركزه  2;0  

1                و زاویتھ  4
2 3

    
2 أي 

3
)  ب) 1انظر السؤال.(  (  

DT                نستنتج  S s s o o  أي DT S.   
  
  
  
  

 

 
 

www.science-collector.com/vb



 78 

  الهندسة في الفضاء                              
  العمودي  نعمم تعريف الجداء السلمي في المستوي إلى أشعة الفضاء ونقدم في هذه المناسبة المسقط 

  .مراجعة تطبيقات الجداء السلمي في المستوي تكون عندئذ مفيدة.  على مستقيم أو على مستو
  . نسجل كذلك ان الدراسة التحليلية للمستقيم و المستوي في الفضاء ، توفر فرصا لحل جمل خطية

  . ويجب ان يعرف التلميذ انه يمكن تمثيل مسقيم في الفضاء بجملة معادلتين خطيتين
  
  .  الإستقامية في الفضاء –إعادة استثمار المعارف  : 1نشاط  

             ABCD رباعي وجوه  .I هي منتصف [AD]  و  J منتصف [BC].   
                G ھي مرجح الجملة         A,2 ; B,1 ; C,1 ; D,2.  

  . على استقامة واحدة G ، I ، J                برھن ان النقط  
  

   حول الحلإرشادات
  لإعادة استثمارهنا التلميذ فرصة أخري   يجد           

  المرجح،علاقة شال،الاستقامية في (             معارفه
  ).            الفضاء

            لدينا  2 GA GD GB GC 0   
uuur uuur uuur uuur r

  

IJ            نستنتج بسهولة ان 3IG 0 
ur uur r

  . على استقامة واحدة G ، I،  Jالنقط    أي 
                                        

  .حساب الجداء السلمي بمختلف عباراته : 2نشاط 
             ABCDEFGH مكعب مركزه  O و طول حرفھ m . احسب الجداءات السلمیة الآتیة:  
AH.BF)                  أ

uuur uur
HB.BA)         ب

uuur uuur
                                        

AB.AO)             جـ
uuur uuur

AE.BG)     د 
uuur uuur

  
  

  إرشادات حول الحل                              
                یمكن اقتراح أنشطة من ھذا النوع لتدریب التلمیذ

  . حول حساب الجداء السلمي في وضعیات مختلفة             
2AH.BF  ) أ m

uuur uur
 

2HB.BA و منھ)AB( على المستقیم H ھي المسقط العمودي للنقطة A ) ب m 
uuur uuur

 
      
  و منھ] AB[ للقطعة J ھي المنتصف )AB( على المستقیم Oالمسقط العمودي للنقطة ) جـ

      
2mAB.AO

2


uuur uuur
  

نعتبر المعلم المتعامد و المتجانس ) د D;i, j, k
r r r

   حیث

 1i DA
DA


r uuur

1j و DC
DC


r uuur

1i و  DH
DH


r uuur

  

  G)0؛m؛m( ؛ B )m ؛m؛0( ؛ E )m؛0؛m(  ؛ A )m ؛0؛0(لدینا  
إذن  AE 0;0;m

uuur
 و  BG m;0;m

uuur
2AE.BG ؛ نستنتج ان  m

uuur uuur
.   
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  . استعمال الجداء السلمي  في البرهان على التعامد :3نشاط
             )P( مستو یشمل المستقیم )D( ، M نقطة لا تنتمي إلى )P( . Nھي المسقط العمودي   

   .)D( علىNللنقطة  سقط العمودي ھي المR و )P( على M               للنقطة 
               برھن ان    MR D.  

    حلّ مختصر                 
                یوظف ھنا التلمیذ مكتسباتھ في الأشعة

                و الجداء السلمي لیبرھن نتیجة
             ."مبرھنة الأعمدة الثلالثة: "               معروفة بـ

                u
r

   .)D(  ھو شعاع توجیھ للمستقیم 
MR.u:                 نبین بسھولة  ان  0

uuur r
  

                أي     MR D   .  
                                             

  
  

  حل جملة خطية :4النشاط
:            عين تقاطع المستويات  1P : 4x 3y z 2 0     

            2P : x 2y z 5 0    و  3P :3x 5y 2z 9 0     
                               

  إرشادات حول الحل
  .ثة مجاهيل       الهدف من هذا النشاط هو أساسا حل جملة خطية لثلاث معادلات لثلا

  :       يمكن حل هذه الجملة بطرق مختلفة ،نقترح مثلا

        الجملة  

4x 3y z 2 0
x 2y z 5 0
3x 5y 2z 9 0

            

 تكافئ

4x 3y z 2..............(1)
x 2y z 5...............(2)

3x 5y 2z 9 0...........(3)

            

  

         نحل الجملة 
4x 3y z 2......(1)
x 2y z 5........(2)

        
ونجد 

1 19x z
5 5

3 22y z
5 5

     

  

          الجملة  

4x 3y z 2 0
x 2y z 5 0
3x 5y 2z 9 0

            

 تكافئ إذن  

1 19x z
5 5

3 22y z
5 5

3x 5y 2z 9 0

         

  

   
  
  

 

www.science-collector.com/vb



 80 

       أي 

1 19x z
5 5

3 22y z
5 5

1 19 3 223 z 5 z 2z 9 0
5 5 5 5

                           

 أي 

x 3
y 2
z 4

    

  

   نستنتج ان للمستويات  1Pو  2P و  3P نقطة مشتركة وحيدة  هي  A 3;2;4.  
  
  المسافة بين نقطة و مستو: 5النشاط 

        نعتبر في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  O;i, j,k
r r r

   :،المستويين 

          1P : 2x y 2z 1 0    و   2P :3x 4y 0   
          Mفي الفضاء نقطة كيفية .  
         1d M;P هي المسافة بينM و  1P، 2d M;P هي المسافة بينM و  2P.   

        عين المجموعة   للنقط M حیث    1 2d M;P d M;P  
  

  إرشادات حول الحل                              
  .         يهدف هذا النشاط إلى تفعيل مفهوم المسافة بين نقطة و مستو في الفضاء 

  
         نقطة  M x; y;z من الفضاء تنتمي إلى   إذا و فقط إذا كان    1 2d M;P d M;P  

         أي 
2x y 2z 1 3x 4y

3 5
   

 أي    2 225 2x y 2z 1 9 3x 4y 0       

        أي   x 17y 10z 5 19x 7y 10z 5 0        

[        أي  19x 7y 10z 5 0    أو  x 17y 10z 5 0   [  

        نسمي  1Q المستوي الذي معادلته  19x 7y 10z 5 0     

        و  2Q المستوي الذي معادلته x 17y 10z 5 0     

        لدينا      1 2Q Q    
        
مجموعات نقطية  ت نعطي فيه معادلا أخريمكن اقتراح نشاط       1E و  2E  

     و  3E و نطلب إيجاد معادلة المجموعة      1 2 3E E E U  
  
  حساب أقصر مسافة بين مستقيمين : 6نشاط 

           نعتبر في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  O;i, j,k
r r r

   النقط 

           A(3 ;-2 ;-1) و B(-1 ;-1 ;0) و C(0 ;1 ;2) و D(-6 ;2 ;4)> 
  ؟//(AB) (CD)هل . (CD) و (AB)يين تقاطع المستقيمين  )1
   .(CD) و (AB)عین أقصر مسافة بین  )2
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  إرشادات حول الحل
  . تعيين تمثيلا وسيطيا لمستقيم -: يهدف هذا النشاط إلى        

  . حل جملة خطية -                               
                               -    '     لا يعني حتما ان    // ' .  
  . توظيف الجداء السلمي في الفضاء -                               
  .سافة بين مستقيمين في الفضاء كيفية حساب أقصر م-                               

  نطلب مثلا قبل هذا (      يمكن ان نساعد التلميذ بطريقة غير مباشرة في السؤال الثاني
   ).(CD) و (AB)السؤال إيجاد المستقيم الذي يعامد        

نبحث عن  )1   AB CDI:  

: ، نجد (AB)لنعين تمثيلا وسيطيا للمستقيم : أولا  -

x 3 4
y 2
z 1

           

IRو    

:  ونجد (CD)     و تمثيلا وسيطيا للمستقيم 

x 6
y 1
z 2 2

         

IRو    

لنعين : ثانيا  -   AB CDI: 

        نحل الجملة  

x 3
y 2
z 1

x 6
y 1
z 2 2

                    

  تقبل أي حل و   و نلاحظ انها لا

        منه   AB CD  I.  
 ؟ //(AB) (CD)هل -

AB حیث  k لا یوجد أي عدد حقیقي  kCD
uuur uuur

  .(CD) لا يوازي(AB)، إذن 
  

   :(CD) و (AB)أقصر مسافة بین نبحث عن  )2
       M 3 4 ; 2 ; 1        نقطة كيفية من (AB)  

      و  N 6 ;1 ;2 2       نقطة كيفية من(CD).   
  : إذا و فقط إذا كان (CD) و (AB) أقصر مسافة بين MN            تكون 

            
   
   
MN // AB

MN // CD


 أي 

MN AB 0

MN CD 0

    

uuur uuur

uuur uuur أي 
2 3 2
27 41 27

        
أي 

1
0

  
  

 في الحالة MN هي (CD) و (AB)مسافة بین  أقصر            
1
0

  
   .3 أي 
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    مستوية للسطوحالالمقاطع                               

مقطع مستو لسطح معادلته  z f x; y بمستو (P) في معلم متعامد و متجانس  O;i, j,k
r r r

 (C)نحن هو م

 ومعادلته من الشكل(P)محتواة في  g x;y 0)  أو g y;z 0 أو  g x;z 0.(  
  . تمثيلا بيانيا لدالة عددية لمتغير حقيقي(C)نهتم أكثر بالوضعيات التي يكون فيها 

  .ات مناسبةويمكن مشاهدة مقاطع مستوية  لسطوح بواسطة برمجي
بالنسبة إلى القطوع يمكن معالجة نشاط يتعلق بالبحث عن مجموعة النقط التي تؤول إلى قطع من القطوع 

  .التي نص عليها البرنامج مع تمثيلها والاقتصار في ذلك على الدراسة التحليلية

2الذي معادلتھ   (S)مكافئالمجسم السطح استعمال المجدول إكسال لتمثيل  :مثال  2z x y   في المعلم
المتعامد و المتجانس  O;i, j,k

r r r
 ،  x 5;5 و  y 5;5  و ثم لمشاهدة المنظر العلوي و الخطوط 

  .(S) : المستوية لـ
  
   نرسم المجسم المكافئ المطلوب-
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    
  
  
  
  
  
  
  (S): المنظر العلوي لـ  مشاھدة -
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 : خطوط  مستویة للسطح ، عندما نقطعھ بمستویات توازي -   

   ):x=mمعادلتھ  (yOzالمستوي )            أ
   

             
  
  
  
   
  
           

   تعيين مقطع مستو لسطح مستو معطى بمستو معطى في معلم متعامد ومتجانس: 1نشاط

            (S)2ح مستو معادلته  سطz x y 2  .  
y الذي معادلته (P) بالمستوي (S)ماهي طبيعة مقطع ) 1             2؟  

  .(P)               أنشئ هذا المقطع في معلم للمستوي 
x الذي معادلته (Q) بالمستوي (S)ماهي طبيعة مقطع  )2            3؟  

   
  
 

  إرشادات حول الحل
  

                                       
  .(S)  يمثل السطح 1    الشكل 

  
  
  

  هو القطع المكافئ(P) بالمستوي (S)مقطع  )1
 (C) 2 الذي معادلتهz x 4 و المحتواة   

   .(P) في 
  افئ هوالتمثيل البياني للقطع المك2 الشكل 

 (C) في المعلم  A;i,k
r r

  (P) للمستوي 

OA علما ان  2k
uuur r

.   
  
   هو(Q) بالمستوي (S)مقطع  )2

   المحتواةy=7-yالمستقيم الذي معادلته 
  .(Q) في 
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  .تعيين احداثيات نقط تنتمي إلى سطح : 2نشاط

  x  و ]9؛0[ عدد حقيقي ينتمي إلى yحقيقي ينتمي  عدد 
  .]7؛0[إلى 

   .z=xy   معادلة السطح المقابل ھي 
  .(d2)و معادلة المستقیم  (d1)اكتب معادلة المستقیم  )1
  .B و Aجد إحداثیات النقطتین ) 2

  
  
  
  

  
  إرشادات حول الحل

:  ھي (d1)معادلة  )1
x 7
z 7y

  
:    ھي (d2)   و معادلة 

y 2
z 2x

  
.  

           
2( A(5;7;35) و  )4؛4؛16( B 

  
  .دراسة دالة عددية لمتغير حقيقي لتعيين مقطع سطح بمستو  : 3نشاط

   O;i, j,k
r r r

2 سطح مخروطي دوراني معادلته (S).  معلم للفضاء 2 2z x y .   

 (C) هو مقطع(S) بالمستوي (P) الذي معادلته y=4.   
1 (M(x ;y ;z) نقطة من (C) .  عبر عنz بدلالة x.   

2 (f هي الدالة العددية للمتغير الحقيقي x حيث   2f x x 16  ،  fC هو تمثيلها  

  البياني في المعلم  A ;i,k
r r

 علما  A 0;4;0.   

 وثم عين المستقيمين المقاربين للمنحني fالة ادرس تغيرات الد fC . أنشئ fC. استنتج(C).   
  . في معلم منسوب إلى مستقيميه المقاربين(C)اكتب معادلة ) 3

                            
  إرشادات حول الحل

  
     1 (  

   M x;y;z C يعني 
2 2 2x y z

y 4

   
    أي    

2z x 16
y 4

   
 أو 

2z x 16
y 4

    
  

 و R معرفة على fالدالة ) 2     
x

lim f


 .  

:  ،لدینا R من xمن أجل كل  
2

xf ' x
x 16




  

 fCيقبل مستقيمين مقاربين مائلين  : 1 : z x و  2 : z x        
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3 ((C) هو اتحاد fC والمنحني  gC الذي يمثل الدالة  2x g x x 16  a.  

 إذن  R : g(x)=-f(x) من xجل كل     لدينا من أ fC و  gC متناظران بالنسبة إلى  A;i
r

  

4 (I(1 ;1) هي نقطة من  1 و K(-1 ;1) نقطة من  2.  

 (x ;y) هما إحداثيا   M في المعلم  A ;i,k
r r

 في المعلم  M إحداثيا (X ;Y)و  A ;AI,AK
uur uuur

.   

:    لدينا        AM X AI ZAK X i k Z i k X Z i X Z k         
uuur uur uuur r r r r r r

  

منه  
x X Z
z X Z

    
         

في المعلم  A ;i,k
r r

 :  M C 2 يعني 2x 16 z       

في المعلم   A ;AI,AK
uur uuur

 : M Cيعني   

      2 2X Z 9 X Z     
XZ   أي  4  إذن (C)قطع زائد .  

  
  
  
  
  
  (S) منA نقطة  معطى في(S)إيجاد معادلة المستوي الذي يمس سطح مخروطي دوراني: 4نشاط

         (S) 2 سطح مخروطي دوراني معادلته 2 2x y z 0  في معلم متعامد و متجانس   

          O;i, j,k
r r r

   .A(3 ;4 ;5) في النقطة (S) الذي يمس (P)اكتب معادلة المستوي . 

                                       
  لإرشادات حول الح

   ونصف B(0 ;0 ;5)التي مركزها (C) وفق الدائرة (S) يقطع z=5         المستوي الذي معادلته 

 إذن معادلتها هي 5         قطرها 
2 2x y 5

z 5

   
  

 (C) والذي يمس الدائرة z=5  المستقيم المحتواة في المستوي الذي معادلته(T)         نسمي 
    .   A(3 ;4 ;5)     في النقطة           

  .3x+4y-5z=0 :هي(P)         نبين ان معادلة  المستوي 
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  :التقویم
  .التعلمیة/التقویم حجر زاویة في العملیة التعلیمیة) 1

في یعتبر التقویم سمة رئیسیة في السلوك البشري بالنظر إلى دوره في بناء نظرة عن شيء ما، أو 
التعلمیة باعتباره العمود الفقري الذي /ولا ینئ بھذه القاعدة في العملیة التعلیمیة. تحسین مردود عمل معین

یساعد على حمایتھا من الانزلاقات التي قد تفرزھا عملیة تجسیدھا في إطار اختیارات و توجھات 
  .البرنامج

التعلمیة فتمدده على كل /لیة التعلیمیة إن ھذه الاختیارات تجعل من التقویم جزء لا یتجزء من العم
و لا یتوقف عند معرفة الخطأ أو النقص . مراحلھا إلى أن یلتف حولھا، فیكون قبل التعلم و أثناءه و بعده

أو العقبات التي تصادف التلمیذ أو الأستاذ، كما لا ینزوي في خانة التركیز على التلمیذ كإعطاء علامة 
بل ھو جزء من الممارسات التي تتم . حصة الدرس و لا بموقف معین منھالھ، و لا یحد بزمن معین من 

في قاعة الدرس بشكل منسجم بین الأستاذ و التلامیذ و یكون أحیانا نتاج إفرازات تقتضیھا طبیعة العملیة 
و نفسھا كأن یلاحظ الأستاذ في ملامح وجھ التلمیذ نوع من الحیرة والتساؤل التي لم تتبلور بعد في ذھنھ 

  .غیر المعلن عنھا من قبلھ تصریحا أو تلمیحا
إن التقویم الذي یتبناه ھذا البرنامج یمكن أن نطلق علیھ مصطلح التقویم التربوي الذي تتفاعل فیھ 
الجوانب المعرفیة و الوجدانیة و الحس حركیة عند كل من الأستاذ و التلمیذ معا و سویا و لیس بشكل 

لعبث أن نحاول في ھذا المقام إعطاء طریقة نموذجیة تتكفل بتفاعل ھذه لذلك فمن ا. منفرد كل على حدة
ولكننا نقدم خطوطا عریضة، في إطار المقاربة بالكفاءات، تسمح للأستاذ عند العمل بھا، . الجوانب

بتنظیم أدائھ و تحسین مردود عملھ في قاعة الدرس بما ینعكس إیجابیا على عمل تلامیذه على المدیین 
تتلخص ھذه الخطوط في تحري الإجابة بصفة دائمة عن التساؤلات الرئیسیة المتعلقة . البعیدالقریب و 

و " كیف أقوم؟ "و "  ماذا أقوم؟ "و " متى أقوم؟: "بالتقویم و التي تعطي معنى لھ و تتمثل في الأسئلة
فكیر في الفترات التي إن محاولات الإجابة على ھذه الأسئلة كفیلة بإحالة الأستاذ على الت". لماذا أقوم؟"

یخصصھا للتقویم خلال حصة الدرس و في الأشیاء التي یقومھا في درسھ و في الكیفیة التي ینفذ بھا ذلك 
  . و الأدوات الضروریة لھ و لتلامیذه للقیام بھذه المھمة إضافة إلى التفكیر في أھداف ھذه العملیة

لتفكیر تمده بالأفكار الرئیسیة للإجابة، تلك الإجابة التي إن المقاربة بالكفاءات تعتبر موجھا و إطارا لھذا ا
  . نوجزھا في الفقرة الموالیة و المعنونة بفترات مخصصة للتقویم

  .فترات مخصصة للتقویم) 2
 :قبل التعلم •

 استنادا إلى "التقویم التشخیصي "یطلق على التقویم الذي یجرى في بدایة الحصة مصطلح 
على معرفة و تشخیص الوضعیة الحالیة لمكتسبات التلامیذ الضروریة وظیفتھ التي ھي المساعدة 

لھذه الحصة و التي تنحصر عادة في إما أنھا متوفرة فقط عند التلمیذ أو أنھا جاھزة للتوظیف من 
و عادة ما یتم تجسید ذلك بواسطة   أسئلة معدة سلفا تطرح شفھیا أو . قبلھ أي أنھ قادر على تجنیدھا

إن التحقق من إحدى الصفتین اللتین تحملھما . عنھا التلمیذ أو من خلال تقدیم نشاط لھكتابیا لیجیب 
مكتسبات التلامیذ أمر ضروري لمواصلة العمل في اتجاه الھدف من ھذا التقویم و ھو العمل على 
إحداث التجانس على مستوى المعارف المقصودة ھنا و من ثم الانطلاق في المرحلة الموالیة لتقدیم 

  .لجدید من الدرسا
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 :أثناء التعلم •

یطلق على التقویم الذي یجرى خلال عملیة التعلم أي عندما یكون التلامیذ منھمكین في البحث في 
مشكل أو في أنجاز عمل و بصفة عامة عندما یكونون في حالة تعامل مع ما یعرض علیھم 

لا شك یجیبون عن أسئلة و إن التلامیذ و ھم في ھذه الحال، . "التقویم التكویني " مصطلح 
إن ھذا النشاط یعطي للأستاذ بادئ ذي بدء و ھو . إلخ... یطرحون استفسارات و یقدمون مقترحات 

یستمع لإجاباتھم و یلاحظ أعمالھم، نظرة أولیة عما حققھ بعضھم من تعلم دون البعض الآخر من 
 إضافي إن كان الأمر یتعلق ثم یتعمق في معالجة الوضعیة بإعادة الشرح مثلا أو تقدیم تطبیق

إلخ ... بتقنیات حسابیة أو خوارزمیات أو نشاط تعلمي خاص بالغموض الذي أحاط بالمفھوم مثلا 
إن التقویم التكویني لا ینبع من الاستماع إلى . من الإمكانیات التي لا یمكن حصرھا في ھذا المقام

یضا من توقعات الأستاذ و تنبؤاتھ لمواقع إجابات التلامیذ أو ملاحظة أعمالھم، فحسب، بل و ینبع أ
الصعوبة التي یمكن أن تعترض التلمیذ و التي یستند في البحث عنھا و كشفھا إلى رصیده العلمي، 
الذي یعمل على إثرائھ بصفة مستمرة في الحدود التي تسمح لھ بأداء مھامھ، وإلى رصیده المعرفي 

و الجدیر بالذكر في ھذا الباب ھو أن . ممارسة جزء منھالذي تعتبر التجربة المھنیة و الخبرة في ال
الرغبة الملحة في تحسین الأداء و الرفع من المردود، تعتبران من أكبر البواعث لدى الأستاذ 

  .للبحث عن الصعوبات التي تعترض عملیة التعلم عند التلمیذ و من أقوى المحفزات لھ
  :بعد التعلم •

التعلم المقصود یشرع في حوصلة المكتسبات الجدیدة للتلامیذ من بعد أن ینتھي الأستاذ من تقدیم 
خلال تقویم ھذه التعلمات، و یتم ذلك بأشكال مختلفة منھا الأسئلة المباشرة، الاستجوابات، الفروض 
المحروسة، الفروض المنزلیة، الأبحاث، مما یعني أن التقویم بعد التعلم یمكن أن یكون في نفس 

و بما أنھ یتجسد على أرضیة التعلمات الجدیدة لمعرفة نتائجھا . یكون خارجھاالحصة كما یمكن أن 
  ".التقویم التحصیلي " و حصیلتھا فقد اصطلح على تسمیتھ 

إن ھذا التقویم یھدف إلى مساعدة الأستاذ في إصدار حكم قیمي على مستوى التلمیذ لیس فقط فیما 
ما یتصل  بتعلمات أخرى سابقة لھا، و ھذا من یتعلق بالتعلمات المستھدفة حدیثا بل و أیضا فی

منطلق أن أدوات ھذا التقویم أوسع و أشمل من أدوات التقویمین السابقین، إذ تعتبر ھنا الأنشطة 
الإدماجیة وسیلة ناجعة و فعالة و ضروریة لتجسیده و ذات مصداقیة أكبر في تثبیت الحكم و من ثم 

  .ائص و إما تدعیم للمكتسباتاتخاذ القرار المناسب، فإما علاج للنق
 :تحضیر التلامیذ لامتحان البكالوریا) 3

 یرتكز على تراكم المعارف واسترجاعھا واعتماد نفس الأنماط لحل المسائل نظام تقویمإن المرور من 
 لإرساء ھذا النظام انتقالیة یتطلب مرحلةیقتضي تجنیدا واعیا ومتحكما فیھ للمعارف والموارد  نظامإلى 
  .یدالجد

 خلال هذه المرحلة الانتقالية، يخصص للتعلم في القسم حيزا معتبرا لتجنيد المعارف واستعمالها في 

  .متنوعة"  مشكل-وضعيات" أو يةأنشطة إدماج
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الذي  ، إلى جانب الشكل التقليدي للامتحانبار أن مواضيع امتحان البكالوريا ستتضمن مستقبلاوباعت

لال اقتراح  لتقويم الكفاءات من خا جزء موجهفي السنوات الأولى،ب الثلثين سيحوز على نسبة تقار

والكفاءات العرضية ة اتيتهدف إلى قياس درجة تحكم المتعلم في مجموعة من الكفاءات الرياضي إدماجية مسألة

  .المستهدفة في مرحلة التعليم الثانوي

النسبة إلى المتعلّم وتراعى فيها وضعية مركبة وغير معقدة، ذات دلالة بفي  تتمثل المسألة الإدماجية

  .ته على توظيف موارده لحلّ مشكلات بنفسهادرجة التوجيه لمساعدة المتعلم، بما يسمح بقياس قدر

 ولتدعیم البعد الإدماجي، فإن المفاھیم المقررة في البرامج السابقة للسنة الثالثة ثانوي لا یجب أن تكوّن 
 الباكالوریا أو الامتحانات والفروض الفصلیة،  غیر أن ھذا  الاختبار سواء كان ذلك فيموضوع أساس

  . لا یعفي التلامیذ من استعمال ھذه المفاھیم عندما یتطلب الأمر ذلك
 من ھذا المنظور، یعمل الأساتذة على تدریب التلامیذ على ھذا النمط الجدید للتقویم ابتداء من السنة 

  .     تأقلم معھالثانیة ثانوي، حتى تتاح لھم فرصا أكثر لل
  :الإدماج) 4

ن ذ أ إ،شكّلت مسألة تحويل المعارف لمدة طويلة إحدى انشغالات الباحثين في علوم التربيةلقد 
 بل يتعلّق .ياء لمطالبة المتعلمين بعد ذلك باسترجاعها كما هيدور المدرسة لا يتمثّل في تدريس أش

غير متنوعة سواء أكانت مدرسية أو الأمر بمساعدتهم على استعمال مكتسباتهم في وضعيات 
   .مدرسية
معارف في كيفيات اكتساب اليهدف إلى تحديد سعى كم أهمية الإدماج  في هذا الإطار تبرز 

   . هاتحويلتوظيفها وإعادة هيكلتها و القسم وفي نفس الوقت
ضا بتجنيد لا تقتصر فقط على اكتساب معارف ومهارات بل تهتم أيرتكز الإدماج على سيرورة تعلّم ي

  . هذه المعارف والمهارات في وضعيات لها دلالة بالنسبة إلى التلميذ
  : أهداف نشاطات الإدماج من

 التلاميذ في وضعية مركبة، لها دلالة بالنسبة إليهم، تتطلّب تجنيد مجموعة من جعل -
 .واردالم

من في وضعيات مستقاة )  ومهاراتمعارف( مكتسباتهمميذ على استعمال تدريب التلا -
 .محيطهم الاجتماعي والثقافي

  .ترسيخ المعارف السابقة وإعادة هيكلتها وخلق روابط بينها -
،   إدماجيةإن التحكّم في عناصر متشتتة لا يؤدي مباشرة إلى إمكانية استعمالها في وضعيات

  .التوظيف في الوقت والموضع المناسبينلا تعني شيئا دون ها قواعد استعمالمبرهنة أو فمعرفة 
 فترات تخصيصنقترح الكفاءات،  يرتكز على الذي برنامج هذا الدماج في الإ     للتكفل بأنشطة

 دلالةيمكن تجنيدها لحل وضعيات مركبة لها التي كفاءات ال مجموعة من توفرت كلما ،منتظمة
 حصص للمراجعة التقليدية أو لحل هذه إلى لإدماجعلى أن لا تتحول حصص ا.بالنسبة إلى التلاميذ

 .تمارين بدون هدف مسطر
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  .نقترح فیما یلي بعض الأمثلة كأدوات یمكن استعمالھا في مختلف فترات التقویم
 صحیح أم خطأ.1              

ھذا الجزء إلى تقویم مستوى فھم التلامیذ للمفاھیم المدروسة في كل میدان ویساعد الأستاذ یھدف 
  . على اكتشاف الثغرات

  
                            الحساب میدان.1
  
1. x و y و zأعداد صحیحة غیر معدومة . 

   .yz یقسم 2x فإن z یقسم x  و y یقسم x  إذا كان 
2. a و b عددان طبیعیان مع b 0 و حیث a = 10 b + 8 ھو باقي قسمة 8 ، یكون عندئذ a على b . 
n17 یقسم n ، 16ي من أجل كل عدد طبیع .3 1. 
  . PGCD(a ;b)=7 و  a + b = 500  حیث IN من b و aیوجد عنصران  .4
 .كل عدد فردي أولي مع كل عدد زوجي  .5
 . یساوي أحد عوامل الجداءp جداء عوامل أولیة فإن pإذا قسم العدد الأولي  .6
  . PGCD(p ;n)=1 فإن IN عنصرا كیفیا من n عددا أولیا و pإذا كان  .7
8. 1p 2 وp3 وp 4العدد الطبیعي .  أعداد أولیة 6

1 2 3p p p مربع تام . 
9. x و y 3 عددان صحیحان حیثx+21y=3ان  ،نستنتج PGCD(x ;y)=1. 

PPCM(a;b)لایمكن ان یكون  .10 a b . 
 . زوجي n فإن 14n یقسم 2إذا كان  .11
a یقسم  11إذا كان  .12 b یقسم 11 فإن a یقسم 11 أو b.  
إذا كان  .13 n 2 3 و  n 3 4 فإن  n 6 12. 

14. a عدد طبیعي و b الكسر .  عدد طبیعي غیر معدومa
b

 . أوليb عدد أولي ، إذنa غیر قابل للاختزال و 

  .5  ھو 20053الرقم الآحاد في  .15
  

  میدان التحلیل .2
  

إذا كان  .1 
x

lim f x 0


 فإن
 
 x

f x
lim 0

g x
. 

 مستمرة على المجال fالدالة إذا كانت  .2 a;b وكان    f a f b 0  فإن المعادلة  
          f x 0 لا تقبل أي حل في المجال  a;b. 
6xالمعادلة  .3 6x 1 0   أي حل في  لا تقبلIR.  

;0 تقبل حلا على الأقل في المجال  cosx =xالمعادلة  .4
2

 
 
  

. 

:  بـIR المعرفة على fالدالة  .5   3f x x 2  متزایدة تماما على IR.  
إذا كان  .6 0f ' x 0 فإن  0f xا قیمة صغرى للدالة  ھي إما قیمة كبرى إمf.  
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5xxمشتقة الدالة  .7 ea 5 ھيxx ea.  

x : xeمن أجل كل عدد حقیقي  .8 1 .  

لا یمكن حساب  .9 Ln a b إلاّ إذا كان a>0  و b>0.  

xxقة للدالة الدالة المشت .10 7a ھي x 1x x.7 a. 

IR من aمن أجل كل  .11
 و كل b من IR

 : Ln a Lna Ln b
Ln b

 . 

x : من أجل كل عدد حقیقي  .12   2 2Ln x 1 Ln x 2  . 

x : من أجل كل عدد حقیقي  .13 4Ln x 4Ln x. 

مجموعة حلول المتراجحة  .14
x1 3

7
    

;Ln3 ھي 
Ln7

 
 

  
. 

 .إذا كانت كل حدود متتالیة مختلفة و موجبة تماما فإن ھذه المتتالیة متزایدة تماما .15

كل متتالیة  .16 nu حیث 2
n 1 n nu u u   متزایدة . 

 مستمرة على fإذا كانت الدالة  .17 ;  فإن    f x dx f t dt
 

 
 . 

18. 
7

0
7dx 7. 

19. 
1 12

0 0
x dx x dx . 

20.  2x Ln x 1a 2ھي دالة أصلیة للدالة
1x

x 1
a. 

xالدالة  .21 x Ln x xa المعرفة على IR
 ھي دالة أصلیة للدالة x Ln xa  المعرفة علىIR

. 

:  بـIRالمعرفة على  حیث F الدالة  .22 
x u

0
F x e u du متزایدة على IR. 

xxالدالة  .23 2a ھي حل للمعادلة التفاضلیة y ' y Ln2 0 . 

y حلا حل للمعادلة التفاضلیةfإذا كانت الدالة  .24 ' y 1  فإن f متزایدة على IR. 
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 لاحتمالاتمیدان ا. 3
ي ان  مستقلتان یعنB  و Aالحادثتان  .1   Ap B p B. 
 . غیر متلائمتین إذن مستقیلتینB  و Aالحادثتان  .2
 مرة Aالاحتمال كي یتحقق .  مرات ھذه التجربة 10نكرر . 0,15 في تجربة عشوائیة ھو Aاحتمال الحادثة  .3

على الأقل ھو  100,15. 
  فإن الأسي الذي وسیطھ  یتبع القانون Xإذا كان المتغیر العشوائي  .4  tp X t e . 
  

  :تمارین
  :1تمرین

 nى  عل1Vیحتوي الوعاء .    یحتویان على كرات لا یمكن التمییز بینھا عند اللمس2V  و1Vوعاءان 
1nمع (  كرات خضراء 3كرة بیضاء و   .  على كرتین بیضاوین وكرة خضراء2Vویحتوي الوعاء ) ≤

 ، ثمّ نسحب عشوائیا من ھذا 2V  و نضعھا في الوعاء 1Vنسحب عشوائیا كرة من : نقوم بالتجربة الآتیة
   .1Vالأخیر كرة ونضعھا في الوعاء 

 .»لا یتغیر وضع الكرات في الوعاءین بعد الانتھاء من التجربة  «: Aنعتبر الحادثة  .1
)برھن أنّ الاحتمال   . أ )P A  لتحقق الحادثةA3:  یمكن أن یكتب على الشكل( 2)

4( 3)( ) n
nP A +

+=. 

)احسب نھایة  . ب )P A لمّا یؤول n ثمّ فسر النتیجة التي تجدھا∞+ نحو ،. 
 .»  على كرة بیضاء واحدة بعد الانتھاء من التجربة 2Vیحتوي الوعاء  «: Bنعتبر الحادثة  .2

) ھو Bتحقق أنّ احتمال تحقق الحادثة  . أ )P B 3 حیث
2( 3)( ) nP B +=. 

)احسب نھایة  . ب )P B لمّا یؤول n ثمّ فسر النتیجة التي تجدھا∞+ نحو ،. 
 .2Vیقوم شخص بإجراء ھذه التجربة ویھتم بعدد الكرات البیضاء في الوعاء .3

ü  2إذا بقیت في الوعاءV2 بیضاء واحدة یتحصل ھذا الشخص على  كرةnنقطة . 
ü 2إذا بقیت في الوعاء  وV كرتین بیضاوین یتحصل ھذا الشخص على nنقطة . 
ü  2أما إذا وجد في الوعاءV  3یتحصل على أیة نقطة كرات بیضاء فإنّھ لا .  

 . نقطة20یعتبر رابحا كل شخص یقوم بھذه التجربة و یتحصل في نھایتھا على عدد من النقط یفوق 
 .10 لا یتعدى nفسر لماذا لا توجد أیة فائدة لإجراء ھذه التجربة مادام العدد   . أ
10nنفرض فیما یلي أنّ  . ب  الذي یرفق بكل نتیجة تجربة العدد Xنعتبر المتغیر العشوائي و<

( )20α   . ھو عدد النقط التي یتحصل علیھا ھذا الشخصα حیث −
 .Xعین قانون الاحتمال للمتغیر العشوائي  . ت
 .Xمل الریاضي للمغیر العشوائي احسب الأ . ث
نقول إنّ شروط الربح ھذه التجربة، ھي في صالح الشخص الذي یجریھا إذا كان الأمل   . ج

برھن أنّھ كذلك بالنسبة إلى ھذا الشخص بمجرد أن یصبح .  موجبا تماماXالریاضي للمتغیر 
 .24  أكبر من 1Vاء في الوعاء عدد الكرات البیض
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  :2تمرین
یقترح مطبخ قائمة وجبات غذائیة تتكوّن كل منھا من ثلاثة أطباق، الطبق الأوّل فیھ سلاطة والثاني فیھ 

  . من الفواكھتَحْلِیَةٍحساء والثالث عبارة عن 
  :لرواد ھذا المطبخ الاختیارات الآتیة

  . دج70 دج  و 50 إلى الطبق الأوّل بالسعرین  اختیاران بالنسبة •
  . دج200 دج ، 180 دج ، 150 اختیارات بالنسبة إلى الطبق الثاني بالأسعار 3 •
 . دج60 دج  و 30اختیاران بالنسبة إلى الطبق الثالث بالسعرین  •

 :عدد الوجبات التي یقترحھا المطبخ ھو )1
2 3 2× 2؛                12؛            × 3 5+ +.  

 :من بین أسعار الوجبات لدینا الأسعار الآتیة )2
 . دج350 دج؛           270 دج؛             260

 . إلى سعر الوجبة الواحدة بالدینارXنرمز بالرمز . یختار أحد الرواد وجبة بصفة عشوائیة )3
 :لدینا  ) أ

  1( 230)
12

P X = )1 ؛         = 280)
4

P X = )1 ؛        = 260)
12

P X =    ؛=

    1( 330)
6

P X = )1 ؛        = 300)
12

P X = =.  

 
  :السعر المتوسط للوجبة ھو ) ب

  2250
12

1690 دج ؛           
6

  . بالنقصان0,01 دج بالتقریب إلى 281,7 دج ؛           

  
  : 3تمرین

بیّنت مراقبة تقنیة أنّ كل .  مختصة في إنتاج قطع غیار ذات طابع إلكترونيAمؤسسة إنتاجیة     
ھا ھذه المؤسسة ھي عرضة لنوعین من الخلل في تصنیعھا، أحدھما یتعلق بالتلحیم مع احتمال قطعة تنتج

كما بیّنت ھذه . 0,02 والخلل الثاني یتعلق بمكوَّن إلكتروني مع احتمال تحققھ یساوي 0,03تحقق ذلك ھو 
  .المراقبة أنّ الخللین مستقلین عن بعضھما

  .إذا أصیبت بأحد الخللین على الأقل) ابَة بعیبمُشَ(نقول عن قطعة غیار إنّھا مُعَابَة 
 .0,0494برھن أنّ احتمال أن تكون قطعة غیار ما من إنتاج ھذه المؤسسة معابة ھو  .1
المتغیر العشوائي   Xلیكن . A قطعة غیار من المؤسسة 800یستقبل محل تجاري حصة تتكوّن من  .2

 .الذي یرفق بھذه الحصة عدد القطع المُعابة
  .Xالاحتمال للمتغیر العشوائي عین قانون   ) أ
 ماذا تمثل النتیجة التي وجدتھا؟. Xاحسب الأمل الریاضي للمتغیر  ) ب

 بالنقصان، 0,001احسب بالتقریب إلى  . A قطعة غیار من المؤسسة 25قام تاجر صغیر بطلب)  أ .3
 .احتمال أن یجد في البضاعة التي طلبھا أكثر من قطعتین مُعابتین

أوجد أقصى  . %50كون احتمال وجود قطعة معابة على الأقل في طلبھ أقل من یرید ھذا التاجر أن ی ) ت
  .عدد من القطع التي علیھ طلبھا

C A B

C A B

C A B

DE

C A B
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 مدّة صلاحیتھا بالأیام، یتبع القانون Aالمتغیر العشوائي الذي یرفق بكل قطعة غیار أنتجتھا المؤسسة  .4
 المعرفة على fغیر ھي الدالة  ، وھذا یعني أنّ كثافة الاحتمال لھذا المت0,0007الأسي ذو الوسیط 

[ )0,0007:   بالعبارة∞+;0] ) 0,0007 xf x e +=. 
 بالنقصان، احتمال أن تتراوح كون مدّة صلاحیة أي قطعة من إنتاج 0,001 احسب بالتقریب إلى 

  . یوم1000 و 700 بین Aالمؤسسة 
 

  لھندسةمیدان ا. 5
 الھندسة و الأعداد مركبة. أ
1. 2010i 1. 

2.  
3
 عمدة للعدد المركب x cos isin

3 3
      

. 

1 التي لاحقتھا M، النقطة من أجل كل عدد حقیقي  .3
2 i 

1زھا تنتمي إلى الدائرة التي مرك ;0
4

    
 و 

1نصف قطرھا 
4

. 

4. 
2


   عمدة للعدد المركب sin icos
7 7
 

 . 

:iمن أجل كل عدد حقیقي  .5
i
1e

e


. 

6. 
i
4z ' e z


 لكتابة المركبة للدوران الذي مركزه مبدأ المعلم و زاویتھ  ھي ا
4


. 

uالشعاعان  .7
r

v و 
r

u متوازیان إذن  .v u v 
ur r r r

. 

في الشعاعان  .8 u 2; 3;1
r

 و  v 1; 1; 5 
r

 .متعامدان 

1النقطة   .9 4 1H ; ;
3 3 3

    
 ھي المسقط العمودي للنقطة  A 3x على المستوي الذي معادلتھ1;1;1 y z 0  . 

 . متعامدان x-y+2z=0 (Q)  و  2x+y=0: (P)المستویان    .10
عة  ھو المستوي المحوري للقطx+y-z=0: (P)-المستوي  .11 AB علما ان  A  و1;4;0 B 2;2;3. 

الجملة  .12
2x y 3z 6 0
x 4y 2z 8

       
  و التمثیل الوسیطي 

y 1 t
z 3 t

    
 ،t IRیعرفان نفس المستقیم . 

  . نقطة مشتركة وحیدةz-x=2  :(R)  و    y -z =3  : (Q)  و  x-y=4: (P)للمستویات   .13
 

  التحویلات النقطیة. ب 
  
1. 1S 2 وS 1 تشابھان مباشران لھما مركزین مختلفین، لدینا 2 2 1S S S So o. 
2. S تشابھ مباشر و S لیس مركب دوران و تحاك، إذن Sإنسحاب . 
3. T و تحویلان نقطیان . 
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T        إذا كان  o تحاكیا فإن T تحاك وتحاك.  
4.    S ھو التشابھ المباشر الذي شكلھ المركب  z ' 1 i z 1   ،A نقطة لاحقتھا Az  ، B ھي صورةA 

 .B ھي لاحقة Bz و Sشابھ بالت
: لدینا   B Az i 1 i z i   .  

 مقطع سطح اسطواني دوراني محوره  .5 Oz بمستو معادلتھx a متوازیین ھو إتحاد مستقیمین. 
6.  C 2 سطح مخروطي دوراني معادلتھ 2 2x y 4z . 

المستقیم  
x 0

D :
2z y 0

   مولد لـ  : C.  

7.  S 2 ھو السطح الذي معادلتھ 2z x y  . مقطع S بمستو معادلتھ y bھو قطع مكافئ . 

  تمارین  
ھذا الجزء تمارین متنوعة ومسألة یمكن للأستاذ استغلالھا في فروض محروسة أو  یقترح

  .استجوابات بھدف تقویم مكتسبات التلامیذ ومدى تحقق الكفاءات المستھدفة في البرنامج
  
1. nf ھي الدالة المعرفة في المجموعة    ; 1 1;    بالدستور  

        2 3 2n
nf x 1 x x x ... x       و   n عدد طبیعي . 

بین ان )أ nf xھو مجموع حدود متتالیة ھندسیة،یطلب تعیین أساسھا.  
             احسب  nf x بدلالة x و n.   

x ، عین، حسب قیم )ب nn
lim f x


.  

  
  

بین أن  ) أ .2 
2n 11 1

n0 0
1 xf x dx dx

x 1 x 1

 
  

   
 ثم احسب 

2n 11

0n

xlim dx
x 1



   

بین ان ) ب
n

1 1 1 1lim 1 .... Ln 2
2 3 4 2n 1

         
.  

  
 )خاص بشعبة الریاضیات( .3

n ،  2n عدد طبیعي برھن ان ،من أجل كل.  عدد طبیعي كیفيxنفرض ھنا ان )    أ 1x 1  یقبل   القسمة 
xعلى  1.  
2استنتج انھ لا یمكن ان یكون )   ب 1  كان  أولیا إلا إذا 2 قوة. 
 بواسطة مثال   مضاد ان الأمر EULERبرھن . صحیحة) أ:  ان الخاصیة العكسیة  لـFERMATیظن ) جـ

322 ان EULERبین مثل  .لیس كذلك 1 641 یقبل القسمة على.  
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 ) الریاضیاتتمرین خاص بشعبة(  .4
  

 مخروط دوراني یعطى C محوره  ،  
  .4ونصف قطر قاعدتھ12ارتفاعھ 

  من بین الأسطوانات الدورانیة التي وحوارھا 
  و التي یمكن إدخالھا في Cما ھي التي،  

   لھا أكبر حجم؟
  

    :دة التلامیذ بطرح أسئلة ھذا التمرین بالشكل التاليیمكن مساع : ملاحظة
  .     نصف قطر قاعدتھاx  إرتفاعھا و h حجم الأسطوانة ، V نسمي 

2V: تذكر ان حجم الأسطوانة ھو  x h     
   . h = 12 – 3xبین ان  )1
استنتج ان  )2 2V 3 x 4 x  . 
یة التي وحوارھا من بین الأسطوانات الدوران )3  و التي یمكن إدخالھا في Cلھا أكبر حجم  ،ما ھي التيV؟    

  )خاص بشعبة الریاضیات(  .5
F  ھي الدالة المعرفة على المجال  0;بـ   : 

tx

1
eF x dt
t

 .  

  .Fر الدالة عین اتجاه تغی) 1
2 (f ھي الدالة المعرفة على  0;بـ  :   f x F x Ln x .  
fادرس إشارة الدالة المشتقة ) 1ـ2(   .f ثم إشارة '
استنتج ) 2ـ2( 

x 0
lim F x

f
و  

x
lim F x


.  

3( C ھو المنحني الذي یمثل الدالةF . نقبل ان من أجل كل عدد حقیقيt   

   
t

t 2e te . احسب
 

x

F x
lim

x
انشئ .  و فسر النتیجة بیانیا C.  

  
  )خاص بشعبة الریاضیات ( .6

تبر المتتالیة نع nuمعرفة كالآتي :  
1

0 0 2

1u dx
1 x




 من أجل كل n من IN  
n1

n 0 2

xu dx
1 x




  

1( f ھي الدالة المعرفة في المجال  0;1بـ  :   2f x Ln x 1 x  .  

fاحسب الدالة المشتقة )أ   .f للدالة '
   .1u  ثم 0uاحسب ) ب

بین ان المتتالیة ) أ) 2 nuمتزایدة .  

 من xبین ان من أجل كل )     ب 0;1  21، لدینا 1 x 2    
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  IN من nج ان من أجل كل استنت)     جـ
  n

1 1u
n 1n 1 2

 


.  

احسب )      د nn
lim u


.  

n ، nنضع من أجل كل عدد طبیعي ) 3 3 : 
1 n 2 2

n 0
I x 1 x dx .  

n ، nبین ان من أجل كل عدد طبیعي )     أ 3: n n 2 nu u I .  
n ، nاستعمل المكاملة بالتجزئة كي تبین ان أجل كل عدد طبیعي )     ب 3:  

          n n 2n u n 1 u 2  .   

n ، nاستنتج ان من أجل كل عدد طبیعي )     جـ 3 :  n2n 1 u 2 .  
استنتج من المتباینتین السابقتین  )     د nn

lim n u


.  

  
  مسألة           

  .2cmالوحدة ھي . المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
fو g  دالتان معرفتان في RIبـ   :   2 xf x x 1 e  و   xg x e.  

  الجزء الأول
 fC ھو المنحني الذي معادلتھ y f xو  gC ھو المنحني الذي معادلتھ y g x  

 و الفروع اللانھائیة للمنحني  fادرس تغیرات الدالة  )1 fC.  

 و الفروع اللانھائیة للمنحني gرس تغیرات الدالة اد )2 gC.   

عین وضعیة   )3 fC  بالنسبة إلى  gC.  
4(  1 ھو  المماس في A   للمنحني1;0 fCو  2 المماس في   A   للمنحني 1;0 gC .

بین ان    1 2  . 
 

  الجزء الثاني
   التي من أجلھا  تكون الدالة c وb وaعین الأعداد الحقیقیة   )1

       2 tx at bt c e a  دالة أصلیة للدالة 2 tx t 2t ea في IR.  
2( عدد حقیقي موجب .  

احسب، بالسنتیمتر مربع، المساحة )      أ A  للحیز المستوي المحدد بالمنحنیین  
          fCو  gC محور التراتیب  و المستقیم الذي معادلتھ ،x  .  
احسب )      ب lim A


.  

  احسب، بالسنتیمتر مربع، مساحة الحیز المستوي المحدد بالمنحنیین ) 3
          fCو  gC محور التراتیب  و المستقیم الذي معادلتھ ،x 2 .  
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  الجزء الثالث
     nu ھي المتتالیة المعرفة من أجل كل n من INبـ  : nu Ln f n   .  

بین ان المتتالیة  )1 nuمتناقصة .  
nنضع  )2 1 2 nS u u .... u   . 
بین ان  . أ nu n 2Ln n 1   .  

IN     من nبرھن ان من أجل كل  . ب 
 

n
n n 1

S 2Ln n 1 !
2
         
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  :1ملحق
  ثالثة ثانوي            تقدیر زمني لإنجاز برامج الشعب العلمیة للسنة ال

 
  المحتویات  التوقیت

  علمي  ر-ت  ر
  0  2  2       ¢قابلیة القسمة في 

  0  5  6    .القاسم المشترك الأكبر لعددین طبیعیین. ¢القسمة الإقلیدیة في 
  0  6  7    التعداد - ¢الموافقات في 

  0  6  6    الأعداد الأولیة المضاعف المشترك الأصغر
  0  6  7    مبرھنة بیزو مبرھنة غوص

  11  12  12     النھایات والاستمراریة- الدوال العددیة
  7  7  7   )المشتقات المتتابعة،مركبة اشتقاق دالةالاشتقاقیة، (-الاشتقاقیة

  5  5  5      )دوال أصلیة لأمثلة، تعریف، خواص( -الدوال الأصلیة 

aتعریف، خواص الدالة   exp( )x x - دوال أسیة a kxx e  
 التزاید المقارن للدوال -  )دوال القوى والجذور النونیة 

    .الأسیة ودوال القوى واللوغاریتمات

14  14  14  

  8  8  8                             ) بالتراجعلاستدلالا(  المتتالیات خواص تولید متتالیة عددیة(المتتالیات العددیة

  8  9  10   ) سطوح مستویةمساحات، حساب،تعریف، خواص(الحساب التكاملي
  5  5  5  .الاحتمالات المتساویة على مجموعة منتھیة

  3  4  5    العدّ 
  الاحتمالات الشرطیة الأحداث المستقلّة

    )تعاریف ، خواص دستور الاحتمالات الكلیة، النمذجة(
8  8  7  

  قوانین الاحتمالات المتقطعة
   )قانون التوزیع المنتظم، قانون برنولي، قانون ثنائي الحدّ(

4  4  4  

  4  4  4  التلاؤم مع قانون احتمال متقطع
]قانون التوزیعات المنتظمة على المجال (قوانین الاحتمالات المستمرة ];0 1( 

  
3  3  3  

  كتابات المختلفة لعدد مركب، العملیات على ال- الأعداد المركبة
     الأعداد المركبة، ترمیز أولیر 

12  12  12  

  2  2  2  . معاملاتھا أعداد حقیقیةCحل معادلات من الدرجة الثانیة في
 :الأعداد المركبة و التحویلات النقطیة من الشكل   ' 'M z M za  

مع 'z az b، ¡aأو    £a ׀1=  وa׀ 
  

8  8  8  

  8  8  11    التشابھات المستویة المباشرة
  8  8  8     -الجداء السلمي  : الھندسة في الفضاء

  8  8  8  المستقیمات والمستویات في الفضاء
  0  0  13  المقاطع المستویة للسطوح  

  125  154  175  جموعالم
  

  25= عدد الأسابیع      
  25x7 = 175=  الشعبة الریاضیة     ــــــ   25x5 = 125=   الشعبة العلمیة                               
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