UNIVERSITE BATNA 2 23 i
FACULTE DE TECHNOLOGIE
DEPARTEMENT T.C. SCIENCES ET TECHNOLOGIES

EXAMEN DE RATTRAPAGE DE METHODES NUMERIQUES

{Durée : 1Th 30 mn)
Exercice 1 : (7 pts)
Résoudre 4 107 prés, I"équation f{x) = x.Inx — 0.8 = 0 par la méthode de Newton-Raphson.
Exercice 2 : (7 pts)
Soit le systéme linéaire suivant :
j?ll r 33: =4

3%, +Hoxy+x; =14
X+ 2x:=12

1) Calculer sa solution exacte par la méthode de Cholesky.

2} En déduire la valeur exacte du déterminant de la matrice de ce systéme,

Questions de cours @

1) Citer quatre (04) propriétés de la méthode de Gaouss utilisée pour la résolution des
systémes d’équations linéaires. (4 pts)

2) Il arrive souvent que le systéme lindaire Ax = b ne satisfait pas 4 la condition de

convergence de la méthode de Jacobi, Que faut-il faire pour y remédier ? (2 pts)

Bon Courage
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Exercice 1 :
Résoudre une équation consiste d calculer toutes ses racimes. Avant cela, nous devons passer

séparation analytigee de ces racines.

La fonction f{x) = x.Inx — 0.8 est définie et continue dans |0, +eof.
Sa dérivée f(x) = Inx + 1. @

Cherchons d'abord les racines de f\{(x) =0 :

f{x)=0 < Inx+1=0 < x=5=03678794. @

Passons ensuite aux limites :

f04) =lim fx) = lim (xInx— 0.8) =lim (11X _0.8)=lim (—1%_—08)=lim (-x—08)=-08;
=0, x=0] x— 1, % x— 0, =1/ x =10, -

{en vertu de la régle de I"Hospital).

fi+=0) = lim f{x) = lim (x Inx —0.8) = -0,
b N ] X~

Calculons enfin la valeur de fau point o0 s'annule la dérivée £{x):
En vertu du théoréme des valeurs intermédiaires, ona :
Dans 10, 1[: R0).2)>0 et £i(x)=0
alors I"équation donnée n’admet aucune racine. @
Dans ] L, e[ 1) 1+e0) <0 et £(x) %0

alors I'équation donnée admet une racine unique.
I:;,-?intervnﬂe}%, , +eof peut étre réduit 4 ]1, 2[ vu que f{1).62) = (— 0.8).(0.5862943. ) < 0.

En conclusion, |'équation x.Inx - 0.8 = 0 posséde une racine unique dans |1, 2[.

L’ éguation récurrente de la méthode de Newion-Raphson est donnée par ;

“x- B pourn=0.1
Xa e pourn=20, 1, ...

x +08
nx. +

-.ﬁmésréan-angamcnt,el!cs'&ﬁt:xm=—"—' pourn=0,1,...

Inx;, +1

Voyons si les conditions de convergence de la méthode de Newton-Raphson sont respectées.
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I¥ung part :
£ =lnx+ 1=0 & x =1 (déji vu précédemment)

D autre part :

|
|

1 |
Pour x£]0, +=ol, £"(x) est toujours positive - elle ne 5 ‘annule pas.

En résumé, £'(x) # 0 et £%(x) = 0 pour xe[1, 2] : les dérivées ne changent pas de signe.

Puisque f2).1"(2) = (0.5862943_,(0.5) > 0, on prendra % = 2 comme approximation initiale.

Avec I'dguation récurrente K] ™ XghlE

1 o pourn=0 1 x=2ete=10" lescalculs dannent -
N, +

x; = 1.6537251
X2 = 16325186
X = 1.6324270 :
X = 1,6324270.

Vu que [x - x3] < 107, on arréte les caleuls. La valeur approchéde & 107 prés de

la racine de V’équation
%dnx — 0.8 = 0 est le nombre 1.6324270.

Exercice 2 :
YL équation matricielle Ax = b est -
| X 4
X2 (=14
2 |l |12

Avant d’utiliser Jg méthode de Cholesky,
. in'mluiqe.-ﬁ est Symetrique,

* lamatrice A est définle positive.
Puisque A = A m‘rﬁ..'-m la'malrice

transposée de A alors A ::suj.rméquuz
Cherchons maintenant les racines ge |

il faut d’abord &’ assurer que ;

: "équation caractéristigue (o valeurs Propres) de la matrice A
l.ammfgmmﬁn'fwde.ﬂum;
A e lonin y 0
A-Al=|3 6 | = S
ORlp ROl o
Le "-‘-’fm'-""“:‘ wt OUPolyndme caractéristigue de A est -
2-% 3 o
det(A A1) = ; '5]-.1 ; 1 = (6Aya-nyt - 10(2-4)= (2-2)0% — 8. + 2)
=

Al Bouchetob — Méthodes Numériques Ty 2
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' équation caractéristique de A est

det(A — A1) =0 soit (2-R)(A* -8k +2)=0,

Le polyndme )" — B+ 2 a pour discriminant A = 56 et 1'équation 3.° — X + 2 = 0 a pour solutions :
M=4-V14 et hy=4 414,
En résumé, les racines de 1'dquation caractéristigue de A sont : ) = 4 — -a'll_4 ,ha=d+ \Fﬁ etds=32

Toules les valeurs propres de A sont positives, donc la matrice A est définie positive.

La matnce A éanl symétrigue et définie positive, nous pouvons alors utiliser la méthode de Cholesky afin

de résoudre le systéme linkaire donng,

Posons A =LL',oul= (1;]) =5t une matrice triangulaire inférienre et L' sa fransposde,
Les matrices L et L', d'ordre n =3, 5" écrivent -

by b0 ol Iy
L= 111. ..n (1] el L‘ =10 }u |11
b ha Iy [ A

Effectuons la multiplication LL' puis égalisons le résultat avec la matrice A -
2
I hylz) bl

= . 2 2
LU =l 1345, byl +laly

bihi  Bibythaln 5+ +1,

=

2N
=A=[3 6 i
0 1 2

Par identification des termes correspondants de ces deux matrices, avee 1, > 0 ¥i

I.Il:=l d-1.ll.\l.‘l I”-ﬁ;

I =3, diod 1y =% ;
il =0, dlod |y, =10 ;

Iz.1+|;u_il=,5.J d'on Iy .=32£:
by + Ll =1, d'6d 1,;“33@;
E-"li + 13:: * }!}1- 2, dloit sy =_2J;5,._

Ali Bouchetob — Méthodes Numériques
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1} en résulte
2
i [ X2
R DE L 2 {
|3 & 2 J6 6

La résolution de ' équation matricielle Ax = b s"effectue comme suit -

Ax=bo (Ll )x=be L(l'x)=boLy=b avec y=L1'x

= Résolution du systéme triangulaire Ly = ;

S RN T 1 B R
%-‘t‘;ﬁ 0 | {ysl=114

Par substitution directe on a -

¥ _\E}'FHL dlou ?gnzﬁ'.

.ﬂzi}'r" .'!Ili‘?.'_'h=]4, d'on ‘_ﬁlz“:E‘\T@;
* Résolution du systéme triangulaire | x = v -
"'E Hzi ] x| 1\5

: 3

0 0 lgﬁ G] 1043
£
Par substitution inverse, o 4 -

23
—"3£:1'=!%E._d'uﬁ .,_,_.-5:
JEEH:.-P J;E_33= H:

(i) ) L
\IIEBI|_+ 12&}(3- 21"3: d.ﬂﬁ. ?'-i “—-1;

2) Puisque A= LL", alors - detA = del(LLY) = detlwderp ' = (et = (derry? j
Par nilleursrdn:tl,-dﬂtl.'“"'rixm;_a‘x%li . I

»ilen résulte : detA = 4,
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