CHAPITRE II THEORIE DES CONTRAINTES

1-INTRODUCTION :

Continuité : le matériau reste continu, méme aprés déformation (pas de cassure...)

Elasticité : I'évaluation du comportement du matériau reste dans le domaine élastique.

Homogénéité : méme propriétés physiques pour tout les points (masse volumique, densité,
Inertie.)

Isotropie : méme propriétés élastiques dans toutes les directions (module d’Young E,
coefficient de Poisson v etc..).

2-DEFINITION:
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P i 3 a P’ (forces internes résistantes)
- -5
- -

Avec la méthode de découpe, les forces internes deviennent externes et égalent a P
pour assurer I’équilibre.

Ces forces internes sont appelées CONTRAINTES.
En général :
La direction de la contrainte est quelconque, (Normale et Tangentielle).
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CHAPITRE II THEORIE DES CONTRAINTES

3- NOTATION ET CONVENTION DE SIGNE :

Z Oz4 dy

dz ,:_________'U.xz ________
s /

Composante de contrainte :
i: face normale a |'axe considéré.
Tij
j: face tangentielle a I'axe considéré.

Contrainte en un point (x,y,z) s’est écrit sous forme de tenseur de contrainte oy

Ox Txy Txz
[oln=|Tyx Oy Tyz
Tzx Tzy Oy

4-ACCROISSEMENT DES COMPOSANTES DE LA CONTRAINTE :

D dx c OxD OxC .
<« —
dy <« —>
A B o .
(a) OxA (b) OxB
PtA: oy4 =0,
0oy

PtB: oy = 0y + —dx

PtC: 0y c =0, + dey=>ax+—"d +aa"dy+ "dxdy

Pt D: OxD 0x+aﬂd

0oy

D'ou  Oy¢ 0x+—d +aaxd

= Linéarité de distribution

ForcesurAD: = %(ax + 0xp)dy = 050y + L2 Jx d 2
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CHAPITRE II THEORIE DES CONTRAINTES

1 0y 100y,
Force sur BC: E(O-xB + g,c)dy = o, dy + %dxdy + E%dyz

Force résultante sur I'élément considéré est : (A BCD) (# Ce)

F = |o.dy+ 2% dxd +1a”"‘d2] [ dy + 9% 4,2
= |oxay axxyzayy nyzayy
do,
F = dxdy
0x

F Par unité de surface (dy x1) = L’accroissement de contrainte suivant dx

5-LOI DE RECIPROCITE DES CONTRAINTES TRANGENTIELLUES :

5}

T
Ty + jy dz A

a /

Equilibre des M™ / AA; :
dy dz Jt d T d
(ty,dxdz) —- = (t,ydxdy) — + Ty + a_;z dy)dxdz % — (Tgy + a—;y dz)dxdy?z =0
Ty, dxdydz — 1,,dxdydz =0 =1,, —7,, =0 =
Tyz = Tzy
STyy = Tyx €1 Ty, = Ty
—en négligeant les termes en différentielle d’ordre supérieur

6-EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’EQUILIBRE (EQUATIONS DE NAVIER)

3 2 types de forces extérieures

- Forces de surfaces (N/m?) : (pression, p hydrostatique) X y Z

- Forces de volume (N/m?) : (Force gravitationnel, magnétique, inertie) xu, Vv, Zv

Soit un petit élément soumis a une résultante de force de volume R dont les composantes
suivant le repeére orthogonal sont. (x. y. z).
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or
o=
' 0
X
ZF/x=0
aox aTXy
(ox + de) dydz — oxdydz + | 1y, + Dy dy |dxdz — tx,dxdz

0Tx,
+ (TXZ + % dz) dxdxdy — Ty,dxdy + X,dxdydz = 0

ere

On obtient la 17 équation différentielle d’équilibre.

dox aTXy 0Tx,

i Rt AN TS AN O —
ox axy + dz + |4 0
dox , 0txy | 0Ty,

i S . A IR £ Y., =
ox axy + 0z + 4 0
aUX aTXy aTXZ _
ax+axy+ 0z +ZV_O

Les équations différentielles d’équilibre s’expriment sous la forme matricielle suivante :

Ox  Txy Txz
X 0, Tx,

X x o

\

9

o

ol_ M.
o, (=1 (="F
EL Z

2,

)
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CHAPITRE II THEORIE DES CONTRAINTES

7-EQUATIONS AUX CONDITIONS LIMITES :

A
Z
D
g
Oy
Txz
oyz JO > y
Txz C

Tyz

(o

B

TETRAEDRE EN EQUILIBRE (OB CD)

Force de surface extérieure p(x,y, Z) appliquée sur la surface ABC du tétraedre.
N Vecteur normal a la surface BCD (la normale)

Z% = 0 par rapport a la normale N.

Arrétici :

¥(aire BCD) — oy (aire OCD) — 14, (aire OBD) — 1,,(aire OBC) = 0
y(BCD) — 0,(0OBD) — 1,,(0CD) — 1,,,(OBC) = 0

Z (BCD) — 0,(0BC) — 1,2(0CD) — 1,,,(OBD) = 0

Soit la forme matricielle des Equations aux Conditions Limites s’écrivant ainsi :

X Ox Txy Txz l
V| =|Txy 9y lyz| =|m
Z Txz Tyz Oz n

(aire BCD) = dA

(aire OCD) = dA.cos(N.x) = 1.dA

(aire OBD) = dA.cos(N.y) = m.dA

(aire OBC) = dA.cos(N.z) = n.dA

[, m, et n : cosinus directeurs de la normale extérieure a la surface du corps.

X=10x+MTy, +NTyy
y=Ilty +mo, +nrty,
Z=I1l1,+m1y,+no,

Equations de conditions aux limites.

Sachantl? + m? +n?2 =1

En géométrie bidimensionnelle (xy)sin? « +cos? o= 1
I’+m?2 =1
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CHAPITRE II THEORIE DES CONTRAINTES

En géométrie tridimensionnelle (xyz) [?+m?+n?=1

8 - CONTRAINTES PRINCIPALES :

Le tenseur des contraintes est défini dans un repére quelconque (x, y, z), dans
certains cas il est plus intéressant de choisir un repére de telle facon a ce que les contraintes
de cisaillement 1;; soient nulles et seuls les contraintes normales sont # les de zéro. Ce type
de repére est appelé repére principale et les contraintes normales correspondantes sont
appelées CONTRAINTES PRINCIPALES.

Sur le tétraedre suivante la normale au plan principal (ABC) est définir par ses
cosinus directeurs [, m et n et la contrainte « ¢ » représente la contrainte principale qui peut
agir sur ce plan.

Les composantes de cette contrainte « ¢ »

Suivant :x ,y et z seront alors :
lo; mo;no.
En utilisant les équations de conditions aux limites on aura :
Lo =loy + mtyy, + N7y,
mo = lty, + mao, + nt,,
no = lty, + mt,, + no,
l(ox — 0) + m1yy, + n7,, =0
[(Tyy + m(ay — 0) +nty, =0
[Ty, + mty, + (0, —0) =0

X

On a donc trois équations linéaires et homogenes a quatre inconnus qui sont
(I, m, net o).

Les équations ne donnent de solutions différentes de zéro que si leur déterminant est
nul D’ou :

(Ux - U) Txy Txz
det | Txv (y=0)  Tzf_y
Txz Tyz (O-Z - U)

Ou bien det([g] —a[I] =0
Ou encore
[o] : Matrice désignant tenseur des contraintes.
[1] : Matrice identité.
o : Valeur propre cherchée correspondante a la contrainte principale.

Le développement du déterminant donne une équation du 3émedegré.
(ox — 0)[(0y - U) (0, —0) — Tszyz] — Txy [Txy (0, —0) — Tszxz]

+ Ty, [Txy‘l,'yz - (ay - O')sz] =0

(ox — 0)[oy0, — 00, — 6,0 + 0% = T),,%| — Ty (Tuy 02 — Ty T — TysTaz)
+ Ty, [Txy‘[yz — OyTy, + arxz] =0
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0x0y0, — 00,0, — 0,00, + 0,0° — 0,0,0 + 0,0% + 0,0° — 0° — 0,T,,* + 1,,°0
2 2 2 2 -
— Ty 0, + Ty 0 + Tuy Ty Taz + TazTayTyz — OyTaz” + Tyy°0 = 0

—03 + (0y + 0y + 0,)0% — (0,0, + 0,0, + 0,0, — Ty),° — Tyy? — Tp,° )0
2 2 2 _
+ 0x0y0, — OxTy;° — 0,Txy” — Oy Tyy” + 2Ty Tx;Ty;) =0

La résolution de cette équation donne les valeurs des trois contraintes principales G4, 0, 63

A- DIRECTION PRINCIPAL : En portant ces valeurs successivement dans les équations (*) et
en faisant usage de la relation 1>+ m?+n’=1 on trouvera trois groupes de cosinus directeurs
définissant les trois plans principaux.

Ces directions principales sont donc obtenues en résolvant le systéme d’équilibre suivant,
pour chaque valeur de la contrainte principale.

l
([o] - Gi[l]){m} = {0}

n

REMRQUE : li en fort de o;
B- LES INVARIANTS : les facteurs A, B et C de I'équation du 3™ degré de variable o restent
invariables et sont en général indépendants de I'orientation du tiede de référence.

On dit que le tenseur des contraintes a trois invariants indépendantes :

I, =0, +0,+03 =0, +0,+0,

I, = 0,0, + 0,03 + 0,03 = 0,0y, + 0,0, + 0,0, — Tyy* — To,” — Ty,

I; = 0,0,05 = det[o]

[1= Invariant linéaire

I,= Invariant quadratique

Is= Invariant cubique

Avec les rotations, équation (*)
Donc I'équation (**) peut s’écuré
o —1L6*+1,6—-13=0
Partiepourc, T

C- ELLIPSOIDE DES CONTRAINTES
Si le repere x.y.z choisi est un repére principal, les composantes de la contrainte agissant sur
tout plan incliné deviennent
qgx=lox ;qy=moy, ; q.=noc,.
Or on serait que P+m?+n®=1.

ax? | [o]? | [az]?
Dou  [Z] + [—y] +[Z] =1
Ox gy Oy
Cette équation représente I’équation d’un ellipsoide.
Chaque point de I'ellipsoide correspond a I'extrémité du vecteur contrainte (qx, qy,qz) qui
agit sur le plan considéré .

A partir de cette équation d’ellipsoide on peut définir quelque cas particuliers d’état
de contraintes.
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CHAPITRE II THEORIE DES CONTRAINTES

a/si o1=0= VIellipsoide se réduit en une ellipse « état de contrainte plane »
b/si o1=0,=0= « état de contrainte uni axial » (traction ou compression)
c/si o1=0,= «ellipsoide de révolution »
d/si o1=0,=03= ellipsoide devient une sphére « état de contrainte uniforme »

Dans ce cas, trois directions quelconques mais perpendiculaires entre elles, pouvant
étre prises comme axes principaux.
D - CONTRAINTES DE CISAILLEMENT MAXIMALES

On considére le repére principal confondu avec le repere x.y.z, dans ce cas Gx, oy et
oz sont les contraintes principales. Si [, m et n désignent les cosinus directeurs d’un plan
donné, on sait que les composantes (qx, qy, qz) de la contrainte G agissant sur ce plan
seront :

qx=16x=l01
dy=moy=mao;
qz=MNG;=NGC3

Danscecasona:
0% = q* + q,% + q,° = I?0,* + m?0,*+n? 03’

Or la contrainte ¢ se décompose en contrainte normale o, et en contrainte
tangentiellet.

Dou oy, =lqy +mqy +nq,
o, = 1?0,+m?0, + n?o;
Or: 0?2 =0,"+12 =12 =0%-0,
En remplagant on aura :
12 = (120, 2 + m?0, %2 + n%03 %) — (1?0, + m?0, + n%03)?  (¥)
Sachant que [2 + m?4+n? = 1 = n? = 1 — 12 — m? dans I'équation (*)

Pour déterminer les valeurs maximales de la contrainte tangentielle, il suffit juste
d’annuler les dérivées de I'équation (*) par rapport a [ et m. On aura donc les deux
équations suivantes :

l[(61 — 0)I? + (0,—03)m* — 1/2(0; — 03)] = 0
m[(oy — 03)1? + (0, — 93)m* = 1/2(0, — 03)] = 0
Les solutions de ce systeme sont regroupées dans le tableur suivant

2

! 0 0 +1 0 +\2/2 +\2/2
+1 0 ~2/2 0 02/2
n +1 0 +V2/2 +\2/2 0

Pour les trois premieres colonnes, les directions des plans de coordonnées
coincidentes avec les plans principaux et les contraintes de cisaillement correspondantes
sont nulles.

Pour les trois derniéres, les valeurs correspondent a celles des plans passant par
chacun des axes principaux et bissecteurs de l'angle que font les deux autres axes
principaux.

Dans les trois derniéres colonnes, en substituant les valeurs de [, m et n dans |’expression de
Tonaura:

Tmax = MAX [i%(ai — aj)] Aveci=1,2,3etj=1,2,3.
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09-TENSEURS DEVIATORIQUE ET SPHERIQUE :
Dans plusieurs cas, il est préférable de décomposer le tenseur de contraintes [o]
En un tenseur sphérique [c°] et un tenseur déviatorique [64] soit :
[c] = [6°] + [c9]

om 0 0
Avec [as]=[0 oy o]=an[1]=”£"]
00 o,

N _ o1+0,+03 _ O'x+0'y+0'z _ tT[O‘]
Ou g, = 3 = 3 ==

Oom: contrainte moyenne

Sous forme matricielle, le tenseur sphérique s’écrit [o°] = =

Et I1: Invariant linéaire du tenseur [o]
I: Matrice identité
A partir de I'équation [o] = [¢°] + [09]
Le tenseur déviatorique peut s’écrire :
Ox — Om Txy Txz
[0%] = [o] = [0°] = | Ty Oy = 0m  Tyz
Tyz Ty; Oy — Opy
En calculant la trace du tenseur [c%] on aura :
Trace = (0x — Op) + (0y — 0y) + (0, — 0yy) = 0x + 0y, + 0, =30, =0

Dong, si le tenseur des contraintes a une trace nulle, on dit que ce tenseur est
deviatorique.

Les directions principales du tenseur [c] sont les mémes que celles du tenseur
deviatorique [Gd] et les contraintes principales s’obtiennent par simple translation des
contraintes principales déviatoriques.

Si o4 désigne la contrainte déviatorique, le calcul des trois valeurs de g4 revient a résoudre le
poly méme du 3°™° degré
04> = j104% + j204 — j3 = 0.
Ou J1, j2 et j3 sont les trois invariants du tenseur deviatorique.
j1=0
Jj2 = 1/6[(01 — 02)* + (0, — 03)* + (07 — 03)?]
j2 = 1/6[(0x - Uy)z + (Ux - 02)2 + (Jy - 02)2 + 6(Txy2 + szz + Tyzz)]
Js = (01 = 0) (02 — 01y) (03 — 0y,) = det[o?]
N.B:
Pour résoudre I'’équation du troisieme degré précédente
04> = j104% + j204 — j3 = 0
On pose généralement Oq = 25N X \/j/3
En remplacant dans I’équation caractéristique on aura a résoudre
24/ (j2/3)3[4sin® & —3sin <] = j,
Or trigonométriquement 4 sin® « —3sin « = —sin 3 «
D'ou  sin3 x= —(jz/2)/(3/j2)*

Supposons que la premiére solution est obtenue pour
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-mwf2 <3 <n/2 c.-a-d. -n/6 < oc < /6, les deux autres solutions sont obtenues par
simple rotation cyclique de la fonction Sinus.
On aura les trois racines de I’équation (du troisieme degré)(*)
04 = 2sin <; /(j2/3)
Ou pour 641> 642 > G43 0N a les angles
ocy=oc + 27t/3 ; ocy = oc ; ocg = oc + 47r/3.

Ayant les contraintes principales deviatorique, les contraintes principales du tenseur
[c] sont obtenues par la relation.

Gi =0Odi + Om

P
VA
In On
X Y

p (x.y. z) suivant Oxyz.

p (on, T) suivant la normale de la surface inclinée x*
P=X+Yy+Z=0Cn+Tn

Résultante des vecteurs = x° +y> +7° +on° + T°

NOTE :

Produit scalaire g,, = p.IV =X+ Ym+ 2,
EQUATIONS aux Conditions Limites
Ix = (0xl + Ty M + Ty n)1
ly = (rxyl +0,.m+ Tyz.n)m
1z = (Tyyl + Ty, m + 0,.0)0
1) op = 120y + m?0, + n%0, + 2m i,y + 2nlt,, + 2mn 1y,
2)T=/x2+y2+ 22— g2

S R
Tmax = MAX i%(o-i - o-j)

10 — Méthode approche de la solution de I’équation du 3°™ degré.
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Exercices et applications

EXO1
L’état de contraintes en un point quelconque (x.y.z) est donné par la distribution
suivante :
ox=x2/2 Tay = X = (y%/2)
Gy =y2/2 Txz = Tyz = 0
o, =2%/2 .
A - déterminez les composantes des forces de volume.
B - déterminez les composantes du vecteur normalN au plan passant par le point (1,1,1)
Pourle quelon a:
La contrainte normale : 6, =1/2
La contrainte tangentielle : t = \2 /4.
C - déterminez les contraintes et directions principales au point (1,1,1).
D - déterminez la contrainte de cisaillement maximale.
E - Au point (1,1,1), décomposez ce tenseur en tenseurs sphérique et deviatorique puis
déterminer les contraintes principales de ce tenseur.

EXO 2
Un tenseur de contraintes donné par ses composantes cartésiennes :

—5a —4a 0
o=|—4a a 0
0 0 a

A - Déterminez analytiquement les contraintes principales et les plans principaux.
B - Déterminez les contraintes de cisaillement maximales.

EXO 3
Déterminer la contrainte normale oy et la contrainte tangentielle 1o agissants sur un plan qui
fait le méme angle avec les trois axes principaux.

EXO0 4

Déterminez les contraintes principales pour un état de contrainte qui ne contient que des
contraintes égales.

Ox =0y =0, =Tyxy =Ty; =Ty, =0

EXO 5

Déterminez les contraintes et les directions principales pour I'état de contrainte :

0 0 300
0 500 O |Kgf/cm?
300 0 400
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EXO 6

En un point M du corps élastique se manifestent les contraintes cx, Gy, Gz, Txy et Tyx, les
contraintes 1y, et tzx sont nulles.

Déterminez les contraintes principales, ainsi que les contraintes s’exercant sur un élément
de surface paralléle a I'axe z et dont la normale fait I'angle a avec I'axe x.

EX07

Déterminez les contraintes principales pour I'état de contrainte suivant :

Gx = Txy= 50 MPa ; 5, = 0.

Txz = 80 MPa ; 1y, = -75 MPa ; 5, = -30 MPa.

EXO 8
Déterminez les contraintes et les directions principales pour I'état de contrainte représenté
sur la figure suivante :

Qj 400
30 ‘

T . 500
300

> x Kg / cm?

y
EXO9

Soit un tenseur de contraintes o suivant :

o =A(1+y)eYcosx; 1Ty, =AyeYsinx; o,=A(1—-y)e’cosx; T, =1,,=0;
o, =2AveYcosx

Ou A et v sont des constantes, telque : A>0;<v<¥

A - Trouvez les contraintes principales o1, 6>, 03

B - Trouvez les directions principales.

EXO 10

Déterminez les composantes de la force volumique en action pour le tenseur de contrainte
suivant :

Ox =Tgy =0, Ty, =6x;0, =2x,17), =Yy, 0, = 2xy

EXO 11

On considere le probleme de contraintes planes, en absence des forces de volume, trouver
une relation entre les composantes du tenseur de contrainte et une fonction ¢ (x, y ) tel que
les équations d’équilibre sont satisfaites.
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EXO 12

Soit le tenseur de contrainte [ o ] ou « ¢ » est une constante
a)- Trouver les valeurs et les directions principales au point (1, 2, 4)
b)- Déterminer le tenseur déviateur o et ces valeurs principales.

0 0 —cy
c=1|0 0 cx]

—-cy ¢cx O
EXO 13

Pour I'état plan de contraintes, déterminez :
a)- Les invariants du tenseur de contraintes.
b)- Les contraintes principales.

TRAVAIL DIRIGE
On demande aux étudiants de préparer un travail concernant I'expression des
contraintes principales, directions principales et contraintes maximales.

ENONCE

Le tenseur de contraintes [O] est composé essentiellement de six contraintes
(normales et tangentielles), dans le cas ou on se trouve sur un repére dit repére principal,
I'ensemble des contraintes tangentielles et normales se réduit en trois simples contraintes
normales dites contraintes principales, cependant, en fonction, de ces contraintes
principales il est tres facile d’en déduire les angles que font, entre eux, les axes de ce repére
principal.

Les contraintes tangentielles que peut exprimer le solide par ce tenseur de
contraintes, peuvent étre déduites des contraintes principales.

O-x Txy TXZ
Le tenseur de contraintes [o] = [Txy Oy Tyz]
Tez Tyy Ox

RECOMMANDATIONS
Travail demandé
1 - Exprimez les invariants

2 - ’équation caractéristique

3 - Les contraintes principales

4 - Tout les cosinus directeurs des axes principaux

5 - Les angles des axes principaux

6 - Les contraintes tangentielles maximales

7 — déduire les contraintes principales par I'usage du tenseur deviatorique
8 —reprendre le probléme sur un cas plan

9 —reprendre un tenseur de contrainte sur un schéma graphique intelligent

Conseils
L'usage d’un tableur de calcul est recommandé tel que « EXCEL » par exemple

Date limite respectée travail accepté, non respectée est la date, non accepté est le
travail ornement du travail facilite la lecture et avantage la récompensassions
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CORRIGE DES EXERCICES

EXO1
A/ Les composantes de forces de volume

En utilisant les équations différentielles d’équilibre sur le tenseur de contrainte [o],
on obtient :
00, 0Ty, 0Ty,

=0
2. + ay 2, + x,
0Tyy 0Ty 0Ty,

=0
o, "o, o, '
0t,, OT 01,
x ¥ - +z, =
0,y 0y 0,

5 /2]+ 5[y /2] + 2, = 0
5= 02 /D]+ 5 1y/2 + 3, = 0

i[22/2] +2z,=0

0,

Donc:
x—y+X,=0 Xp=—x+y
y+Y,=0 = Y, =—y
z+7Z,=0 Z,=—z

A/ Les composantes du vecteur normal N
Le plan considéré passe par le point (1,1,1)
Pour lequelon a
La contrainte normale : 6,=1/2
La contrainte tangentielle : T = \2 /4.

X2 Y2 z?

Op =0y =0y, =0, = > > =T=1/2
T =Ty =+x—(y?/2) =1/2
Tz = Ty; =0
I[l/2 1/2 O]l
On = 1/2 1/2 0
o o 1/,
2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2
X 0% =0p,"+T" =x,"+y," + 2, =E+lm—mz>r =g —0°=2/16
Im=0
n? 1 {l=0;m=iﬁ/2;n=iﬁ/2
—_ = =
‘8 l=++vV2/2;m=0;n=+V2/2

P+m?4n®=1

Le tenseur au point (1, 1,1) s’écrit :
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1/2 1/2 0
olp =Y, Y, o©
10 0 1/2J

Les contraintes principales seront
det([o] — o;[1]) =0

[1/2 1/2 0] 10 0
Dol |1/2 17, o —0[0 1 0] =0
[0 0 1/2J 00 1

(1/2 —0)(0)(c6—1)=0 =0,=1;0,=1/2;05=0
-les contraintes de cisaillement maximales sont :
G1=1
(52:1/2
(53:0
Les contraintes de cisaillement maximales sont :
Timax= 1 1/2(02 -03)= + 1/2
Tomax= * 1/2(01 '03)= 7%
T3max= + 1/2(01-G,)= + %
D’ou le maximum de ces contraintes est :

Tmax = X 1/2
S’écrit
l[ 1/2 1/2 0 ]l
o=\, Y, 0O
o o 1/,
[o] = [0°] + [0¢]
onm 0 O
Avec [¢°] =0 on O]
0 0 op
Oou
_oxtoy,to, 1/2+1/2+1/2 1
Im = 3 3 ~2
I, 0 o0
[esl=|0 1/, 0
o o 1
o 1/, o
d] — _ ST —
Et [0%] = [0] — [0°] 1/2 0 0
0 0 0

Calculons les contraintes principales du tenseur déviatorique équation
caractéristique s’écrit :
3 ; 2 4 A
Oq” —J10q" = Jj20a —J3 =0
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Dans notre cas

J1=0

Ja="

J3=0
D’ou I'équation caractéristique sera :
042 —1/40,=0=04(0,—1/2)(64+1/2) =0
Les racines de ce polyn6me sont :

6d1=1/2 ;64,=0 ;0a3=-1/2.
Les contraintes principales du tenseur initial [c] seront :
61=0C4g1+om=1/2 +1/2 =1
;=04 +om=0 +1/2 =1/2
03=0Ca3+om=-1/2 +1/2 =0

On retrouve ainsi les mémes contraintes principales que celle dans I"application
précédente.

EXO 2
—5a —4a O
o= [—4a a 0]
0 0 a
A/ U'équation caractéristique est de la forme

Dont les invariants :
ll =0_x+0-y+o_z=_3a

l, = 040y + 0,0, + 0,0, — Tyy® — T,” — 7y,° = —25a®
I; = det[o] = —21a3

Cependant I’'équation devient :

(c—a)(c —3a)(c+7a) =0

Et donc les contraintes principales

01 = 3a;02=a;03=-7a.

Pouro;=3a

Les équations aux conditions limites s’expriment ainsi :
2aly +am; =0

2n; =0

Avec’ +m?+n? =1
lL=+1/N5;m;=%22/V5;n,=0
Pouro,=a
lz=0;m2=0;n2=i1
Pour o, =-7a
lg=i'2/\/5,'m3=il/\/5,'n3=0

B/ Les contraintes de cisaillement maximales
Tmax =Max [i Y (Gi'Gj)]
Tmax =tMax [a; 5a; 4a] = 5a
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EXO 3

Un plan qui fait le méme angle avec les trois axes principaux, c'est-a-dire les cosinus
directeurs sont identiques, doncl=m=n

Avec P+ m*+n’=1letl=m=n=1/N3

La contrainte normale Gy

0% = q,* + q,% + q,° = I?0,* + m?0,% + n*o3% = 1/3(0,% + 0,° + 03%)

0% = 0y% + 1,°

oy = (1/3)01 + (1/3)0;, + (1/3)03 = 1/3(01 + 0, + 03)

La contrainte tangentielle g

To =/0% — 0p2 = 1/3(01% + 022 + 052) — 1/9(0y + 03 + 73)2

To = \/(01 —03)% + (0, — 03)? + (0, — 03)*?
EXO 4

Déterminez les contraintes principales pour un état de contrainte qui ne contient que des
contraintes égales.
Cx=0y=07=Txy=Taz=Tyz= O
Le tenseur de contrainte peut s’écrire ainsi comme suit
1 11
o= [1 1 1]
1 11

EXO 5
Déterminez les contraintes et les directions principales pour I'état de contrainte suivant:

0 0 300
0 500 O [Kgf/cm?
300 0 400

EXO 6

En un point M d’un corps solide élastique se manifestent les contraintes 6x , 6y, Gz, Txy €t
Tyx les contraintes Ty, et Tz sont nulles.

Déterminez les contraintes principales, ainsi que les contraintes s’exercant sur un élément
de surface parallele a I'axe z et dont la normale fait I'angle o avec I'axe x.

EXO07

Déterminez les contraintes principales pour I'état de contrainte suivant :

6x= 50 MPa; 6y = 0; 6, = -30 MPa.

Txy= 50 MPa; 1xz = 80 MPa; 1y; = -75 MPa.

EXO 8
Déterminez les contraintes et les directions principales pour I'état de contrainte représenté
sur la figure suivante :
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40
30

T 4 350
30 > x kg / cm?

y
EXO 9

Soit un tenseur de contraintes o suivant :

ox=A(l+y)evcosx; txy=AyeYsinx; oy,=A(1-y)eycosx
Tez=Tyz=0 ; 0,=2AV €Y cos x.

Ou A et v sont des constantes, telque : A>0; %<v<¥

Trouvez les contraintes principales 61, 6,3, G3

Trouvez les directions principales.

EXO 10

Déterminez les composantes de la force volumique en action pour le tenseur de contrainte
suivant :

Cx=Txy=0; Tz =6X ; Oy=2X ;Ty;=y; Gz =2 XYy

EXO 11

On considere le probleme de contraintes planes, en absence des forces de volume, trouver
une relation entre les composantes du tenseur de contrainte et une fonction ¢ (x, y) tel que
les équations d’équilibre sont satisfaites

EXO0 12

Soit le tenseur de contrainte [ 6] ou « ¢ » est une constante
a)- Trouver les valeurs et les directions principales au point (1, 2, 4)
b)- Déterminer le tenseur déviateur o et ces valeurs principales.

00 —cy
c=]|0 0 cx‘

—cy cx O
EXO 13

Pour I’état plan de contraintes, déterminez :
a)- Les invariants du tenseur de contraintes.
b)- Les contraintes principales.
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