CHAPITRE III THEORIE DES DEFORMATIONS

I-GENERALITE :
Une barre prismatique est soumise a une charge « p » quelconque attachée a son
extrémité libre.

Lo

b/

\ 4

a/ Avant chargement
b/ Aprés chargement

- Lo : longueur de la barre avant le chargement
- L : longueur aprés le chargement.
(L - Lo) / Lo : déformation longitudinale ou extension.

L’extension est la variation relative de la longueur de I'élément dans I'une des
directions du repere considéré, notée « € »

« Dans le cas de changement d’angle entre les deux c6tés d’'un méme élément, ce
type de déformation est appelé généralement distorsion et noté par « y ».

EXEMPLE : le vecteur déplace L_i(u, v, w)

» [

Avant déformation - Apres déformation -
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CHAPITRE III THEORIE DES DEFORMATIONS

Un point quelconque « M» de coordonnées x. y. z subira un déplacement M M’ méme dont
les projections sur les axes x. y. z seront notées w.v.w.

On admettra que ces composantes sont des infiniment petites variant d’'une maniere
continue a l'intérieur du volume.
U=u (x.y.z); V= v(x.y.z); W= w(x.y.z).

II- COMPOSANTES DE DEFORMATION :

11.1- EXTENSIONS :
On considére le petit élément (dx, dy, dz) suivant dont les projections sur les plans xy

et xz sont représentées a la suite.
A

Elément déformé
—

v

(8u/82) dz
vt (Ou/oy) dy A
D ¢ ] @vonay (TWZ) d
u g u
D, 5 (Ov/ox)dx Dz‘—? a/( /ox)dx
B1 Z( """
w
A1 Bl (GU/aX)dX - Az 2 (Gu/ﬁx)dx
x y S
Projection sur le plan (x-y) Projection sur le plan (x-z)

Avant déformation, la longueur du c6té AB est dx. Apres déformation A est déplacé
en point correspondant a A’; sur (x-y) et A", sur (x-z).
(u, v, w) les composantes de déplacement du point A dans les directions x, y et z. Ces
composantes deviennent par exemple B vers B’; et B,
u+ ((ou/ox)dx, v+ (0v/ox)dx et w+(ow/ox)dx
Les projections de A’B’ seront donc :
dx+ (0u/ dx)dx suivant la direction x
(0v/ 0x )dx suivant la direction y
(0w/ 0x )dx suivant la direction z
ey = [ax+ Car] +[ e +[Car]
0x dx dx
(4'8")-(a8)

Or par définition ¢, = B

(A'B") = (g, + DAB = (1 + &,)dx
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Dot (1 +£)2(dx)? = (d0)?[1+2G0) +(G)? + G)* + (507

1+2e, +&°%= 1+2[] [] ] [ax]

€x est tres petit on peut donc négliger €

, . ou  1[rouw\? v\ 2 w2
Dlou fx—anz[(a) +(5) +(§)]

D’une maniére similaire
v 1[/0u\? v\ > Iw\ >
€y=@+z[(@) +(@) +(w)l
aw w2 v\ 2 oW\ >
=%t [(E) +(3,) +(£)l

on s’intéresse uniquement (notre cas) aux petites déformations, alors les dérivés de
u, v et w sont des quantités tres petites. D’ou les carrés et les dérivés elles-mémes.

Donc
u av ow
Eyx :a,gy :@'SZ :g
11.2 DISTORSIONS :
(au/ay) dy ..................................
. (ev/ey)dy ? =
y H
Lyx
° U {B

dx X
Elément en distorsions

La distorsion est définie par la variation de I'angle que font entre eux les cotés AB et Ac.
D’ou Yy =Ky Xy
Or les angles sont tres petits on peut les confondre avec les tangentes.
. (dv/ox)dx (dv/0ox)
oC = o< = =
v = T e (Gu/ox)dx 1+ (9u/ox)

o w e @woyydy _ (9u/9y)
ve =Y = v /ay)dy 1+ (9v/dy)

Les quantités (0u/0x) et (Ov/0y) sont trés petits devant I'unité donc
_o0v __Ou
= ox 0 9T 5y

(0’4
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du av
Py =t Gy G
De fagon similaire on peut obtenir :
T _ 0
yxZ - az + ax et sz - az + ay

Avec les 6 composantes de déformation on peut obtenir le tenseur de déformation comme
suit :

1 1
Ex E Yy E Vxz
1 1
[8] = E Yxy &y E Vyz
1 1
| E Vxz E Yyz €z

Noter la présence du coefficient ¥ devant les distorsions.
N.B : Quelques auteurs préférent définir la distorsion comme étant la moyenne des deux

s : d, , 0
angles aprés déformation : y,, = a—” + a—")/Z
y x

Dans ce cas le coefficient « % » ne doit pas apparaitre devant les distorsions.

Il. 3 DEFORMATIONS ET DIRECTIONS PRINCIPALES :

Ayant le tenseur des déformations, les déformations principales ainsi que leurs
directions se calculent de la méme maniére que les contraintes en résolvant le systeme :
det([e] —€[I) =0
[€] : Tenseur de déformations ; [/] : matrice identité.
€ : Valeur propre cherchée correspondante a la déformation principale.

Ce qui nous rémére a retondre I’équation caractéristique de degré 3.

3 -T2 +1e+1'5=0

I'n=g +e+e3=¢6,+¢,+¢,

I'y = €16, + 263 + €163 = €46 + €36, + £,6, — 1/4(Vay® + Yz + Vy2o)
I's = g,6,65 = det|g]

1’1 : Invariant linéaire

I’;: Invariant quadratique

I’3: Invariant cubique.

-ROTATIONS :

Z ’ . M’
Elément en rotation

v
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Un petit élément cubique en déplacement MM’ sans déformation.
Les composantes du déplacement en suffissent par définir la nouvelle position du cube

considéré.

Il serait donc nécessaire de considérer la rotation rigide autour des axes dont les

composantes seront notées wxy, Wxz et Wy

Pour exprimer ces composantes en fonction des composantes du déplacement u,v et w,

considérons le cas plan simple suivant :
L’angle de rotation est égal a

(Ov/0x) ou a (-0u/Dy) A e R »X
Ainsi la rotation est définie : s N B
Wxy= Y (Ov/Ox —0u/Dy) (Cu/Oy) \s./
De fagon similaire on aura : S/ dy s
Wxz = % (Ow/Ox - Ou/02) L de / (Ow/0x)
Wyz = iz (aw/ay - av/az) D’ —D ----------- / c
De ces composantes, on peut c’
définir le tenseur des rotations comme suit :
y
0 wyy Wy, v

[w] = | Wxy 0 Wy,

Elément plan en rotation

Wyz Wy, O

-DILATATION CUBIQUE :

Tout en sachant ; a chaque c6té I'allongement est de :
o(dx), o(dy) et d(dz).
Et soit I'allongement total du volume du cube. ddv =g,dv

g, dz

4

ydy .

dv =dx dy dz
(dv +0dv ) = (dy + &d,)(dy + &,dy,)(d, + £,d,)

(dv +0dv,) = dedyd,(1+£,)(1+ &) (1 +£,)
X

=d,dyd,(1+ e +e, +&)+ - +e8, + &, + E)8, + o

NO NO NO
(dv +0dv ) =eepe,(1+e,+¢e, +¢,)
éd,
dy
Le produit de volume est égal 1 + &, + €, + &,

=& teteg;

Dilatation cubique
£, =&, 8, g

-EQUATIONS DE CONTINUITE

Oy Jy Ow

E, =—'&, =—' & = —

¥ e Y a,’ % o,
Oy Ow |, Oy ow , Oy
=25, =y lu,y —wy
ny ay ) Y XZ ax az 4 ay az
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Soit une structure divisée, avant déformation, en petits cubes. Si chaque petit élément
subit une déformation due a un changement quelque, les cubes deviennent des
parallélépipédes et donc leur arrangement pour former un corps déformé et continu peut
devenir un probleme. Pour assurer cette continuité les composantes (liant les différentes
composantes du tenseur de déformation entre elles). Qu’on appelle équations de continuité.
On différentie &x deux fois par rapporta y.

0%, 03,
2,>  a,0,°
De méme pour &, = 0v/dy par rapport a x

d%e, 93,

2 2
Oy 0y 0y
La somme de ces deux nouvelles équations donne :
0%, N 0%e, _ 93, n a3, _ %Yy
0y° 0y 0x0y° 0,70y,  0x0y

C’est la premiére équation de compatibilité, les deux autres s’obtiennent de fagon similaire.

De plusona:

9, 9, v, du v
=—+— = +
Vay 9, 0, 9, 9,0, 0,0,

9, 0, oy, du dw
Vez = T+ = +

a, 0, 0, 0,0, 0,0,

9, 0, Ov, v dw
e =y e, T e, a0, 0,0

y z x x-z xy

En additionnant la 1€ et la 2™ et en retenant la 3™

<0my+6nz_6nz>_zéﬂu
d, dy 0y 0,0,

En différentiant les deux membres de I’égalité par rapport a x:
0 <6yxy N Yy ayyz> ) d23u ) d%¢,

T %0,0,0, 0,0,

Ox

9, 0, 0

Clest la 4°™® équation de compatibilité. Les deux derniéeres s’obtiennent de facon similaire.
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d%e, N 0%, _ 0%V xy
a,>  a,> 0,0,
d%e, N 0%, 0%V,
dz2  0x?2  0x0z
d%s, d%¢, _ 0%yy,
0z* = dy? 0dyoz
i(_ a)’yz n 0Vxz n ayxy) — > azgx

o\ 9 a8, 9, 9,0,
0 (Wyz O Oy _ 0%
a\a 9, 9, 9,0,
i a)’yz n 0Vxz _ any — > azgz
o\ 0, 9 0, 9.0,
EXERCICES ET APPLICATIONS
APPLICATION :

Le vecteur déplacement en un point M(x,y,z) d’un corps est donné par ses composantes :

U=x%*+y?
V =6z—-2xy
W = —z?

Déterminer les déformations et directions principales.
Les composantes de déformation sont :

&, = 0,/0, = 2x Yxy = 0u/0y + 0,,/0, =0
gy = 0,/0, = —2x Yz = 0,/0, +0,,/0, =0
&, =0,/0, =—-2z Yyz = 0,/0, +0,,/0, =6

Le tenseur de déformation est
2x 0 0 2x 0 0
[s]=[0 —2x 3]=[0 —2x 3]
0 3 =2z 0 3 =2z

On doit vérifier les six équations de continuité avec ces six termes cités dans le cours:

Les déformations principales se calculent en résolvant le systéeme :

(2x — ) 0 0
det |0 —2x —¢ 3[=0

0 3 —2z—¢
Dot (2x —&)[e? +2(x +2)e +4xz—9] =0
Les solutions sont :
& = 2x
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&=—(x+2)—y/(x—2)>+9
gg=—(x+2)+/(x—2)>+9
Les directions principales:

C’est la résolution du systeme

l
([e] = &[1D [m] = {0}
n

(1) e=¢& =2x
—4mx+3n=20
3m—(2z+2x)n=20
PP+m?+n®=1

D’ou l1=i1;m1=0;n1=0

e=g=—(x+2)—{(x—2)2+9

=0

(—2x+(x+z)+\/m)m+3n=0

3m—(22—(x+z)—\/(x—z)2+9)n=0
0 _ 3

D'oul, =0;m; = +t—=;
2 P2 T = JovaZ,

N, = +——=
2 T V9+x?,

Avec o= +(z—x) —/(x —2)>+9
Be=egg=—(x+2)+(x—2)>+9

[=0
(—2x+(x+z)—\/(x—z)2+9)m—3n=O
3m—(Zz—(x+z)—\/(x—z)2+9)n=0

VR — . — Xq . — 3
D’ou lg =0 , M3 = + 9+°(_12 ;N3 + 9o, 2
Avec:o¢;=(z—x) —/(x—2)2+9

APPLICATION :
En considérant les composantes du vecteur déplacement de I'application présente,
définir | tenseur des rotations.
Wyy = 1/2(0,/0x — au/ay) =1/2(-2y—2y) = -2y
Wyz = 1/2(aw/ax - au/az) =0
Wyxz = 1/2(6w/ay —0,/0,) = -3
D ‘ou le tenseur sera :
0 -2y O]

—2y 0 -3
0 -3 0
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