CHAPITRE VI ELASTICITE PLANE EN COORDONNEES CARTESIENNES

1- DEFORMATION PLANE
Cas d’un ouvrage de dimension suivant I'axe Oz trés importante par rapport a celle

de Ox et Oy,
Le tenseur de déformation
Ifex = fl((x,y§ [g %yxy 0]|
e =f(x,
y RGN e
Yoy = f3(x,¥) | 2 |
L 0 0 0
€= Yar = Vyz = 0 | ]
Le vecteur de déplacement
U=f,(xy)
V=fi(xy)
W=0
Pour déterminer de tenseur de contrainte.
1
SZZE[ —v(o, + o )]—O:>a =v(o, + g,)

—[0 —v(oy, + o, )] [ —v(a,) + v(o, +a)]
& = E[(l—vz)ax —v(1+v)ay] =1_—vz[0x —La]

E 1-v 7
E
El — : Module d’élasticité réduit.
1-v2
v
VG = — : Coefficient de poisson réduit.

U

gx o (O_x Uy Gy)

1

(

ouésy —(0 — V10y)
I
\

yxy
Oy Txy 0
[0] =|Txy Oy 0

0 0 v(oy + ay)

a-équations de I’étude statique (équations de Navier)
*équations différentielles d’équilibre

do, arxy

—Z+—24+X=0
dx  dy

Otxy | 9% 4y =
dx dy

*équations aux conditions limites
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b-équations de I’étude géométrique
*équations de CAUCHY

= — 4 —
Jxy dy Ox
*équations de compatibilité (St Venant)
0%e, 0%¢, _ 0%Yyy
dy? = 0x*  0xdy

c- équations de I’étude physique
*lois de Hooke

1
& = E_l(ax — vlay)

1
Sy —E— O'y —vlax)
Tl
— XY, — — —
Vxy _7/£z_yxz_]/yz_0

*équations de LAME

0, = (2G + Ve, + Aey, = Aev, + 2Ge,
o, = (26 + Ve, + Ae, = devy + 2Ge,,
0, = A(ex + ey) = A&y,

Txy = nyy; Tyz =Txz = 0

EVy = & T+ &y

2-CONTRAINTE PLANE (ELASTICITE DES TRANCHES MINCES)
Contrainte ou déformation plane

Lors d’'une dimension négligeable devant les autres (€ plane)
Exemple : plague mince, membrane, dalle plancher, etc

Lors d’'une dimension négligeable devant les autres (c plane)
Exemple :...barrage, tunnel, poutre, poteau, etc

=0, =Ty, = vz

v

o, = f1(x,¥)
o, = (%)
Txy =f3(ny)
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O Txy O
lo]l =1y o O]
0 0 O
0,=0 =
&y %[O’x v(ay+0)] —[ax vay]
szz—%[ax+ay] ; ey——[ay—vax]

— 1 -
Ex E Yxy 0
_11
[8] - E )/xy Sy 0
1%
0 0 - E (0x + )]

3-EQUATIONS D’ELASTICITE PLANE EN DEPLACEMENT (LAME)
a- Cas de la déformation Plane

do, 0T,y

— X=0
0x * dy *

0Ty, 00,
—4+—4+Y =0
d0x * dy *

1
£, = E[[(l -v3ao, —v(1+v)g,

_ Ty

(
| 1
{l £, = E[[(l —v?3)a, —v(1+v)o,
kyxy TG

o, = 2Gg, + Aey,
&y =0, +0,;&, =0

o, = (26+¢, + e,

{Jx = (26+1)e, + g,
Tyy = nyy

dg, . Yy

+X=0
0x dy

( d
1 (26 + 1) x4 2
4 ox
0 de de
G 4 26+ N2+ 2 Z 4y =0
dx dy dy

__du ] ov ou ov

Ex == €y = —; =—+—
X ox’ Y 6y'yxy oy  Ox
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r(zc;+,1)azu+/1 A (i TR
dx2 " 9xdy dx2  9xdy B

d’u  0%v d0%v 0%u
G +5= +(ZG+/1) -+ A +Y =0

dxdy 0x? 6x6y
8 G+ /1) u Aazv +X=0
dxdy B
62 +(G+/1) u+/162v +Y=0
x? dxdy = 0y? B
[ dev,
GViu+ (G + 1) p +X=0
X
|GV2 SryY =0
dy
b- Cas de la Contrainte Plane
s 1
€x = E[O'x — UO'y]
1
1 & E[Uy—vax]
Tx
kyxy =Ty
( 1+ v)de
GV2u+G( ) “+X=0
< (1—-v) ox
1+ v)os
GV2v+G( ) “+Y =0
L (1—-v) dy

gy =& te,t g,

4- EQUATIONS DE COMPATIBILITE OU EQUATION DE LEVY
a- Cas de Contrainte plane

0 d
Tx 4 X L X =0 (Dérive / x)
dx ady
arxy aay _ o
x + %y +Y =0 (Dérive / y)
(Dérive /y)
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2
aa 7 a_T;X +5, =0
= * Par sommassions des deux équations
M.’Z + _.’L + X oy _ =0
ER a 3, 9,
620'x y a? Txy a_Y .
+ +266+ax+ay—0
=—|—5t+t—F++
0,0, 0, 9,2 0y 9,

Equations compatibilité

d%e, N azsy _ azyxy
ayz a2 0,0,

X

1 1 T 2(1+v)
=-[g. - e =2]g — : = ey _
€ = = [ax vay] JEy = [ay vax], Yoy = =5 Tay-

109%, vd’g, N 109%, v d%g, _2(1+v) 0°T,,
Eo? Eo? Eo° E 372 E a,0,
d%a. d*a, 0%c d%a. 01,

= —+— v —=2(1+v) —=*
9, 9> o, 9, 70,
d%a. d*a, 0%c d%a.

d%a, 8, 0
Ly 24—y 2x=—(1+v)[—2’“+—2y+—x+—yl
9 9, 9 a, a, a,° 0y 0,

y
020, 0%c 0%0, 0%c d, 0
=2 "—(1+v)l—x+—yl
ayz a,° ayz d,> d, 0,
E)X aY
V2(0x+ay) = —(1+v)[ y]
b- Cas de déformation plane
1
& = E[(l +v?3)0, — v(1+ )0, |
1 2
& = E[(l +v)o, —v(1+ v)ax]
2(1+v)
By =T e
1 aX aY
Vi(o,+0,) = ]
( ) (1 — V) ax

5- FONCTION CONTRAINTE ou FONCTION D’AIRY :

La solution d’'un probleme d’élasticité plan conduit a l'intégration des équations
différentielles d’équilibre, de I’équation de compatibilité et a la vérification des conditions
aux limites.

Soit X=pgx  force gravitationnelle
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Y =pgy p : masse volumique du corps
gx et gy : les composantes suivant x et y de I’accélération gravitationnelle
Les équations d’équilibre :

00y |, OTxy
90r 4 Ty 4 pg, =0
5 T TP

0Tyy doy, .
. + o, +pg, =0
Equation de compatibilité
V2(o, +0,)=0
Pour résoudre ce probleme, Airy a introduit une fonction ¢ (x.y)
Dite fonction de contraintes tell que :
% __62¢ L)

Gx:?;ay_F;Txy:_?_pgxy_pgyx (*)
Si X etY sont négligées
%¢ % %o
= Ox = 52,0y =22, Txy = — (**)
8y° " Y 9t Y 0x 0y

Pour vérifier cette solution ; il faut faire la vérification de I’équation de compatibilité.
G0) ot  d*o
ot Ta.%9,0 9,

Vi) =0

Il reste donc a déterminer la fonction ¢ (x.y)
Les composantes de contraintes déterminées a partir de cette fonction en utilisant les
équations (*) (**) doivent satisfaire aux conditions aux limites :
X +lo, + mt,,
Y +lt,, + mo,
6- REALISATION DES PROBLEMES PLANS PAR LES PLOYNOMIES :
Le choix de la résolution des problémes plans par les polyndmes doit obligatoirement
satisfaire aux conditions de la fonction d’Airy.

Ou bien :

a /*Cas d’1 polynéme de degré 2

a c
@, (x,y) = 72x2 + b,xy + ?Zyz
) % 't
0; =0; =0
a,* 0,%9,° a,*
Et donc
) . ) R
Oy =53 =Cp;0, =25 =0y; Ty, = by =——
y x x%y
b-*Cas d’1 polynéme de degré 3
a3 3 b3 2 C3 2 d3 3
X,Y)=—x"+—-xy " +—-xy°+—
03 () =~ 3 y 2 y g4y
4 _n.%0 _n. 9% _ .00 _
Vi; (x,y) =055 0;57,=0i5,+=0
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( az(p
0x=?—c3x+d3y
)
] ay=$—a3x+b3y
__Po _
kay __axay__(b3x+c3}/)

¢/ *Cas d’1 polynéme de degré 4
a, b, d €

x4 x2y2 4 3 4
X, +—x + +——xy° +
<04(y)4 34 342 y 2 Xy A Sy Y
%@, dtep, 0d*¢,
V() = +2 + =0
¢ 0x4 8282 6
4 4 4
66;4=2a4;27—2e4 Et Zy = 2e,
Il faut que 2a, + 2e, +4c, =0
e, = —(2¢c, +a,)
62(p4 2
O, 6—2:c4x +d,xy — (2¢, + a,)y
y
62
ayza—q?—allx + byxy +c,y
X
62<P4 b, 2 dy
Tyy = — =——x%—-2¢cxy——y?
9,0, 2 * 2
d/ * Cas d’un polynéme du degré 5
a5 5 b C d 2.3 eS 4 f5 5
,y) = + i+ +— +——xy*+
05 (oY) =g Xt g Yty sy b ey gy
Vip, =0
644’5_
7. 6asx + 2b5y ;== = 2ex + 6f.y
0* s
) 26 > = 2¢5x + 2dgy

V4<p5 = 6asx + 2bsy + 2ecx + 6f;y +4csx + 4dy =0
(6as + 2es +4c:) + (2bs + 6f; +4d:;)y =0
Donc il faut que :

es = —(3as + 2c5)
fs = _1/3(175 + st)

c
o, = Sx3 4 dsx?y + esxy? + foy°

3
3 2 2 ds 3
g, = asx” + bsx“y + c5xy +?y
bg €s
Txy:_§x3_csx2y_d5xy2_?y3
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