CHAPITRE VII ELASTICITE PLANE EN COORDONNEES POLAIRES

1-INTRODUCTON
Les corps solides ayant une géométrie avec des arrétes dans toutes les directions
possibles sont en général traités en coordonnées cartésiennes pour enfin exprimer leur
comportement mécanique (sollicitations, contraintes, déformations, déplacements, etc...),
cependant pour les corps solides avec des formes curvilignes (circulaires, ellipses, etc....),
dans ce type de formes il existe plusieurs possibilités d’usage de coordonnées.
Sachant que les coordonnés :
e Sphériques
e Cylindriques
e Polaires
Principalement, le rayon r est I’'axe dominant sur la dimension aussi I'axe Z, mais I'angle
0 avec (I'angle y en trois dimensions) leur dimensionnement est limité.
r : Rayon (distance a |'origine)
0 : Angle (I'angle que fait le rayon (r) avec un axe du repére cartésien
z: Axe de résolution pour la troisieme dimension.
v : Angle (I'angle que fait le rayon (r) avec le deuxieme axe du repere cartésien

Cependant, les parameétres d’études en coordonnées polaires deviennent ainsi :
(0r;00;02;0o;Trz; o, €t Er; €0 &5 Ero; Erz; €0y
En élasticité plane (déformation ou contrainte plane), on a:
Tr; = To,=0
Les autres composantes de contraintes ne dépendant que de r et 6, ce qui aboutit a
I'usage seulement des coordonnées polaires (r et 0)

T

0 X

»
|

Les relations déduites entres les coordonnées cartésiennes et les cordonnées
polaires :
X =r.cosf
y =7.sinf
r2 = x2 4 y?
0 = Arctg(y/x)

2- EQUATIONS D’EQUILIBRE EN C.P.
Soit le petit élément abcd en équation.

a b
d c
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aTrg

Tro + dg
Jg
a doy
Op + ﬁ dg V + aidr
d ()
Or Tr Tro + 2, dr
de Tro
7] Co R
5 Tredr
Tr
(Tre + 669 dé))dr
30'9
(0p +— de)d ogd;

(1) somme des forces agissant dans la direction radiale (r) nulle :

aO'T- dg
o,.1dg(1) + <0r + —dr) (r+d,)dg(1) — 1,9.d,(1). cos —

g
0t d d
+ (TTQ 0 > d,(1). cos — — agdr(l).sin—e — (og
Jdg 2 2
do, d
+ a—edg)dr(nsin?@ +R.d,dy=0
6
N.B: R et Ssont les composantes de la force de volume suivant la direction radiale (r) et la
direction par perpendiculaire au rayon qui agit sur le petit élément de dimensions (d, et
rdo).
(2) somme des forces agissant dans la direction perpendiculaire au rayon est nulle.

dg d
( 6 )d (1)sin— > + 7,9.d,-(1).5sin 26 Trg-dg(1)
0T, dg
+ (Trg +— 5 ) (r+d,)dg(1) — gpd,.(1). 0057 + (0p
dog dy
+a—d9)d (Dcos— > +S,d,dg =0
Puisque la variation de I'angle do est trés petite on peut confondre :
dg dg
sin > =3
cosd—e ~1
2

Comme on peut négliger les canés de (dr) et de (de).
Les deux équations d’équilibre se réduisent alors a :
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(1)

o.dr d
Iy
+ 5. d,
dy
0 X
r—rd dg + "’”ed dg — 0pd,dg + R,d,dg = 0
aTTB

(2)

dd9+a"9d dg + 27,4.d,dg + S,d,dg = 0

En éliminant les facteurs communs (drdyg) on aura les équations d’équilibre en
coordonnées polaires.

(do, 1 0t o, — 0
r += ro +( r 0) +R=0
d, T 0 r
Lafre 100g _Tr9

+=Z0 42 50
0,. r 09 r

3-EQUATION D’ELASTICITE PLANE BIHARMONIQUE EN C.P :

Equations le cas de I'élasticité plane en C.C la solution du Probleme peut étre obtenu en
résolvant directement I’équation bi harmonique.

V4()_ 4+2 z 2+a§0—0
Dy x 0y
02 0%\ [d%¢p 0%¢p
=|\l—=St—==||l=+t==)= =0
0" 0y 0y ay
Cette équation, en coordonnées polaires deviendra avec :
r2=x%+y? Oubien x =1 cosf
9=Arctgy/x y =1 sinf
D’ou
dp 0p 0, 0¢p 0y _ de sinf dgp
5. "3 2.3, 5, - (cosb 5= 5
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0y 2x x P
€0S — = —— = — = C0S
O 2,/x2 +y2 T
t g _ _y/xz _ -y _ -rsinf _ sinf
€ dx  1+C/p?  xZ+yz T 2 r
! f'x)
cos 6 = Arctg y/x ; (Arctg f(x)) = IE
’p 0 (6(,0) _( 0 0 sinf 6)( 06(,0 sineacp)
0.2 o \a) \“PV8 T Tr 9,/\“ 8, T v
0’9 0%¢ ., 0@ cosfsinf sinfcosh d°¢  sinfcosf 0°¢p sin*6 d¢
— = —5C0s“0 +— > - - + -
Oy 0, dg r r 0,09 r d,0¢ r 0,
sin@\> 0%¢ sinfcos6 d?
H(Em) ST
r D r Jdg
0’9 0d*¢ 0@ cosf sinf _sinfcosh %@ sin?0 dp sin?0 %@
> = —>C0s“0 +2— > -2 - > 7
Oy 0, Jdg T r 0,09 r 0, r 0o
d, 2y r sinf ]
— = = = sinf
ay 2\/x2 + y? r
Op 1/x _x _rcosd cos6
o 1+(/)r x2+y2 1t r
dp 0p 0, 0 Og
0, 0, 0, 0g 0,
d d d 0
2= sing + 2 22
3, 8, % T
%2 [0 cos 0\ [(0¢p cosB 0,
? = (a—rsme + > %) <a—rsm0 + " %
0%¢ 0%¢ .,  sinfBcos® d¢ sinfcos® d*¢p  0°¢ sinfcosd  cos*H dp
— =—sin* —————+ + —
) 0, r dg r 0,09 0,09 r r 0,
cosfsind d¢p 0%¢ cos?0
2 (')_+ 2 2
Tr 0 69 T
0’ 0% sinfcosd d¢p _ sinfcosd %@ cos?0 @ cos?0 %
— =z sinl0 - 2———— —-— — %
ay ar r 69 r arag r ar r 69

%2 0% 62<p+1 dp 1 d%¢
Lo
r

0,2 9,% o, 9, 12 9,7
vty o (L 10 102\ 10 1 0%

Q)= 9.2 T 0, 729, 9.2 1T 8, 12 5,2

_1ap 1 0%
or =7 0y 12 9,2
0%¢
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4-COMPOSANTES DE LA DEFORMATION EN COORDONNEES POLAIRES

y A u+ Z—u dg S A

6
L e D, - B v+24.
7> p A B

v+ Z—Z dg 7,
v e e T
X \ u + a—” d,
N r
d
[?]
0 X

Les déplacements du pt A
e [ :radiale
e 1 :tangentielle
Suivant la direction radiale AB I'allongement unitaire de I'elt &,
a
(u+6—1r‘dr)—(u) _ a_u _ a_u
dr Or r 0r
Suivant la direction tangentielle AD
&g = Egu + EQV

& =

ad
U+£d9—17 av

£ = =
Ov T'dg Tag
r+u)dg—rd u , .
€p, = ()ﬂ# = - lanouvelle long r de I'article AD (r+u) do
6
u 0y
gg=—+—
6 r  1dg
Distorsion y.e c’estla somme des angles que font A'D' et A'B' apres déférente
u+g—“d9—u Py
Coté AD' o¢;= —&— — 1
rdg 10¢g
o V+Z—Vdr—V v
Coté AB' o= —2r— 2
dr r
_v_V
- 0y r
d, Ody V
Yro =0ytog=—t+ - ——

rdg O T
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la quantité V/r représente le déplacement angulaire d( a la rotation I'origine de I'élément
ABCD considéré comme rigide autour de I'axe passant par O.
Cette quantité n’intervient pas dessus la déformation transversale.

_ 0y vy V
Yro = 1rdg 9 r

En éliminant u et v des composantes de déformation on peut facilement vérifier que
I’équation de continuité s’écrit :
0%y 0%, 20gy 10s, 0%Y,9 O0Yyg

+ — — _
0, 1r29,° T 0, T 0, 710,09 120
Les équations de Hooke deviennent

& = E [Gr - UO'H]
1
€ =% [0 — Vo]
_me
V‘l"g G

5-DISTRIBUTION SYMETRIQUE DES CONTRAINTES AUTOUR D’UN POINT

Si la distribution des contraintes est symétrique par rapport a un axe passant par le
centre et pas perpendiculaire au plan de la section, les composantes de la contrainte ne
dépendent pas de 6 mais de r seulement, de plus la contrainte de cisaillement est nulle
Tre= 0.

( _1oe
=5 0,
0%¢
Og =
a,’
Tr9 =0

0@ 2093 10% 1 dg
4 — — —_— _— =
vie) a,.* +r 9> 1?0, +r3 0, 0

@ v () ()

C'est une équation différentielle ordinaire du 4°™® degré. Sa résolution nécessite le
changement de variable r = et et donc:

dp Odp dt  10¢
0, 0, 0, 710,

02 _6(6(/})_1 %2 0@
2=5,\3,) " 2\32 %,

r

3¢ 1 (339 62<p+26(p
a 3 r3 at3 a 2 at

t

S

(o)

04 1 (0% 03 0? d
REN TR e
2.* "\ g, ) 9, d¢
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L’équation biharmonique devient :
4 3 2
00 429,422
0 0t 0
C’est une équation différentielle linéaire a coefficient dont la solution est :
@ =At+B.t.e’ +C.e?*+D
Or:t =logr
o(r) = Alogr + B.*logr + C.2+ D
Les constantes A.B.C et D sont des constantes d’intégration et dépendant du chargement de
la structure et de la géométrie.

* la distribution des contraintes

1 dep A
crr=;a—r=B(1+210g1‘)+2Cr—2
0%¢ A
Og =F=B(3+210gr)+2C—r—2
T
Trg = 0
* les composantes de déformation dans le cas de distribution symétrique seront :
Oy | u 0y dy 0y %4

&r =5 /€0 =Tt 5 o= 5

rdg T

1 1 A A
£r=E[ar—v09] =E“B(1+210g r)+2€+r—2]—v[B(3+210gr)+ZC—r—2”
1 1 A A
srzg[ag—var] =z [B(3+210gr)+2C—r—2]—U[B(1+210g r)+2C+r—2]
Tro
Yro _%_0

6-CALCUL DES DEPLACEMENTS ELASTIQUES DANS LE CAS DE DISTRIBUTION

- SYMETRIQUE DE CONTRAINTE

N G AT i S AN
e\ v )\52 e

@(r) = Alogr + B,*logr + C,> + D

(_1ldg iazq)

=7 0, rzﬁ
Loy =20
o 32

10¢p 10d%

A
+B(1+2log r)+2C

Oy = —
r2

A
Og =—r—2+B(3+210gr)+ZC

\ 7,9 =0
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Oy

1
& = — =—=lo, —voy]
r ar E r 0
1[rA A
=z [—2+B(1+210g r)+2C]—v[——2+B(3+210gr)+2C]
1+v
& E[A +B(1—3v)+210grB(1—v)+2C(1—v)]
11 1+v
u:fgrdr:E[_ r + by r —U)]+f(9)
A, B, C définis d’apres les C.L.
0y +u_1[ |
g"‘rag r g0 VOr
6,,_7‘( )
ae—Eag vo,) —u
d, r A vA
—=—(——+B(3+210gr)+ZC———vB(1+210gr)—ZvC)—u
69 E T'Z
9] 1 1+v
a—”=E< A+ B.(3—v) + 2B, logr(1 —v) + 2C, (1—v)>
0
dy 1 1+v

%:—E(——A+B (1-3v)+2B.logr(1—v) —2B,(1—-v)+2C, (1 —v)) —f(6)

—:—(ZB (1+v)+ZB (1—v)—f(9)
0y _ 4B

DISTORSION NULLE = y,¢ = 0
d, 0, v

o =15, + 3 r
10f(8) 4By  0fi(r) 439 _0fi(r)

=— 0)d =0

of;(r
)+jf(e>d9+r faf)—f1<r)=o
ff(@)da—o

Yre =

af()

df1
r fa( )_f1(7”) =0

f(6) = H.cosO + L.sinf
f1(T) =F.r

[ 1+v
Y=

A+2(1—-v)B.log r—Blog r—B(l—v)r+ZC(1—v)v]
+ [1 + cosB + lsinB]

- FLEXION SIMPLE D’UNE BARRE COURBE

Considérons une barre courbe de section rectangulaire étroite constante, I'axe
circulaire est soumis a la flexion dans le plan de courbure par des couples M appliquées a ses
extrémités.

La barre est géométriguement symétrique et symétriquement chargée.
Permettant d’avoir un état de distribution symétrique des contraintes.
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Or

Tro

-
Tro Tro /éﬁfre‘

02 10\ [(0%p 10d¢
v =(_+--)(——+-—)=o
¢ 9,2 rad.J\a? 1 0

o(r) = A.logr + Br?logr + Cr*+D
(5 =109%

Jo-r T r 0
62
| 90 =5
k Trg = 0
Les conditions aux limites :
1°/r=a— o0r=10=0 |
2°/r=b— o0r=T6=0 dr N 0o
o r T l/
3 /fa O'gdr =0
4°/f; r.ogd, = M T f; rog(d,.T) =0
Intégration par partie
Z+B(1+2loga)+2C =0 0
S+ (1+2log b)+2C =0

b b aZ(p
f r.agdrz—M:f r—d,=—-M
a a O

Integration par Partie

dif [(g.f)=dif 9.~ | f.g

g=r=g=d,

dpla (Pag bag b
) L s P I ¥ Pd =M —M
6rbfa6rr :>Larr e
N0

=(Alog b + Bb?log b + Cb?) — (Alog a + Ba’log a + Ca®) =M
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b
=0
a

- d. =—-=
o> " 0

A A

(E+ZB.blog b+B.b+ZCb)—(E+ZBa log a+ Ba+ 2Ca) =0

Apres solution de ces 3 équations :
A= —%azb2 logb/a;B = —%(b2 —a?®);C = g(b2 —a?) +2(b%*logh — a®logc

Avec = (b% — a?) g 4a*b*(log b/a)2

.fbaz(p a(p
a

4M a*b?
o, = —?( = log P/, + b2 log”/y, + a*log/y)
4M (a?b?
— b
Og = —?< . log?/q + b2 log"/, +a*log%/y) + b? — a2>
Trg = 0
APPLICATION

Soit un coin fin (épaisseur = 'unité) illimité d’angle 2x au soumet duquel est appliqué un
moment constant M

Et soit ¢(r,0) = A8 + Bsin 26 <—</I
Aet B sont des constantes. x ¢

i/ Vérifier que (r,) est le fonction d’Airy oc
ii/ Déterminer les constantes A et B pour avoir I'équilibre.

iii/ Déterminer le vecteur déplacement (u,) en tout point (r,)

SOLUTION -
g _ (92 10 1 9%\ (9% 1091 3¢\ _
/v (p_(arz-"r ar+r2 agz)(ar2 ts 9, 12 agz)_o
Avec ¢(r,0) = A6 + Bsin26

R 1 0 1 92 4 .
— 4+ - = — — ) = ——Bsin26 Y
(6r2 T ar r2 692) r2 l y 4

" 24 8 . 16 .
V*@ = —— Bsin20 + — Bsin26 + — Bsin20 = 0
r r r

II/QZiOC ﬁO’gZTrQZO

2Mints =M
_1ap 1 0%
=5 0, 12 9,°
62
% =0

D’ou

4 .
o = — r—zBSlTlZ@ - )
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o9 =0

Tr6 = = (A + 2Bsin20
Avec les C.1.

A+ 2Bcos2 x= 0

[2 trer(rde) = M

{ A = —2Bcos 2 x rde
2A X +2Bcos 2 x=M
A= _M et B = — M
Sin 2K—2xcos 2 2 Sin 2X—4xcos 2x
Ainsi
o = —2Msin 26
T 7 12 (sin 26—2xc0s 2)
Og = 0
M(cos 26 — cos 2 x)
T =
"0 7 r2(sin2 o« —2  cos 2 )
0y 1 < .
i/ & = 5= E(Gr —Vag) aprésintégration
T
2C . M
u(r, 9()3 = ——sin 20 + f1(0) AvecC = P ——
_ 9y E _ l _ . P .
&g = —y to=c (09 —vo,.) Aprésintégration

V(r,0) = %(1 —v)cos26 — jfl(e)dg + f5(r)

_Ou O T _Yre
Yo =8, e, T rT G

af1(o af, (6 2C(1

f;g ) +r fgi )ffl(e)dg — fo(r) = _—(E: v) c0s2 X
af;fr) — fo(r) = ——ZC(:?: v) cos2 «
af1(6)

1=+ [ £ = 0
= f,(0) = H cosB + Ksinb ; f,(r) =C(1 +v)/Er
2C
u(r,0) = EsinZH + HcosO + Ksin6
C1+v)

C
V(r,0) = E(l — v)cos26 — Hsin6 + Kcos6 + Er

K, H a déterminer par les C.L sur les déplacements.
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