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Exercice n® 01 (06 points)
Solt la fonction g ¢ B — B continue et 'équation différenticlle (£) sur B qul s"écrit comime suit :
¥ +2y = gix) (E)
1) Ecrire (E, ) I'équation différentielle homogéne associée & (E). (1)

2) Trouver la solution générale ¥, de cette équation homaogene (£, ) associdée a (£).  (1.5)
Solt w, la solution particuliére de Féquation différentielle (£) qui s'écrit sous la forme suivante :

¥p=2x+3+(x—1)e™ +2cosx - 3sinx (2)

3) Donner la solution générale v de 'équation différentielle (£), (01)
4) La solution générale v vérifiant (E) déduire le domaine de définition et 'expression
exacte de la fonction x — g{x). (2.5)

Exercice n® 02 (06 points)
Soit les deux Equations différenticlles sulvantes :
-1y -y = -y+2o (1)
y —xytaxt = 744 (E)
1) Donner pour chacune des équations différentielles (E,) et (E;) les caractéristiques
relatives aux notions sujvantes : ordre, 1° membre, coefficient, 249 membre, linéarit,

équation assoclée, solution et ensemble de solutions, (L5)
2) Soit F une primitive de la fonction £ sur Uintervalle non vide / de B Donner la relation gul

dolt liée F et f . Pourquoi dit-on que F est « une « primitive de f sur ! 7 que peut-on dire de

la fonction x — Fx) + C,CER? (15)
3) Soitla fonctian paire £ R — & , démontrerqueswb € R, [ f(x)dx =2 [} f(x)dx. (15)
#) Civer les différentes méthodes permettant de ealculer une primitive ou une intégrale. (1.5)

Exercice n® 03 (06 polnts)

1) Trouver les primitives des fonctions suivantes avec leurs domaines de définition ;. (310
=1 &nd E
filx) = = (10): fox) = o= (1.0); fy(x) = " cosx (1,0)
2) Caleuler les intégrales sulvantes. {3x1)
o
-
= [ e s ) ne? + 1) cos® () (e,
-
= [ e dy — [ G r dx (o) = [ i dx (10).
Indications ;
= Z i sonf Abiered 4 b prdseatadion e el
*  Coted: Me pud oubiier fes svsidros dey exeroices of guestions traiides. Traiter & guestion facile, avanr oetfe qui Niest sioin
s Limage des blidph jpoviables tahe calrulatrices ot anires gadgeds @est gy peranis
s Ldrudiant exf sevnd avodr ses o afnires ol oe i et pas permds o emprunter onlies oo cumarade.
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Corrigé-01. (06 points)

Soit la fonction g : B = R continue et 'équation différenticlle (£) sur B qui s'éerit comme suit -

¥ +2y =gix) (£
1) Ecrire (E, ) I'équation différentielle homogine associée a (E).
L'équation différenticlle homogene associée a (B) s'éerits ¥ + 2y = glx) (01)
2) Trouver la solution générale ¥, de cette équation homogéne (£}, ) associde 3 (£).
La solution générale y, de (Ey) s'éerit sy, = Ke ", K e 1., (1.5)
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Corrigé-01. (06 points)

Soltla fonctlon g : B — R continue et I'équation différentielle (E) sur & qul s'écrit comme sult :

¥ +2y=g(x) (E)
1) Ecrire (E, ) I'équation différenticlle homogéne associée 4 (E).
L'¢quation différentielle homogbne associée & (E) s'erit: v + 2y = glx) (o)
2) Trouver la solution géndrale ¥, de cette équation homogine (B ) associée d (£).
La solution générale y, de (Ey) s'terit : vy, = He ™ K 01, (15)

Solt ¥, la solution particuliére de Uéquation différentielle (£) gul s'écrit sous la forme suivante :
¥o=2r+34(x- 1)e* # 2cosx—3sinx (2)
3) Donner la solution générale v de P'éguation différenticlle (E).
La solution générale ye de (E) s'écrlt : vz = ¥, + ¥

Cequidonne: y; = Ke ™ + Ze + 34 (x — 1)e™ + Zeosx — Jsinx. (o)
4} La solution géndrale yp vérifiant (E) déduire le domaine de définition et 'expression
exacte de la fonction x = g{x). (Z5)

2yp = 2Ke™ + 2{2x + 3) + 2(x — L)e** + 4cosx — bsinx  (a)

[y’c =—2Ke ™ +2+ 0+ (5x— 5+ 1)e™ —3cosx—2sinx  (b)
¥ vériflant (E) on a d'une part: (a) + (b) = 2y; + ¥'; d'autre part = (@) + () = g(x).
Cequidonne : g{x) = 4(x + 2) + (7x = 6)e™ +cosx —Bsiny. Bt D, = R (1)

Corrig-DZ (06 points)

Soit les deux équations diff¢rentielles sulvantes :

(x=1" =y = =yp+ir (Ez)
dy —xy’+x' = T -x+d (B
1) Donner pour chacune des déquations différentielles (E,) et (E3) les caractéristiques
relatives aux notlons sulvantes : ordre, 1% membre, coefficdent, 29 membre, linéaritd,
equation assoclée, solution et ensemble de solutions. > _

2) Soit F une primitive de la fonction f sur 'intervalle non vide [ de B Donner la relation gui
doit lide F et f . Pourguol dit-on que F est « une » primitive de f sur I 7 que peut-on dire de
la fonction x == F(x)+ C.CERT {1.5)
®  La relation liant £ ot f estla suivante s F(x) = f(x).¥x € .
o Onditgue F est o« goe s primitive de £ sur f car elle n'est pas unigque. En eifetona:
¥( € R; La fonction ¢ — C + F(x);x €  cst primitive de f.
* On a blen sirvr e LFOD+C) = Fx)+C = flx)+0 e (Flx)+C) = fix)
P f, sur |, posside une infinité de primitives, différencides par © une constante
réelle arbltralre.

3) Soltla fonction paire £: & — B , démontrer que :wb & B, [ f(x)dx = 2 [ f(x)dx. (15)
En posant: Iy = [ Fdu k= [ F)dx by = [, f(x) dx
La relation de Chasles permet d'écrire [y = [, fix}dx + [ fOdx = 5+ 13 .
Il suffit de montrer que Iy = I} en utilisant I'hypothése de parité entre autre.,
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Considérons x + @(x) = —x. Comme (¢ (x) = =1,¥x € R) = (p ™ surR),
7]
—b 0 b
sion considére f; = [1, f(x) dxona (8 }E r:xf: .f[-x) [ paire i-:!.-

pll)=pix) = p(=h) = 0=splx)sh
Om déduit de (a) et () et (c) que ) = f(=x) - flx)= f[ﬁ{r}}

Sion pose u = @lx) on dédult du = @'(xddx cestd dire du = —dx Mintégrale 15 devient :
Ir= f_“hf’(xj dx & I = —j'::f:]f[w{x]} (—dx) = I = —_[:_f{u] du = I =j’:'f(u}du.
Conclusion :
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Considérons x »= g@lx) = =x. Comme EIPI(IJ ==1vYrER) = (psurR).

@}
bsxs0 ()
(x) = f{=x) [ paire (c)

0} = plx) = p(=b b=splx)=b

On déduit de (@) ot (b) ot () que Péx;= ;fﬂ v(=b) : f{r}w= _rl:w{r}}
Sion pose u = glx) on dédult du = @'(xddx cestd dire du = —dx Mintégrale 15 devient :
5= [0 ) dx = 15 = =[5 f(9(0) (~dx) & i == [} o) du s 1 = [ F(u) du.
Conclusion :

Sion considare I = I_', fix)dxona (H}[}

h +h b
Iy =I5 + I} =L Flu)du +If =21}, vheR = L Fix)yde = zL flx)dxe.vbeR

4) Citer les différentes méthodes permettant de calculer une primitive ou une intégrale. (1.5)

Les méthodes peuvent se résumées 3 ;
Le tableau des primitives ; le tableay des dévivies ; Iintégration par parties ; le
changement de variable ; Ia relation de Chasles ; les propriébés des intégrales ; les
relatons trigonométrigues ; la régle de Bloche | la décomposition de fraction rationnelle
en Gléments simples. Compléter un caceé cas ol (4 < 0.

Corrigé-03, (06 points)

1) Trouver les prim!ti\'ts des fonctons sulvantes aved leurs domalnes de définition :

filxl=
Primitive de : fi(x) =

ifalx) = ""'"' i falx) = ¢" cosx (3x1)

=.' x_,lﬁ
-

A= ({—1¥—-4[1)-2)= 32#{1* :zjl.'lm] ¥t —x—2=(x—2)x+1)ce qui

s = A # _H.-h!’llﬂ'.l-—!.!!
donne : fi(x) = [11‘]{:1:1) T ED - G-anen
ce qui donne, par identification, un systéme de 2 équations & 2 inconmues A et B :
A+B = <+l +A+8 = 1 B = 2/3 { = 2,!'!
de o o ke 15 o -1 A

1 1 2 1
Flx) = I.ﬁff}d-‘f EEIH"I‘*E[mﬁ =§Inlz -2 +§lnlx +1l+C

T
Ce qui peut s"éerire : F,(:]=—Tn|£r—21{:+ P +CeeRxeqv]-L2]
v |2: +oa]

Primitive de: f3(x) =

On remarnque ; j";[:r]

(1)

m: - [ e £

2—emly  p4{l-cesls)  féuinlx

Falgant le changement de varfable : u = sinx = du = cos x dx on arrive & :

Fylx) = [ flx)de = [ =222 jm_ e[ =C+Arctg(sinx),CER] (1)

Tésinsx
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Primitive de :f3{x) = ¢" cosx

Fi(x) = [ filx)dx = [ ¢* cosxdx ; en utilisant la méthode LP.F, on pose :

u =ev=cosx = u=e"v =—sinxcequi donne :

Filx) = e"cosx + [ e sinxdx (1)

On continue avee |P.P pour calculer [ e sin x dx et on pose :

w =gy =siny=sw=e"y = cosxcequidonne:

Jetsinxde =" sinx - [ e cosxdre = [ e sinxdre = e* sinx - F(x) (2)
FYAI2 )= Flri=eFrocr+eosiny =E0x) 3}



Ce qui peut s"éerire 1| Fy (x) _-mux x+ 1 +OceRmaed v]-1:2]
W |2; 4|

Primitive de : £(x) = “}
coR T ool —_ M X
I-omiz  1+{l-ooniml  lemnix

Falsant le changement de variable : 1 = sinx = du = cosx dx on arrive a:
Fylx) = [ fulx)dx = [ S22 = [ 2 o [F(x) = € + Arctg (sin2).CER| (1)

On remargue : _f;[.'l!] =

t4sindx
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Primitive de :f3{x) = " cosx

Fylx) = [ fy(x}dx = [ e® cosx dx; en utilisant la méthode LP.F, on pose :

U =eiv=cosx=u=e* ;v =—sinxcequidonne

Falx) = e cosx + [ e  sinxdx (1)

On continue avee LP.P pour caleuler [ e sin x dx et on pose :

w =ehy=sinr=w=e¢%y = cosxcequl donne ;

Je'sinxde =¢"sinx— [ e cosxde = [ e¥sinxdx = e¥ sinx — Fy(x) (2)
(1A[2)= Fi(z)=e"cosx +e" sinx — F(x) (3

(Ne=2R(x)=c'cosx+etsiny = |F1(.r:l = %e*{cﬂsx+s!n:r}+ C,CE Il (1)
2) Caleuler les intégrales sulvantes.
h = J-'; "-'J:!iiﬂ“'t(-'} [n{xz +1) EDﬁ“{I}Id,r_' L= ..[_T P i .[...,! mnd(x) ™ dx

=" - (Gxl)
Calcul de Vintégrale : [; = [7. e** sin™*! (x) In(x? + 1) cos*™(x) dx > l

T
Errrur: @* au lou de #2* rendant la fonction 3 intéprer non-lmpaire | Bone : ly = 0

Caleul de lintégrale : 1y = _F_T ey _r: tan*(x)e"™ " dx. 1 pt
On sait :]ulr_l'h flx)dz = —_]r: fix)dx donc on peut écrire ;
_f" T dy 4 _I',_'li tani(x) ™ T dx = I,:'{l + tan® (x))e™ ® dx or on sait que :
I{hn x) = 1+ tan® (x) ce qui donne pour &, = I::[h.ur]'e““' = [ * |} |a fonction

tangente fmntimpaire on trouve : ([, = g0 1 — p=tenl |

Caleil de Vintégrale : I = ; = uﬂ‘d’.x. ipt
Méthode 1 : Remarguons que :
1 = 1 §4sin 5 - 141im w " §+uin ¥ = Hu:a-t - 1 d‘uu
l=dinr l=ains léminr “-m.l}{lhl-u.:] I=uwin?r o o m’t
1 0 sin a i= ¥
‘:"fa {ma,. mz,}dx .F"m: d.'l:'-l-f m;, |n“'ﬂ—rﬁ J- l‘:":}’

Enposant u= —cosx = du = sin xd.‘: ctona:

[—cos 1) oy 1 _ =24
“—{—ms::lldx Imﬂ"'—:lul H= —3#1 I'" ] IWS.'I.'!

d'od le résultat: [y = [tanx + :w:lf,ﬂ mais la tangente n'est pas définie en — 2
Il ¥ & une indétermination a lever a Paide des Développements Limités et des limites ..
Méthode 2 : changement de variable classique.

2dt
di =—= Zult
_ x L#gt . 1 _—;
ﬁnpml—nn(J={ﬂnx= 2 :equldnnnt. ni'r-—,,-—l Ly "“_",'“
Ltd

tan 0 v !
:an‘r. =2 e =25 =2(1-5) =1, 000 [=T1],
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Exercice-01. (G2 /12 pts = £ x & pts ;conclusions ;: 2pts=2x0.5pt +1pt; Présent: 1pt)
Résoudre sur [ © B[ intervalle de B non vide, I'éguation différentielle suivante :

Y +2y=(2x+1) -3¢ +Scosx (E}

Exercice-02. (66 /12 pis = 2 x & pis ;conclusions : 2pts=2x0.5pt +1pt ; Présent: 1pt)
Résoudre sur | € B [ intervalle de B non vide, Méquation différentielle sulvante :
J.-' - Sy(x = 3) - 3¢ = asinx {Eq)

1) Ecrire I'dguation différenticlle (£,;) sous la forme canonigue @ my (¥) = m;(x) (E)
2) Ecrire 'tquation différentielle homogéne associée & (E),
3} Résoudre sur { 'équation différentielle (£7).

Exercice-03. (Gl /12 pts = 2 x 6 pis ;conclusions : 2pts=2x0.5pt +1pt; Préscnt: 1pt)
Résoudre sur [ © R, [ intervalle de R non vide, I'équation différentielle suivante :
Iy +2cosx—e" =x—y+4sinx (Ey)

1) Peut-on écrire Méquation différentielle (£y) sous la forme © f(y)y" = g(x). Si oul, comment se
nomme, alors, une telle équation différentielle.

2) Ecrire Uéquation différentielle homogéne associée a (Ey)

3) Ecrire le second membre de 'équation différentielle (Ey ).

4y Résoudre sur { 'équation différentielle (£ ).

Excrcice-04. (G4 /12 pis = 2 x 6 pis ;conclusions : 2pis=2x0.5pt +1pt ; Présent : 1pt)
Résoudre sur | © B[ intervalle de B non vide, I'équation différenticlle suivante :
4y —sinx—p" =xe" = Iy 4+ dcosy (Ez)
1} (E.), est-ce une équation différentielle & coeficlents variables ? Donner ses coefficlents,
2) (E;), est-ce une équation différenticlle & variables sépardes 7 5 oui l'écrire sous |2 forme qui
le prouve.
3 Ecrire I'tquation différentielle homogéne associée & (F, ), puls son second membire,
4) Résoudre sur { |'équation différentielle (),

Indcaticns
Vieuller grvoncer of gisinoues s dtapes Ov rasooneenent. Laifer ey moolications & Maoe oo Droceddn. ISITTSING Doyques, tatnsons
Monimes, proprstis ou Mg rigerionds. &f ponolae B repondent § 45 guestion posds Me pas oubler de mentonnes i muee de chague
BRI o gshon ratde
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F554 | Dipartement de Mathdmatiques Test-1f 52 (1h 049 :
Exercice-01. (G2 / 20 pts = (14 pts +1 pt) +3 pts +2 pts)
Résoudre sur [ € B, [ intervalle de B non vide, l'équation différentielle sulvante :

¥ #2y=(2r+1)—3e% +Scoxx (E)
Corrlgé-01. Exo-01/G2 ; Exo-03/G1 ; Exo-D4/G4
Reésoudre sur § © R, [ intervalle de R non vide, I'équation différenticlle suivante ;
#ix}
y'+2y={?.t+1}—3e”+$cns.r (E]
On prendra, comme forme générale du second membre de (£) la fonction de référence « g »
définle par trois parties matérialisées par un polynéme, un polynime fois une expanentielle, une

combinaison linéaire en cos x et sin ¥ de paramétres réels fixés comme suit :
glx) = (Dyx + Dg) + (Eyx + EgJe™ + Tycosx + Ty sinx (Eg)

Pour l'exemple (£)

Les exercices 01, 02, 03, 04 tralte de la famille d'équations différenticlles ayant les propriétés :

o  Equation différentielle [inéaire : woir (my ) a coelficlents constants : voir (my ), de second
membre de la forme générale : voir (mg] :
fmg) fimg)
¥ +ay = (dyx+do) + (eyx +ede’™ + 8y cosx + tg sinx (By).
Le procédé de résolution de 'équation différenticlle (£) se déroulera on trois éapes: 1.5 pt

a, Trowver la solution générale v, de I'équation homogéne (£, ) associce a (£). 0.5 pt
b. Trouver une solution particuliére y, de 'équation avec 2* membre (E). 0.5 pt

¢ Conclure en donnant la solution générale yp = 3, + ¥y, du probléme (£).  05pt
Résolution selon les trois étapes a) b et c)
a. L'équatlon homogéne (£, ) associée & (E) s'écrit :
Y +ay=0 (E)
La suluﬂml_gﬁ néra_l:’.- de (E,) sécrit sous la forme sulvante :
[v=ke== ke RixelIcR (5)]
b Unesolution particullére ¥, de I'équation différentielle (€ ).

Le principe de superposition impose, la forme du 245 membre que y, soit:
L ¥ = iy + ¥ap + ¥ap (P} avec lidentification :

[;rl,,{x} = dyx+dg
2

Yiplx) = (egx 4 eg)el
yiplx) = teosx+irgsinx
Dot le systitme () d'inconnues ey, oy, 1, &, ¢y, 8y, 4 résoudre |

Vip Fay, = adyx + adg+d; = Dx+D
)iy +ayy = (aex + agg+e)e’ = (Eyx+ Egle
_,P' +ayy, = l(ap+pleosx + (alp—n)siny = Tycosx+Tysinx
Les systimes (5) dinconnues dy, dy /1 eg,ey S8y issues de (5) s'écrivent ;
= I =
ad, = I} atp+tyg = Ty
5 [ = 571 06 = E 51[ =
adp +dy = by acy+8, = Ey atg=t, = Ty
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La solution est:
dy = a™p N Bk tp = (1+a®)'(aTy+T)
gy = a@-an|] T U5 sl = ato-7
e = a (D 1 0 = g iE,-e) 1 R

Les données indlvidualisant chacun des quatre exercices proposés sont :
(m;) alx)  (Ex)

Exercice | ¥ +ay | Dyx+ Dy (Eyx+ Eglet™ | Tycosx+Tysinx | (Ep)
Bxoref | | a | 0, [0, | B [ B[ L | 1 | 7 [(E)




Hily = & ae = £ ity +ig = 1y
8 ado +dy = Dy e L'y ‘:ﬁ = E':; | S! imﬂ =h-® % |
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La solution est:
I = L
d; = ﬂ-1ﬂ| -] te = (14 ﬂl}'-l{ﬂ'ru + Ti]
B 510 = a'E 5
1tdﬂ = a7 -dy) 1{% = -::"'I{E'u—ﬂ} J{H = aty—Ty
Les données individualisant chacun des quatre exercices proposés sont :
(my) glx)  (Eg)
Exerclee | ¥ +ay | Dyx+ D, (Eyx+ Ep)et™ | Tycosx+Tosinx | (Ep)
Exo-ref a | o [o T TE & T, | T (5
Exo-01 4 2 1 0 =3 1 5 0 (E)
Exo-02 =5 | =1 ]| 3 0 | =-1]| 2 a A (En)
Exo-03 13 173 o | o (130 1 | =2/ | 4/3 [ (E)
Exo-04 172 0 o0 14 (3/4] 1 1 1/4 (E;)
Valeurs obtenues pour chague exercice :
(I =L Iy=1
Uy = ﬂ_1ﬂ| s ley = a1 E, g tg = (1+a%) (ﬂrq + T:,}
*t L:u = a ' Do=d)| les = a(Bo—ey) ! jzl = aty—-T,y
Pour l'exercice-01 ¢
Exo-rel [ Dy Dy E; Ey L Ty To [EF.}-
Exo-01 2 2 1 0 -3 1 5 0 (&)
i = 5
5 [ . e Qi 540 = a’lE 53 [tu = o +“a:} L
dﬁ - z-'(l - 1} =0 € = ﬂ_"{Eu s '.] ty = aly a
Fip ¥ip ¥ip

¥p = by x4 byg + (c20 0 + £3p)e82* + 4y, cosx + dy, sinx

Yp=1lx+0+(0x- 3/2)e™ +5/2co5x + 5/ 4 sinx

Exo-ref i du. diﬂ dn dn & d‘ l'.!‘ {E‘}
Exo-02 -5 =1 3 0 -1 2 0 a (Eq)
gy = 0/=5=0
by, = -1/-5 A P dy, = (0+a)/-10
il = @-1my-s |28 - TS [Sla, = 0-a)/2
Fip ¥ip Yip

J"p = b"_x + ﬁ“} + {l:':"_I + fm}ﬂ'l}z + d_‘p o5 X + dhﬂﬂ.l:
Y= (1/5)x + [—%) +(0x +i~] elf — (af2) cosx — (a/10) sinx

Les équations ou systtmes d'équations obtenus donne pour (E) :

7
Iy,{x} =x—e'+ zcosx+isinxixelil=R {S‘,]I

¢ Une solution générale de I'équation différenticlle (E) s"écrivant sous la forme :
¥(x) = yul(x) + ¥p(x)
On en déduit le résultat final : La solution de I'équation différenticlle (£) s'éorit:

|y!r}=ka""+x-e‘ + E_cnsx+§ﬂn.r :k,xEI:.'=RI
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Vérification :
T T | - et + Ecusx— E.ﬂ'lll‘
18 14
2y(x) = +2ke " + 2x —2e" + - €05 X + ?.sfn x

T e 0 4%+ iY=32%4 Eracy 4 'elgy
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Viérifcation
y W= _ppe 4 - e+ Em:x— Es!nr
18 14
29(x) = +2ke™ + 2x -2 + < cosx + -El-sin x
¥y 4+ 2y(x) = 0 +(ix+1)=3e"+ Scosx +sinxy

L'équation (E) est donc vérkflée! {proceter de ts mime musibre poor (£,) et (£,1).

Exercioe-02. (66 /20 pts = (14 pts 41 pt) 43 pt= +2 pis)
Résoudre sur | © B [ intervalle de B non vide, l'équation différentielle sulvante :
¥ = 5y(x—3)— 3’ = asinx (Ey)

1) Ecrire I'équation différenticlle (£q) sous la forme canonigue @ my (v) = mg(x) (E)
2) Ecrire 'tquation difftrenticlle homogéne associée & (E),
3) Résoudre sur{ "éguation différentielle (£).

Corrigé-02,
Résoudre sur / © R, ! intervalle de B non vide, l'équation différentielle suivante :
¥ = 5pl(x—3)— 3™ = asinx (Eq)
Remarquons qu'll sagit d une équation différentielle linéaire, d'ordre 14 coeficients variables
1) Ecrire 'équation différentielle (Ep) sous la forme canonlgue @ my(y) = my(x) (E)
A= 2 ; : my) = y =5(x~3)y
(Eal ey =5(x =3y =3¢ + asinx (F) = M) = 36 4 asiiz
2) Ecrire I'tquation différenticlle homogéne associée a (E).
(E\) =y —5(x-3)y=0
3) Résoudre sur f |'équation différentielle (£).
Le procidé de résolution d'une telle équation difftrentielle se diéroulera en trols étapes
a. Trouwer, sur |, la solution générale y, de Méqguation homogéne (£, ) associée a (£),

b. Trowver une solution particulibre ¥p de Péquation différentielle (£,
¢ Conclure en donnant la solution générale du probléme (£)

a la suhlmcm générale vy de 'égquation homogene (5, ) s'éorit:
¥ =5x=3)y=0 (£}
La solution générale de (), ) s"écrit sous la forme suivante :
En posant a{x) = =5{x — 3). 51 A est la primitive de a on dédult gue ;

Alx) =fu{.t):tr +rp= -SI{I = 3)dx + ¢y = A{x) = =5 (-11;:1 - 31)-&- co
(Ex) u%l:E{x'—S} = ny =- [a(x)dx + ¢ =—A(x) + c d'oit:

yo= p=lalie y= Kp=Aled o y= Ke=Aln ey = Ke¥ 2= i = 4p*

y= kel ) ke Rreli I=R (5]

Virification :
¥ Sp 3 ’ E

Y =KE(x* - 60) e ) & y' = 5K (x - 3) ") ot :

¥ =5K(x=3) [.'lf::""‘“‘II

= y — 5(x — 3)y = 0. Donc (E,) Vérifiée |
—S(x - By = ~5K(x - 3;e5{"“‘1‘ !
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b. Unesolution particuliére y, de l'équation différenticlle (E).
L& principe de superposition impose, conformément au second membre que ¥, soit
composée ¥~ ¥1plr) = co™; x e yap(n) = ce®; &~ yap(x) = peosx + f sin v, de
sorte que ¥, = ¥ + 32 + ¥ (P)
Alnsi on arrlve au systéme dinconnues a, b, ¢, gt et ff suivant i résoudre :
{}rl, +2¥p = dx+1
(E}es s ¥ay +2¥p = —3e°



Epy)ES==ax—a)ain)y =—jadiX)}dy +rC=—A(X)rcdou:
¥ = a= AT y = Kg-Alr} o y= Ka-Air) sy= Keixlx=2). f = 4o

F]
y=kei* ) ke Rixel I=R m}]

Vérification ;
G Ef 2 ¥ L
y = H{% (x2 = 6x)) ¢ ") o " = SR (x — 3) o3 %) d'odi:
y' = SK(x —3) a3i*-59)
—5(x — 3}y = —5K (x — 3)eTl* 67)

= 3 = 5(x =3)y = 0. Donc (£,) Vérifiee |
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b Une solution particuliére y, de l'dquation différenticlle (£).
Le principe de superposition Impose, conformément au second membre que ¥, soit
composée ¥ = y.(x) = o™ x vy (x) = e x e ¥iplx) = peosx + fi sin x. de
SOrie que Y, = ¥ip +}r!p +¥ip P
Alnsl on arrive au systéme dinconnues a, b, ¢, g ef ffsulvant i résoudre :

Yip +21p = Ix4+1
(E) = ;.r;,,,l+zyz, = —3e*

ap T 2¥ = Scosx
(ax+0) +2(ax+ ) = Zxr+1
[(E) e (ee*) + 2{ce’) = =3e*
{peosx+Fsinx) + 2peosx + Tsinx) = Scosx
+2ax+2b+a = 2x+1 (1)
{E}ﬁ{ 3ce” = -3¢" (2)
(Zp+ B)cosx+ (2f —u)sinxy = Scosx (3)

La resolution est;

(1) 2 polyndmes sont égaux &1 les coefMcents d'une méme puissance sont égau,
(2) Les coefficients de x ~ ¢ sont égau

(3) Les cocfficients de x v~ sin x ainsi que x = sin x sont égaux.
Ce qui donne les équations ou systémes d'équations suivants :
W, =2

2b+a = 1
() e=3c=-3=[c=-1]

W4f = 5 _[~4m-28 = -10
=iy < 1=l = 1 == 75
Conclusion : La solution particuliére (P) s'écrit donc:

Iy,{x] =x—pg'4 Ernsx +%sinx iITElRI=R (S‘,][

. Une solution générale de I"équation différentielle {£) s'écrivant sous la forme @
¥ix) = 3y lx) + 3, (x)
On en dédult e résultat final comme suit :
Conclusion :

La solution générale de Véquation différenticlle (£) s"écrit :

yixd=ke " +x -+ Ecas.r+5.ﬂn.r ikxell=R

Vérification ;
¥ = e 4 - gt Ems.r-%ﬂnx
1B 14
2y(x) = +2ke™" + 2x —2e" +—cosx +—sinxy

5 g
¥ 4 2y(n) = 0 +{2x+1)=3¢*+ Scosx +sinx
L'¢quation différentielle{E) est done blen vérifiée !

lndiacces
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Corrigé-01. (15 pts dont 1 pt/présent et Spis dont 2 pf présence, 3p/ participation)

1) Qu'appelle-t-on intégrale indéfinie. Qu'appelle-t-on primitive dane fonction § définie sur un
intervalle | € R;l = @7
Une intégrale indéfinic estune fonction connue i une constante prs.
l.ln;primlriw d'une fonction f:1 = R estune intégrale de f notée Fi [ = B qui vitrifie -
(x)=flxhvzel
Donner wne condition sur f qui garantit Pexistence de la primitive de [ sur |
81 f: 1 — B econtinue, F: 1 = B primitive, existe et {C + F) est auss] primitive de f,vC € B

2) Calculer les primitives des fonctions suivantes.
filx) = Inxi fole) = T2 e 07 1(0) = 1+ tg i ful) =
* Calcul de Fi{x) = [ Inxdx: .
Intégration par parties, avec le changement de variable : [‘:' : I:t:t = :- : :H'
Ona: [u'vde=ww—[u'de= [Inx dx = xlnx - J:id‘.r =xnx—x+C

Concluslon :
Fixl=x(-1+nx)+C.CER

LT T

=% pim s x) "

o Calcul de Fy(x) = —3 [ S e 0r gy

Ce qui donne : B (x) = -;. [(x+1)e ™ **dx

Sachant qu'on peut écrire : x + 1 = = 2[(=2x + 1) - 3] Vintégrale Fy(x) devient:
Flx) = EII['h + 1) = 3]e=" ** dx , ce qui montre que :
-I,EF'.'{I] = [(-2x + 1]:"! My —-3f ey £ T

En posant u = =1 + x on trouve du = (=2x + 1)dx et par suite a :
Jt=2x+ e *rdx - [fetdu=e""tr,
La fonction f(x) = & ** gst une fonction composée des fonctions f. f2, f1. fi

xe filx)=x x s folx) =t
x e filx)=x—x? ¥ fylx) =
x = f(x) = [IA) = f2(x)) . fonction composée done difficile 3 intdgrer d'od :

Conclusion :
On a le résultat partiel : sz.ﬂ*:Er"*‘”’ ._.;J' ey 4 CCER

o Caleulde: Fy(x) = [(1+tgx)dx:
On peut écrire Fy(x) = [ 1dx + [tg xdx = x + [ ==dx. En posant u = cos x,ona:
du = = sinx dx d'oi: [ Zldx = —Iﬁ (—sinxdr) = -I%du = —Inffii|
Conclusion : Fy(x) = x — Inlcosx| + C.C ERix € ![zk - D32k + 1}§|..l.- €L

A EvEdod ¥

e Caloulde: Fyx) = [ BT
Siu=xsinxalosona
du = %i: = (x sin{x) + xsin (x))dx = (sinx + x cos x Jdx d'od 4 I'aide de co
changement de variable Fy(x) = [ Sdu= -2+ C.CeR

dx
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Conclusion : F(x) = -,_:m-:--:'.- CER

3) Soitla fonction impaire f: R = B etsolt Uintégrale définie : 1, = f_‘: flxldx chae R
Emn utilisant le théortme de changement de variable, démontrer que : [, = 0; ¥a € R.
Remarquons que [, peutséerire |, = jl flxddx + _f;' Flx)dx. En posant :
I =10 fie)dx et = [ f(x)dx,onaly = 5 + 12
Caleulons I en fonction de I :
Ona: (f estimpaire)s= (¥x € R f(x) = —=f(—x)) donc on peut éerire -

I7= [ fl—x)(~dx) (ED).



W PR EREH R I"juj=_| LR "I'J b A A AT J_ﬂl Hafl pRulElh M = R Ay W
du = = sinx dx d'oi : jm*n‘xn —J'—{—sinxd:} = —J'-du = —Inii|
Conclusion : Fy(x) = x— Injcosx| + C.CER;x £ I{Zk - 152k +1) 2[1.& eZ

BIE E#E 04 X

o Caleul de P}fl’}=.|- sl gini{z) dx

Siu=xsinxalorsona
i = ";“d.t = (x' stn{x) + asin’ (x))dx = (sin x + x cos x Jdx d'oli 4 Vaide de ce
changement de variable Fy(x) B_r-ui’-dl! = -E‘I‘ C.CER.
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Conclusion : Fy(x) = = ———+C; CER
3} Soitla fonction impaltce f: R — B et solt Mintégrale définle : I, = J'f: flxldx oiae B
En utilisant le théoreme de changement de vadable. démontrer que : [, = 0; va € B,
Remarguens que [, peuts'éerire ], = j:'u flxddx + fuﬂ Flx)dx. En posant :
I = 0 fdx et = 7 pddx,onal, =I5 + 13
Caleulons I en fonction de 17 :
Ona: {fﬂrst impaire)=s (¥x € R, f(x) = =f(—=x)) donc on peut éerine :
Iy = [2, f(=x) (=dx) (E1).
En faisant, lo changement de variable suivant: (n = @(x) = =x),

la dérivée de p s'écrit: p'(x)= -1, VrER
Prouve que ka fonction @ est décroissante sur B et par suite on déduit pour (£, ) que :

= iiﬂnj =gllspx)spl-a)=0susa
En utilisant e théoréme de changement de variable, égalité (E1) devient ;
o= ::f:}f{q;[z}} dp = [ flu)du = = [ flu)du = =12, ce qui montre que ;

==l +1t=10
Conelusion : _]' * Flxlde = 0;¥ae R

4} Calculer les intégrales sulvantes.

1 g M dibm=1)

L] ¥ .
L= j'_” sin'xcosxdx; b= -r-:F sinfxcosSxdy; y= = T A

» Calculdef; = _f_t;]r sin’ x cos x dx,

Méthode par changement de variable, Solt i = sin(x) = du = cos x dy et [jdevient:
b= Sy du = LS00 = Slsint(10) + sin* (1))

Conclusion f; = [sin*(10) + sin*(11)],

e Caleuldel; = | _f:: sin® x cos® x dx.,
Le résultat en 3) aveca = 2° A f(x) = sin® x cos® x, donne de la méme manitre :
vx € R, f(—x) = (—=1)*sin® x cos®{—x) & f(x) = —=f(—x) = [ impaire sur B
Par sulte on obtient le méme résultat f; = j" flx)dx =0

Conelusion = 1, = [, sin® x cos®x dx = 0.

e ledile=-1)

o Caloulde by = [ Z———dx.
Ici, il s"agit d'un simple calcul sur l'exponenticlle, gui donne @

3 i gt} 3 i1 ¥ I
=3k et =3 Gemdx =3 1x =5 xh =5

Conclusion ¢ Iy =<
Indicatioss
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