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Introduction

De nos jours, la méthode des éléments finis est reconnue comme l'une
des principales méthodes d’approximation des problémes aux limites ellip-
tiques, mais aussi paraboliques et hyperboliques. Incontournable en mé-
canique (fluides, solides, interactions, structures), elle a de nombreuses
applications dans tous les domaines qui impliquent des équations aux dé-
rivées partielles. Flexible, elle peut traiter des problémes linéaires ou non-
linéaires, dans des géométries quelconques définies en dimension 1, 2 ou
en dimension supérieure.

Comme toute méthode de Galerkin, le principe est de projeter sur un es-
pace de dimension finie V},, soigneusement choisi, la formulation variation-
nelle associée a ces problemes et initialement posée sur un espace V.
La solution approchée se présentant comme une combinaison linéaire des
éléments d’'une base adéquate dans V}, C V, le probléeme approché se ra-
meéne a la simple résolution d’'un systeme.

Dans le premier chapitre, nous introduisons le cadre fonctionnel dans le-
quel les formulations faibles de toutes les équations aux dérivées partielles
gue nous considérerons seront posées. Nous commencons par le théo-
reme de Lax-Milgram, résultat fondamental et systématiquement utilisé par
la suite pour étudier la solvabilité des problémes continus. Dans ce méme
cadre, nous présentons la méthode d’approximation de Galerkin, prouvons
I'existence d’une solution approchée et établissons le lemme de Céa, autre
résultat important et de grande utilité pour la suite.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I'analyse de la méthode des éléments
finis dans le cas de problémes unidimensionnels. Commencant par des
éléments finis linéaires, nous définissons un maillage de l'intervalle €2, un
sous-espace Vj, associé a I'approximation de H'(Q2), les fonctions de base
correspondantes et établissons I'existence d’une solution au probléme ap-
proché. Nous considérons ensuite I'opérateur d'interpolation associé, défini
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4 INTRODUCTION

de H!(Q) dans V}, et étudions ses propriétés. Ces résultats sont alors utili-
sés, conjointement avec le lemme de Céa, pour analyser la convergence de
la méthode et établir des estimations d’erreur correspondantes. La résolu-
tion effective du probléme approché étant fortement liée avec les propriétés
du systéme linéaire associé, nous analysons le comportement du nombre
de condition de la matrice principale par rapport au paramétre de discré-
tisation h. Cette premiére partie se termine par I'application de tous ces
résultats au cas du probléme de Poisson.

La deuxiéme partie du Chapitre 2 suit, pas a pas, la méme démarche mais
rapportée a des éléments finis quadratiques.

Dans le troisieme chapitre, nous considérons le cas de problémes bidi-
mensionnels. Afin de simplifier la présentation, seul le cas d’éléments finis
linéaires est analysé. Comme dans le précédent chapitre, nous commen-
cons par définir une triangulation du domaine et par construire les espaces
approchés associés selon la technique classique des bases de Lagrange.
Les propriétés de ces fonctions de base globales sont étudiées et le lien
entre leurs restrictions a un élément fini et les coordonnées barycentriques
de celui-ci est établi. Le probléme global se ramenant ainsi a un probléme
local, nous étudions les propriétés de I'application affine qui a chaque élé-
ment de la triangulation associe un triangle de référence. Nous introduisons
ensuite les opérateurs d’interpolation et établissons les estimations qui se-
ront utilisées pour I'analyse de la convergence de la méthode et I'estimation
d’erreur correspondante. Nous finissons le chapitre par une application a
I'approximation du probléme de Poisson. Aprés I'étude de la convergence,
nous montrons comment calculer effectivement les matrices élémentaires
associées, et revenant du local vers le global, comment assembler la ma-
trice.

Ces notes ont fait I'objet d’un cours donné dans le cadre du Master EDP et
Applications, durant le premier semestre de I'année scolaire 2016-2017, au
niveau du Département de Mathématiques de I'Université Mohamed Sed-
dik Benyahia de Jijel.



Chapitre 1

Problemes variationnels
abstraits

Nous commencons par dresser le cadre fonctionnel général fourni par le
théoréme de Lax-Milgram qui permettra d'étudier la solvabilité des pro-
blémes aux limites que I'on va considérer ultérieurement (typiquement des
problémes aux limites elliptiques). Nous présentons ensuite la méthode de
Galerkin qui fournit le cadre abstrait d’étude de la convergence de I'approxi-
mation de ces problémes aux limites par la méthode des éléments finis.

1.1 Probleme variationnel

Les formulations variationnelles de la plupart des problémes aux limites

gue I'on aura a considérer s’écrivent sous la forme générale suivante
Trouver u € V tel que a(u,v) = F(v) Yv €V, (1.2)

ou V est un espace de Hilbert dont la norme et le produit scalaire seront
notés || - ||y et (-, -), respectivement.

Les hypothéses sur a et F' sont comme suit.
1. a:V x V — R une forme bilinéaire.
2. a est continue, c’est a dire gu'il existe M > 0 tel que
la(u, v)| < M [lully [lvlly V(u,0) €V x V.
3. a est coercive, c’'est a dire qu'il existe o > 0 tel que

a(wu)| > allul?  VueV.

5



6 CHAPITRE 1. PROBLEMES VARIATIONNELS ABSTRAITS

4. F est une forme linéaire et continue sur V (i.e. F' est un élément de
V', espace dual de V).

Les conditions d’application du théoreme de Lax-Milgram sont ainsi réunies
et permettent d'établir I'existence et I'unicité d’'une solution au probléme
variationnel (1.1). Plus précisément, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1.1.1 (Lax-Milgram). Soit V' un espace de Hilbert, ¢ une forme
bilinéaire, continue et coercive sur V et F' une forme linéaire et continue sur
V. Alors le probléme variationnel (1.1) admet une unique solution u € V.
De plus, on a I'estimation a priori suivante

lully < 2 1Flly
ou « > 0 est la constante de coercivité de a.

Démonstration. La forme bilinéaire a étant continue sur V, d’apreés le théo-
reme de Riesz, 'opérateur linéaire A défini par

(Au,v) = a(u,v) Yu,v eV

est continu de V dans V. La coercivité et I'inégalité de Cauchy-Schwarz
impliquent que

allv]l3 < a(v,v) = (Av,v) < [[Av]ly |llly
et donc
ol < LA, . (1.2)

Cette inégalité entraine que A est injectif. En effet, si Av = 0, alors ||Av||,, =
0 et d’aprés (1.2), il vient que |[v||y = 0, i.e. v = 0. De plus, la méme
inégalité entraine que I'image de A

RA) ={w eV |FweV,Av =w}

est fermée. Pour voir cela, considérons une suite (v,,), de V telle que Av,
converge vers w. La suite (Av, ), est alors une suite de Cauchy et grace a
(1.2), on obtient

v — vimllv < é |[Avn — Av |y,

i.e. que la suite (v,), est elle aussi une suite de Cauchy et converge donc
vers un élément v € V. La continuité de A implique alors que

lim Av, = Av

n—-+o0o
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et par conséquent Av = w. Ceci montre que w € R(A), qui est donc fermé.
Le probléme (1.1) admettra une solution si R(A) = V. Comme R(A) est
fermé, il suffit de montrer que si w € V' est orthogonal & R(A), il est forcé-
ment nul. Soit donc w tel que

(Av,w) =0 YveV.
Alors, en particulier, on a
0 = (Aw,w) = a(w,w) > afw|}

et par conséquent w = 0. O

1.2 Méthode de Galerkin

Lidée de base de cette méthode est d’approcher les éléments de I'espace
V par ceux d'un espace V}, de dimension finie, ou h est un parametre réel
positif caractérisant la discrétisation et destiné a tendre vers 0.

La méthode des éléments finis, que I'on va considérer dans le chapitre
suivant, est une méthode de Galerkin particuliére possédant des propriétés
qui la rendent spécialement intéressante pour la résolution des problemes
aux limites.

Soit V;, une famille d’espaces dépendant d'un parameétre positif i, telle que
ViV, dimV, =N, <+ Vh>D0.

Le probleme approché est tout simplement le pendant discret du probléeme
(1.2). Il prend la forme

Trouver uy, € Vj, tel que a(up,v,) = F(v,), Yo, € V) (1.3)
et est appelé probléme de Galerkin.

Proposition 1.2.1. Le probléme de Galerkin (1.3) admet une solution unique
up, € V. Cette solution satisfait I'estimation a priori suivante

Huth < é HFHV’

ou « est la constante de coercivité.
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Démonstration. Vu que V}, est un sous-espace de dimension finie de V, il
est fermé. Muni du produit scalaire de V, V}, est donc un espace de Hilbert.
La restriction de la forme bilinéaire ¢ a V}, x V}, est continue et coercive
et la restriction de F' a V), est linéaire et continue. Utilisant le théoreme
de Lax-Milgram, il vient que (1.3) admet une solution unique satisfaisant
I'estimation énoncée. O

Remarque 1.2.2. Lestimation a priori est uniforme par rapport au para-
métre de discrétisation h. Ce résultat garantit la stabilité de la méthode.

Soit (¢i);<;<n, Une base de Vj, et considérons le développement de la
solution de (1.3) dans cette base, i.e.

Np,
Up = Z Ui Qi -
=1

Proposition 1.2.3. Le vecteur U, = (ug,--- ,uNh)T est solution du sys-
teme linéaire
ApUp = By,
N T
ou Ay = (a (Spj7 Spi))lgi,jgNh et By, = (F(‘Pl)v T 7F(80Nh)) .

Démonstration. Dans la formulation variationnelle du probléme approché,
on prend successivement v, = ¢;, 1 < i < Np,. Il résulte donc que résoudre
(1.3) est équivalent a trouver les N, coefficients (u;)i1<;j<n, tels que

Np,
a Zujﬂﬁj#ﬂi = F(pi) 1 <4< Np.
j=1
La forme a étant bilinéaire, il vient que
Np,
Zuja(ﬂﬂjvtﬂi):F(%) 1<i< N
j=1

et de maniére équivalente A, U, = By,. a

La matrice A;, est appelée matrice de rigidité.

Proposition 1.2.4. La matrice A, est définie positive. Elle est symétrique
si a est symétrique.
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Démonstration. Nous rappelons tout d'abord qu’'une matrice A € R™*" est
définie positive si

v Av >0 YweR" et v Av=0<=v=0.

Soit v € RNx, En utilisant la bilinéarité et la coercivité de a, on obtient

Np Np, Np Ny,

v A =)0 vialpe) vy =Y a(vies,vies)

j=1i=1 j=1i=1

Np, Np, Np,
=a E VjPj, E vip; | 2« E ViP5
j:l =1 =1

2
> 0.

Finalement, observons que si v’ A,v = 0 alors Zf.vzhl vip; = 0. Tenant en
compte le fait que (y;), forme une base, il vient que v; = 0 pour tout i =
1,---, Ny. La matrice A;, est donc définie positive. O

Remarque 1.2.5. i) Le résultat d’existence et d’unicité d’une solution ap-
prochée énoncé dans la Proposition 1.2.1, peut-étre prouvé de maniére
plus constructive en utilisant les Propositions 1.2.3 et 1.2.4, ainsi que le fait
gu’une matrice définie positive est inversible.

ii) Certaines propriétés de la matrice de rigidité, comme la positivité ou la
symétrie, sont indépendantes du choix de la base de V}, et dépendent ex-
clusivement des propriétés du probléme faible a approcher. D’autres pro-
priétés, tel le nombre de condition de la matrice ou le fait qu’elle soit creuse,
dépendent de la base choisie.

Le résultat suivant est fondamental dans I'étude de la convergence de la
méthode de galerkin.

Lemme 1.2.6 (Lemme de Céa). Soit u la solution de (1.1) et soit uy, la
solution de (1.3). Alors,

= ully < 5 inf flu— vy

Démonstration. Comme (1.1) reste vraie pour tout v, € V,, on a
a(u,vp) = F(vp) Yop € V.

En retranchant cette identité a (1.3), on obtient

a(u—up,vp) =0 Yo € Vi
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et donc

a(u—up,u—up) =a(u—upu—uvy)+a(u—upvy—up)

/

=0

=a(u—up,u—vp) Yoy, € V.
Tenant en compte la coercivité et la continuité de a, il vient que

aHu—uhH%/ <a(u—up,u—up) =a(u—upu—uv)

S Mlu—unly lu—woally  VYop € Vi
Par conséquent
Ju—unly < %HU_UFLHV Vo, € Vi
et donc
o —wnlly < & inf Jlu=only
Ceci termine la preuve. O

Le lemme de Céa montre que pour que la méthode de Galerkin converge, il
suffit d’exiger que, pour h tendant vers zéro, I'espace V}, "occupe" I'espace
V. Plus précisémment, il suffit que la condition de densité

li inf — YveV
Y il llo—wally W

soit satisfaite.

Lespace V}, doit donc étre choisi avec soin, de mode a garantir la condition
de densité précédente.



Chapitre 2

Méthode des éléments finis en
dimension 1

Dans ce chapitre, nous allons introduire les éléments finis les plus simples
considérés dans le cas unidimensionnel. Nous construisons des espaces
de dimension finis adéquats, engendrés par des fonctions possédant des
propriétés intéressantes. Nous introduisons ensuite I'opérateur d'interpola-
tion associé, estimons I'erreur d’interpolation correspondante et analysons
la convergence de la méthode. Des remarques finales concernant le condi-
tionnement de la matrice de rigidité sont aussi présentées. Les résultats
ainsi obtenus sont ensuite appliquées a un probléme aux limites de type
Poisson.

2.1 Eléments finis linéaires

2.1.1 Maillage et fonctions de base

Nous allons établir comment construire les fonctions de base de la méthode
de Galerkin de maniére efficace. Soienta : V x V — R une forme bili-
néaire continue et coercive et F' : V. — R une forme linéaire et continue.
Soit v € V la solution exacte du probléeme variationnel

a(u,v) = F(v), YvelV. (2.1)
Pour fixer les idées et simplifier la présentation, nous supposons que V =
H'(0,1) ou V = H{(0,1) (le cas d'un intervalle plus général peut-étre ana-

lysé par une simple adaptation des arguments développés ci-dessous).
Dans le cas du probléme de Poisson par exemple, ceci correspond aux

11



12 CHAPITRE 2. METHODE DES ELEMENTS FINIS EN DIMENSION 1

choix adaptés aux conditions aux limites de type Neumann et Dirichlet,
respectivement.

On introduit une partition de Q = [0,1] en N + 1 sous-intervalles |z;_1, z;],
appelés élements, de longueur h; = x; — x;_; avec

O=2y<z1 < - <2y <2N41=1.

On pose h = max h;. Lorsque les noeuds z; sont équidistants, le maillage
J

est dit uniforme. Dans ce cas
zj=jh avech= g5, 0<j<N+1

Par souci de simplicité, nous supposerons aussi que le maillage est uni-
forme.

Notre objectif est de construire des approximations de I'espace V. Nous
appliquerons donc la méthode des éléments finis afin de construire des
sous-espaces V},. La base correspondante doit satisfaire les trois critéres
suivants :

1. La base de fonctions est engendrée par des fonctions simples défi-
nies par morceaux sur chaque élément de la grille.

2. Les fonctions de la base sont suffisamment réguliéres pour appar-
tenira V. (Pour les probléemes qui nous concernent dans ce cours,
I'espace V est typiquement H'(0,1) ou H}(0,1).)

3. Les fonctions de la base sont choisies de sorte que les paramétres
définissant la solution approchée w; soient precisément les valeurs
de uy, aux noeuds.

Soit P; I'espace des polynémes de degré inférieur ou égal a 1. Considé-
rons I'espace des fonctions continues et affines par morceaux sur chaque
élément de la maille, défini par

Xy = {vh e C([0,1]) tel que vy, _, »,; €P1 pourtoutj =1,--- N + 1} '

Nous pouvons représenter les fonctions de X} a I'aide des N + 2 fonctions
de base de Lagrange caractérisées par

ou 0 représente le symbole de Kronecker.
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Les fonctions de cette base ¢; satisfont les critéres cités précédemment.
Pourj =0,--- ,N +1, ¢; est définie par

r— X1 .
TJ Slx € [xj_l,mj],
i — X — X .
¢3(x) = % si @ € [z, xj41],
0 sinon.

o)

1

$2

¢3

X0 X1 X2 X3

Figure 2.1 - Fonctions de base linéaires par élément pour N = 2

Remarque 2.1.1. Il est évident que
Supp ¢0 = [370,331],
supp ¢; = [zj—1,2;] U [zj, xj41] 1< j<N,

SUpp ¢n+1 = (TN, TN 1],
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et donc seuls ¢;_; et ¢;41 ont un support qui intersecte celui de ¢,. Ceci a
pour conséquence directe le fait que dans le cas du probléme de Poisson,
la matrice de rigidité est tridiagonale.

Proposition 2.1.2.  Soit V}, = X} N H'(0,1). Alors V}, est un sous-espace
de H'(0,1) de dimension N + 2 et toute fonction v;, € Vj, est définie par

N+1

vn() =Y on(x;)di(x)  Vae[0,1].

j=0

Démonstration. Tout élément vy, de X} appartienta C([0, 1))NH (z;,zj11)
pour tout 0 < 7 < N. D’'aprés le théoréme de recollement de Soboley, il
vient que v, € H'(0,1) et donc

X} c HY(0,1) et V, =X}

Le reste de la proposition est une conséquence directe de la définition de
la base de Lagrange (¢;)o<j<n+1 €t du fait qu’elle permet de caractériser
les éléments de X! par leurs valeurs aux noeuds. 0

Il est facile d'intégrer les conditions aux limites homogénes de Dirichlet
dans la construction de I'espace discret.

Proposition 2.1.3. Soit V;, = X! N H}(0,1). Lespace V;, est un sous-
espace de H{(0,1) de dimension N et toute fonction v, € Vj, est définie
par

wn(x) = wa(a;)d(x) Yz €[0,1].

N
j=1

Démonstration. D’apres la proposition 2.1.2, toute fonction v, € V), est
définie par
N—+1
vn(x) =Y on(wy)di(x)  Vae[0,1].
j=0
Le résultat suit en prenant en compte les conditions aux bord vy (z¢) = 0 et
vh(SCNJrl) = 0. O

2.1.2 Opérateur d’interpolation et erreur d’interpolatio n

Le lemme de Céa, considéré dans le chapitre précédent, est un outil fonda-
mental pour I'analyse de la convergence de la solution du probléme appro-
ché vers la solution du probléme continu et I'établissement des estimations
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d’erreur correspondantes. Une application efficace de ce résultat nécessi-
terait que des résultats d’approximation des éléments de I'espace V' par
des éléments de I'espace V), soient disponibles. C’est a ce niveau gu’inter-
vient la notion d’interpolation.

Définition 2.1.4. On appelle opérateur d’interpolation II} , I'application li-
néaire de H'(0, 1) dans V}, définie, pour tout v € H'(0, 1), par

N+1

Mho(z) = Y vo(@:)di(@). (2.2)

=0

Remarque 2.1.5. Cette définition a bien un sens car, en vertu du théoréme
de l'injection de Sobolev, les fonctions de H'(0, 1) sont continues sur [0, 1].
Linterpolée d’'une fonction v est la fonction affine par morceaux qui coincide
avec v sur les sommets du maillage.

Comme nous le verrons ci-dessous, I'estimation de I'erreur d’interpolation
est plus précise dans le cas de fonctions suffisamment réguliéres.

Lemme 2.1.6. Soitv € H?(0,1) etsoit II}v € X} la fonction d'interpolation
définie par (2.2). Alors les estimations suivantes sont satisfaites

v~ Hilz”HL2(0,1) <h’ HUI/HLQ(OJ) ’

v = (H,llv)/

Démonstration. Posons e;, = v — I} v. Il est facile de voir que ej,(z;) = 0
pour chaque noeud z;, j = 0,--- , N. Donc pour z € (z,z;11), On a

L2(O71) S h H’UHHLQ(OJ) :

en(z) = / " el (s) ds.

J
Linégalité de Cauchy-Schwarz donne
Tj41 ,
@] < [ | ds
Tj
1
S H]‘HLQ(ZEJ,{L']+1) He;lHL2(1‘J,$7+1) = h2 He;LHL2(xJ’$7+1) i

et en intégrant sur (z;,z;41), il vient que

HehHL2({L'j,:Ej+1) S h HB;IIHLQ({L'j,:Ej+1) ° (23)
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Utilisant le fait que « € H?(0, 1) et intégrant par parties, on obtient

2
|’e;7fHL2($j,$j+1) = (6;176;7/)L2($j,$]‘+1) == (e/é7eh)L2($J‘,$J‘+1) :

Linégalité de Cauchy-Schwarz et I'estimation (2.3) donnent alors

2
He;LHL2(xj,$H1) < \\GZIILz(xj7xj+1) HehHLQ(xj,xjH)

<h HGZHL2($J.7QCJ.+1) He;’LHL2($J‘,l‘j+1)

= 0" 20, ,10) He;lHH(xjnyl)
ce qui implique que

<h Hv" (2.4)

el 2 ) < 210" 2o 00 -
Tj5Tj+1) L2(zj,%j41)

Le résultat suit en tenant en compte les estimations (2.3)-(2.4) et en som-
mant en j. 0

Dans le cas de fonctions moins réguliéres, le résultat est moins précis.

Lemme 2.1.7. Soitv € H'(0,1) et soit II} v € X} la fonction d'interpolation
définie par (2.2). Alors, I'estimation suivante est satisfaite

Jv - Hilz”HL?(o,n <2h H”/HL2(0,1) :

De plus, on a

lim =
L2(0,1)

h—0t

v = (H}Lv)/

Démonstration. |l est clair que

(v — H,llv)/

< HUIHLQ(:Bj,mHQ + H (Hlllv)/ (25)

L2(z5,w541) L2(z5,w541)

Observons alors que dans l'intervalle [z, z;1], toutes les fonctions ¢; s'an-

nulent sauf ¢; et ¢;,1 (voir Remarque 2.1.1) . Il vient alors que pour = €
(zj,2j41)

N+1 /
(Mu@) (z v<xi>¢i<x>>
7=0
= (v(z;)¢;(x) + v(j11)Pj41(z))

- % (v(zjt1) —v(z;)) = %/:”1 v'(s) ds.

J
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D’ou
|(Who(@)’

1 Fit1 / h% /

< [l < B a0
J

et

< HUIHL2(Z‘J'7$J'+1) ’

H (o)’ e (2.6)

Tenant en compte (2.3), (2.5) et (2.6), nous obtenons

lo =100l o, 0y < 2 (1071

Tj,T541)

et la premiére estimation énoncée suit en sommant en j.

La démonstration de la seconde assertion se fera en utilisant la densité de
D([0,1]) dans H'(0,1). Soitv € H'(0,1) et soit (v,) une suite de fonctions
de D([0, 1)) telles que

lim _|[jv - UnHHl(o,l) =0.

n—-+o0o
Ona
/ !/
(v —T0v) ‘ L2(0,1) < I = vz + || = (Hivn) £2(0,1)
1 /
* H (I, (on = v) £2(0,1)
Du lemme 2.1.6, nous déduisons que
' (11} " < h( (2) .
‘ v = () oy = 17 e
De l'autre cbté, en tenant en compte (2.6), nous obtenons
1 /
[CACEDN srony = 1% = ¥l
Combinant ces estimations, nous déduisons que
o7l I (2)
H(U ;) ‘LQ(O,I) < 2| = oy + ‘ " 2 0,1)

et donc

i -

12(0,1) — 2 H/U;L o /U/HLQ(O,I) ’

ce qui donne le résultat. O
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2.1.3 Convergence et estimation d’erreur

Le résultat suivant nous donne une estimation de I'erreur d’approximation
par la méthode des éléments finis linéaires.

Théoréme 2.1.8. Soit v € V la solution de (2.1) et soit u;, € V}, la solution
du probléme approché

a(uh,uh) = F(Uh), Yy, € V3. (2.7)
Alors, la méthode des éléments finis converge, i.e.

Iim |lu—wu =0.
T =l

De plus, si v € H?(0,1), alors il existe une constante indépendante de u et
de h tel que
lu—unlly < Ch HUHHLQ(OJ) :
Démonstration. Il est clair que II} u € V},. En utilisant le lemme de Céa, il
vient que
M 1 M 1

lu—unlly < & lu—Tully, < & [lu =T ul 4, -
Les deux assertions sont une conséquence du lemme 2.1.7 et du lemme
2.1.6, respectivement. O

2.1.4 Conditionnement de la matrice de rigidité

Nous avons déja vu dans le chapitre précédent que le probléeme approché
s'écrit de maniére équivalente sous la forme

ApUp, = By,

ou la matrice de rigidité A; est une matrice définie positive, symétrique si
la forme bilinéaire a est symétrique. Il est bien connu qu’il existe un certain
nombre de méthodes numériques adaptées a la résolution de cette classe
de problemes. Cependant, la matrice A;, étant typiquement de grande di-
mension, il est aussi établi que son conditionnement est un parameétre im-
portant & tenir en compte.

Dans ce sens, nous allons a présent donner une évaluation précise du
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nombre de condition x(A;) de la matrice de rigidité A;, en fonction de h.
Nous rappelons que le nombre de condition est défini par

k(An) = || Al || 45

)

ou ||-|| est la norme matricielle associée. Si la forme bilinéaire a est symé-
trique, alors la matrice A, est symétrique, définie positive et le nombre de
condition associé a la norme matricielle euclidienne est donné par

)\max (Ah)
)\min (Ah) ’

OU Amax(Ar) et Amin (Ar) représentent la plus grande et la plus petite valeur
propre de A, respectivement.

KJQ(Ah) =

Proposition 2.1.9.  Soit A, = (a(¢;, ¢i))y<; j< 41 1@ Matrice de rigidite as-
sociée au probléme discret (2.7) et supposons que A;, est symétrique. Le
nombre de condition correspondant satisfait

KJQ(Ah) = O (h_lz) .

En général, quand % décroit vers zéro, le nombre de condition x2(Ay,) aug-
mente et le systéme associé au probléme approché devient de plus en plus
mal conditionné. Nous avons alors besoin d'utiliser un préconditionneur. Il
est facile de voir que la solution U, du systéme linéaire initial est aussi
solution du systeme

P tA U, = P71By, (2.8)

ou P est n'importe quelle matrice de dimension N + 2, inversible. Lidée est
de trouver une matrice P tel que
-1
K9 (P Ah) < K9 (Ah)

en d’'autre termes, tel que le systéme (2.8) soit bien conditionné.

La démonstration de la proposition 2.1.9 s’appuie sur deux lemmes auxi-
liaires.

N+1
Lemme 2.1.10. Pour toutv, = Y _ vj¢; € Vi, 0ona
=0

h 2 2 2
5 0" < Nlvnllze0,1) < R IV,

ou v = (vg,v1, "+ ,UN+1)-
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Démonstration. |l est facile de vérifier que

2 2
1orllZ2 (2,1 2p) = lVi-1¢5-1 + 05l 1200, o))

2 2 2 2
=01 6i-1ll7200,_, 0y + 05 105l 22(0;_, ;)

T
+ 21}]’*12}]' / gbj,l(x)qﬁj (CC) dx
Tj—1
—ﬁ(vz + v, v-—|—v2») (2.9)
Utilisant le fait que
1

5 (@® +b%) <a®+ab+b” <

N W

(a” + %)
il vient que

h 2
5 (%2‘—1 + UJQ) < HUhHL2(

Le résultat vient en sommant en j. O

h
<5 (vf1 +25) -

Tj-1,;)

N+1
Lemme 2.1.11 (Inégalité inverse). Pour tout vy, = Z vjp; € Vp,0na
=0

12
HU;LHiQ(Ql) S ﬁ thH%Q(O,l) .
Démonstration. Nous avons
HU;LHiQ(Z‘j_17$J‘) = ij_l(b_/j_l + Uj(b‘;“iQ(xj,l,l'j)

= H‘b;‘—lui%mj,l,xj) + o] |’¢;‘Hi2(xj,l,mj)
.
+2Uj—1vj/ ] ¢y (2)¢) () da
Tj—1

(v?,l — 2uj_qv; + 1)]2) .

S| =

Prenant en compte (2.9), nous déduisons que

7112 2 2
Noalre@, sz _ 3 vja = 2vjmrvj +of 12
T p2 .2 , A 2 = p2

2
thHLQ(JBJ‘,I,{L'j)

Le résultat vient alors en sommant en ;. O
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Démonstration de la proposition 2.1.9. Nous rappelons qu’une valeur
propre \;, satisfait

Apv = Apv
ou v est un vecteur propre associé a \j,. Soit alors v, défini par vy, (z) =
S VEL 4i¢4(). Nous avons

vl Apv

vlv

Ay =

et donc (voir la preuve de la proposition 1.2.4)

a(vp,vp)

Ay =
h |’U|2 9

ou |-| est la norme euclidienne. Utilisant la coercivité et la continuité de a
dans V, nous obtenons

2
[[onlly

2
[[only
[o]? '

[o]?

En utilisant le lemme 2.1.11 et le lemme 2.1.10, il vient que

<M<M

2
CIE. [o]?

A< M

2 2
[onler1.0,1) < <1 12M> lonl|72(0,1) S%-

h2 |v|2
De l'autre coté, l'inégalité de Poincaré (dans le cas V = H{(0,1)) et le
lemme 2.1.10 entrainent que

2
lonllZ(o

)\h Z Cuo |2 Z Cgh.

v
Combinant les deux inégalités précédentes, nous déduisons que

)\max (Ah) < Cl

A =
F'ZQ( h) )\min(Ah) = 02h27

ce qui termine la preuve. O

2.1.5 Application a I'approximation du probleme de Poisson
Considérons le probléme de Poisson suivant

{ —u’(z) = f(z) dans]0,1],

u(0) = u(1) =0, (2.10)
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ol f € L%(0,1). La formulation variationnelle associée, définie dans V =
H}(0,1), est donnée par

Trouver u € V tel que a(u,v) = F(v) YveV, (2.11)
ou

1
a(u,v) = (u',v") :/0 o (z)v (v) dz

F = () = [ ) i
La forme bilinéaire a satisfaisant
la(w,v)| < Hw'HLQ HU'HL2 = |w|y vy, VYw,v eV,
est continue sur V. De plus, vu que
a(v,v) = Hv'”i = |v|%/ Vv eV,

nous déduisons que a est coercive sur V. Finalement, utilisant I'inégalité
de Poincaré, nous obtenons

[F) =I(f;0) < fll200) 10l 22(0,1)
< Clfll2y lvly Vv ev,
ce qui montre que l'application linéaire F' est continue sur V. Le théoréme

de Lax-Milgram implique alors que le probléme variationnel admet une so-
lution unique u € V.

Le probléme approché associé, défini sur V;, = X} N H(0,1), est donné
par

Trouver u, € Vj, tel que a(up,vp) = F(vy) Yo, € V. (2.12)

D’aprés ce qui précede, ce probléme admet une solution unique dans V},.
Sa décomposition dans la base de Lagrange associée est donnée par

N
un(x) =Y up(z;)di().
i=1

Nous savons aussi que U, = (un(z;)), ;< est solution du systeme li-
néaire o

ApUp, = By,
ot la matrice de rigidité A, est donnée par A, = (a(¢;,$i)),<; ; < €t ol
le second membre est donné par By, = ((f, #))1<;< - -
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Théoréme 2.1.12. Soit v € V la solution de (2.11) et et soit u;, € V}, la
solution de (2.12). Alors, il existe une constante indépendante de et de h
tel que

lu = uplly, < Ch HfHL?(O,l) :

Démonstration. Le résultat est une conséquence directe du Théoréme
2.1.8 et du résultat de régularité qui stipule que si f € L?(0,1), alors u €
H?(0,1) et satisfait I'estimation

||UHH2(0,1) <C Hf||L2(0,1) )

ou C est une constante positive indépendante de w. O

Comme déja observe, l'intersection des supports de ¢; et ¢; est souvent
vide. Plus precisément, les supports de ¢; et ¢; sont disjoints quand |i—j| >
1,i.e.

suppg; Nsuppp; =0 si j#i, jFi—1, jFi+1l

Une conséquence directe est que la plupart des éléments de A;, sont nuls,
les eéléments non nuls correspondant & (Ap);; 1, (An);,; et (An);;y1- EN
effet, de la définition des éléments de la base, nous déduisons que

1 .
-7 Slx € [xi,$i+1],
1 .
QS;(CE) = 5 Slx € [wi,l,:ﬂi],
0 sinon.
Un calcul simple montre alors que pour¢ =1,--- , N, nous avons

1 Tit1
(An)is = aléiér) = /0 (64(x))? d = / (6)(x))? da

Ti—1
ikt (1 2
= —_ d —_ —
[ ) =k

etpouri=1,--- ,N —1,

1
(An)i i1 :G(¢i+17¢i):/0 ¢(2) P11 (z) d
Tit1 T q .
- [ [ L]

% Z;
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La symétrie de A;, entraine que pourtout: =2,--- , N

1
(Ah)i,i—l = (Ah)i—l,i -

La matrice A, est par conséquent tridiagonale et de la forme

29 -1 0 --- 0
1 2 =1 - 0
1
A = =
=%
0 .- -1 2 -1
0 - 0 —1 2

Afin de déterminer le second membre B, on distinguera deux cas :

e Si f a une forme simple, on calcule explicitement l'intégrale du second
membre. Par exemple, si f(z) = e*, alors

Tit+1

1
(Bu) = /0 f(2)u(w) da = / f(@)i(x) da

i—1

— %/ziil(az —zi1) f(x)dr + % /m i+1(aci+1 —z) f(z)da

1
=3 (e¥i+t — 2e™i 4 eTimt) .

e En général, il n'est pas possible de calculer B;, explicitement et on est
amené & utiliser des méthodes d’intégration numérique afin de I'approcher.
Par exemple, utilisant la regle du trapéze, pourtout1 < i < N,ona

(Bn); = %/w' (x —xi1) f(x) dx + % /%Hl(xﬂrl — ) f(x)dx
~ % (@i = 2i) f(2i) + (wio1 — i) f(zi1))
P (0 — ) £ + (@1 = e41) S i)
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Dans ce cas particulier, le systéme linéaire a résoudre est de la forme

2 -1 0 -~ 0 flx)
-1 2 -1 -+ 0 flx)
0 - -1 2 -1 flan-1)
0 -~ 0 -1 2 flzn)
¢

Ce systéme est identique a celui qu’on obtient en utilisant la méthode des
différences finies au probléme de Poisson (2.10). Nous savons déja que

KZQ(C) =0 (%)

et que la matrice tridiagonale C' est donc, a priori, mal conditionnée quand
h tend vers zéro (voir proposition 2.1.9). Dans ce cas particulier, il est pos-
sible de calculer explicitement le nombre de condition. En effet, il est facile
de vérifier que les valeurs propres de la matrice C = tridiag(—1,2,—1)
sont données par

Ai =2 —2cos (imh), i=1,---,N
et que
)\max(c) )\N
Cl=—"F=— dh — 0.
ko(C) o (C) N — 400 quan —

2.2 Eléments finis quadratiques

2.2.1 Maillage et fonctions de base

Dans certaines applications, on peut considérer que I'approximation par
des éléments de X} est trop grossiére (fournissant une solution approchée
up, trop éloignée de la solution exacte u). On peut alors essayer d’approcher
u par des polynémes de plus haut degré.

Soit P, I'espace des polynémes de degré inférieur ou égal a 2. Considérons
I'espace des fonctions continues et paraboliques par morceaux sur chaque
élément, défini par

Xj = {vh € C([0,1]) tel que vy, , 4, € P2 pourtoutj =1,---N + 1} .
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Les fonctions de X? sont définies de maniére univoque une fois assignées
les valeurs en trois points distincts de [z;_1, z;]. Afin de garantir la conti-
nuité de ces fonctions, ces points seront choisis comme étant les extré-
mités z;_, et x; du sous-intervalle et le point milieu correspondant. Ceci
définit 2V + 3 points

yj:%h j=0,--- 2N +2.

Nous pouvons représenter les fonctions de X? a 'aide des 2N + 3 fonctions
de base de Lagrange caractérisées par

®i(y;) = 045 4,7 =0,---,2N +2

ou § représente le symbole de Kronecker. Pour j =0,--- , N + 1, ces fonc-
tions sont alors définies par

2 .
72 (@ = y2j-1)(z — 2j-1) siz € [zj-1, 2],
(o —d 2 .
P =N S 2l —a)  siz€ ol
0 sinon,

etpourj =0,---,N, par

4 .
7z (@1 — 2) (@ — ) Six € [z, zj41],

P2j+1(z) =

0 sinon.

Proposition 2.2.1. i) Soit V}, = X2 N H'(0,1). Alors V}, est un sous-espace
de H'(0,1) de dimension 2N + 3 et toute fonction v;, € V}, est définie par

N+1 N 2N+2
vn(®) = > vn(y2) b2 (@) + > vn(y2j1) b (@) = > on(y;)d;(x)
=0 =0 j=0

pour tout z € [0, 1].

i) Soit V;, = X2 N H(0,1). Lespace V}, est un sous-espace de H{(0,1) de
dimension 2N + 1 et toute fonction vy, € V}, est définie par

2N
vp(z) = th(yj)¢j(x) Vx € [0,1].
j=1
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Démonstration. Reprendre point par point les arguments dans la preuve
des propositions 2.1.2 et 2.1.3. O

%0

¢1

o2

¢3

$a

¢s

®e

Figure 2.2 - Fonctions de base quadratiques par élément pour N = 2
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2.2.2 Opérateur d’interpolation et erreur d’interpolatio n

Définition 2.2.2. On appelle opérateur d’interpolation II? , 'application li-
néaire de H'(0, 1) dans V}, définie, pour tout v € H'(0, 1), par

2N+2
Mo(z) = ) v(y:)di(x). (2.13)
i=0
Lemme 2.2.3. Soit I1? 'opérateur d’interpolation H% correspondanta h = 1.
Alors, il existe une constante C telle que pour tout v € H3(0,1), on a

< CHU(?’)‘

!/
H Hlv B ) ‘LQ(O,l) B

L2(0,1)

Démonstration. Nous allons raisonner par I'absurde et supposer que notre
assertion soit fausse. Il existe alors une suite v, € H3(0,1) telle que pour
tout n,

3

n

(2.14)

120, — " ‘ .

H( 1tn — Un) £2(0,1) L2(0,1)

Observons en premier lieu que pour tout polynéme p de degré 2
Mo, — vp = I0f (o0 +p) = (o +p) et o) = (vu 4+ ).

Sans perte de généralité, et quitte a modifier v,, par I'ajout d’'un tel poly-
ndme, on peut supposer donc que

1 1 1
/ vndx:/ v;dx:/ vﬁf) dz = 0.
0 0 0

De plus, quitte a multiplier v,, par une constante, on peut également sup-
poser que

1= H (H%vn — vn)/

. 2.1
L2(0,1) (2.15)

Lapplication successive de I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, combinée avec
(2.14) et (2.15), donne alors

1
lonlzon <O (Hv;\|L2<o,1)+' / vndx)=01 Wl

1
<C ( / v,’ldaz> :C%‘v,(f)
L2(0,1) 0 L2(0,1)
1
<C (‘ / v,(f) dzx ) = Ci’ vﬁ{g’)
12(0,1) 0 L£2(0,1)
1 1
<= - =
=n H( Ton = vn)’ 201 n
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Par conséquent, la suite (v,), est bornée dans H3(0,1). D’aprés le théo-
reme de Rellich, il existe une sous-suite (qu'on indexera de la méme ma-
niére) convergeant fortement vers une limite v dans H?(0,1). Lopérateur
I1? étant continu dans H'(0,1), en passant a la limite dans (2.15), nous
déduisons que

H(Hlv — v)/ (2.16)

L2(0,1)
De plus,

1
< lim =0

3)‘
H L2(0,1) ~ n—+o0 Ci”n

-t o
L2(0,1) n—-+00

impliguant que v est un polyndme de degré inférieur ou égal a 2, et donc
v = v.

Ceci est en contradiction avec (2.16). O

Comme nous le verrons ci-dessous, I'estimation de I'erreur d’interpolation
est plus précise dans le cas de fonctions suffisamment réguliéres.

Lemme 2.2.4. Soitv € H3(0,1) etsoit II7v € X? la fonction d'interpolation
définie par (2.13). Alors les estimations suivantes sont satisfaites

v Hh”HL2(01 <O

3)‘

L2(0,1)

H(U—H%Lv),‘

ou C est une constante positive indépendante de h.

<aro

12(0,1) £2(0,1)

Démonstration. Il est facile de voir que (v —1II}v) (z;) = 0 pour chaque
noeud z;, j = 0,--- ,N. Pour z € (z;,x;11), nous avons alors

(v —Mjv) (z) = / (v— H%v), (s)ds.
Zj
Linégalité de Cauchy-Schwarz donne

|(v—1Iv) (z)] < /:Hl

J

(v— Hiv), (s)‘ ds

(v —1120)|

(v M)’

S H]‘HLQ(:EJ',{L']'+1)

L2(zj,@j41)

— B3

b
L2 (zj,2541)
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et en intégrant sur (z;,x;41), il vient que

<o

lo—T2o|,, < .
HL (zj,xj41) L2(x;,w41)

Sommant en j, nous obtenons finalement

2 2 !
o= TG0l 2oy < 1 || (v — 1) oy (2.17)

De l'autre cOté, on a

N 2
— II2v) — 2w
(v = TG0y £2(0,1) ZO ! LQ(Ij,l“jﬂ)
9CJ+1 2
- Z / o(3)das + 012y 41 + (@541) sz — ) (0| da

1
= Z/O | (v(xj)d2j + 0(yaj1)d2j1 + 0(@j11)d2j10 — v) (z; + hs)| ds.
j:

Observons alors que
2j(zj + sh) = (1 - 2s) (1 = s) = ¢;(s),
P2j+1(xj + sh) =4 (1 —s)s = $j(s),
P2j+2(xj + sh) = 5 (25 — 1) = di(s),

ol ¢p, ¢1, ¢ sont les éléments de la base correspondant a h = 1. Il vient
que

112
H(U_H%‘U) £2(0,1)
N+1 12
> [ 1050686 + 5 (1) 646 + s (116805) ) | s
N+1
X [ et - o) | s

ol v;(s) = v(z; + hs) et I13 est 'opérateur d’interpolation I13 correspondant
a h = 1. Prenant en compte le lemme 2.2.3, nous déduisons que

ron =5 2

(v — H%v) (2.18)

L2(0,1)
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En utilisant a nouveau un changement de variable, nous obtenons

1 T
3 2 2 Jj+1
Hv]( )‘ :/0 ‘hgv(?’)(azj—ksh)‘ ds:h‘r’/x

2
v (w)‘ dx
L2(0,1) ;

Le résultat vient en tenant en compte les estimations (2.17) et (2.18). O

Considérons maintenant le cas ol aucune hypothése de régularité n'est
assumeée.

Lemme 2.2.5. Soitv € H'(0,1) etsoit II7v € X? la fonction d'interpolation
définie par (2.13). Alors, on a

hlifgﬂ Jo— H%LUHHl(O,l) =0.

Démonstration. Elle reprend les arguments de densité et de continuité du
Lemme 2.1.7 en tenant en compte le lemme 2.2.4 et . |

2.2.3 Convergence et estimation d’erreur

Théoréme 2.2.6. Soit v € V la solution de (2.1) et soit u;, € V}, la solution
de (2.7) avec V;, = X» nV. Alors, la méthode des éléments finis converge,
le.
lim |Ju—wu = 0.
i [l — ]y

De plus, si v € H3(0,1), alors il existe une constante indépendante de u et
de h tel que

- < Ch? ‘ (3)‘
o= unlly < on2 |

Démonstration. |l est clair que H,Qlu € V. En utilisant le lemme de Céa, |l
vient que

= unlly < B flu— 13 ully, < 5 flu— 13 ull g -

Les deux assertions sont une conséquence du lemme 2.2.5 et du lemme
2.2.4, respectivement. O

2.2.4 Application a I'approximation du probleme de Poisson

Nous nous intéressons a l'approximation par des éléments finis quadra-
tiques du probléeme de Poisson (2.10). Le probléme approché associé (2.12)
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est défini sur V;, = X? N H}(0,1). D'aprés ce qui précéde, ce probléme
admet une solution unique dans V},. Sa décomposition dans la base de
Lagrange associée est donnée par

2N+1

up(x) = > up(yi)di(x).

i=1

Nous savons aussi que Uy, = (un(y;)) est solution du systeme

At 1<j<2N+1
linéaire
ApUp = By,
ol la matrice de rigidité A, est donnée par A, = (a(d;,d)),<; ; <on1 €t

ou le second membre est donné par By, = ((f, ¢i))1<i<oni1-

Théoreme 2.2.7. Soit u € V la solution de (2.11) et soit u, € V, = X7 N
HZ(0,1) la solution de (2.12). Alors,

Jim = gy =0,

De plus, si f € H'(0,1) alors il existe une constante indépendante de u et
de h tel que

lu=unlly < CB* £l 00y

Démonstration. Le résultat est une conséquence directe du théoréme
2.2.6 et du résultat de régularité qui stipule que si f € H'(0,1), alors
u € H3(0,1) et satisfait I'estimation suivante

HUHHS(O,1) <c HfHHl(O,l) )

ou C est une constante positive indépendante de w. 0

Dans le cas de X7, l'intersection des supports de ¢; et ¢; est souvent vide.
Plus precisément, les supports de ¢; et ¢; sont disjoints quand |i — j| > 2,
i.e.

JjFi—=2

j#Fi—1

supp i Nsuppo; =0 si ¢ j# i,

jAI+1

jAi+2.
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Une conséquence directe est que les coefficients non nuls de A; corres-
pondent aux eléments (An); ; o, (An); ;1 (An)iir (An); iy €1 (AR); ;40 DE
la définition des éléments de la base, nous avons en effet

%(m—xi—k%) Six € [xi—1, x4,
(béz(x) — % (ac — Ti41 + %) Siz € [Sﬂi,xzqu],
0 sinon,
et
¢/ (x) B —% (m — i1 + %) Slx € [wi,xzﬂ],
2i+1 - .
" 0 sinon.
Un calcul simple montre alors que pouri=0,--- , N, on a
Ti41 , 9
(An)giy10i1 = ald2it1, 2iv1) = / (diq () da
T
Ti41 9
:2—3 (ac—:vl-+1—|—%) dngl)—g.
T
Pouri=0,---,N—1,0ona
1
/ /
(Ah)2i+1,2i+2 = a(¢2it1, P2iy2) = /0 ¢2@'+1(~"3)¢2@'+2(~"3) dx
32 (O h 3h 8
=~ (=21 +3) (2 — 21+ ) do = —3;.
T4
Pouri=1,--- ,N,ona

1 Tit1

(An)iss = 0l boi) = /0 (6h:())? dr = / (6hs(2))? da
i1

16 [ e ge 16 [ e amYE gy 1

RA (5'3 z; + 4) T+ 37 (9” 5'3@+1+4) T = 3p-

Ti—1 T

Pouri=1,---,N—1,0na

1
(An)giniis = aldsi, dira) = /0 B (@) By 2(2) e

Ti41
:% (ﬂc—xi+1+%)(w—xi+1+%)dm:3Lh_

T
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Prenant en compte la symétrie de la forme bilinéaire a, il vient que A, est
une matrice symétrique pentadiagonale de la forme suivante :

16 _8
330
8 14 _8 1
3 3 3 3 0
8§ 16 _ 8
0O -3 3 -3 0
1.8 1 _8 1
3 3 3 3
P
h= 7
h
8§ 16 _8
0_33 30
1 8 14 8
0 3 "3 3 3
8 16
0_33

Cette matrice contient moins de zéros que la matrice de rigidité obtenue en
utilisant des éléments dans X}. Par conséquent, la résolution du systéme
linéaire associé sera plus colteuse en terme de temps de calcul. La déter-
mination du second membre se fera exactement comme dans le cas des
éléments linéaires.



Chapitre 3

Méthode des éléments finis en
dimension 2

Dans ce chapitre, nous considérons des éléments finis linéaires dans le
cas bidimensionnel. Comme précedemment, nous définissons une trian-
gulation du domaine, des fonctions de base globales et établissons le lien
de ces derniéres avec les coordonnées barycentriques définies localement.
Nous introduisons ensuite I'opérateur d’interpolation associé, estimons I'er-
reur d’interpolation correspondante et analysons la convergence de la mé-
thode. Les résultats ainsi obtenus sont ensuite appliqués a un probleme
aux limites de type Poisson. Des remarques finales congernant 'assem-
blage de la matrice de rigidité sont aussi présentées.

3.1 Eléments finis linéaires dans le cas bidimension-
nel

3.1.1 Triangulation

Dans la méthode des éléments finis, la construction du sous-espace dis-
cret nécessite la discrétisation préalable du domaine Q c R? en éléments
géométrigues simples. Contrairement au cas d’'un intervalle de R, la discré-
tisation d’'un domaine de R? est un probléme technique difficile et la qualité
de ce maillage est essentielle pour la qualité de I'approximation.

Soit donc 2 un ouvert de R? et considérons un maillage de Q formé par
des triangles K vérifiant les critéres suivants :

1. Les éléments K C Q du maillage doivent recouvrir le domaine, i.e.

35
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leur union est égale a Q.
2. Lintersection de deux éléments distincts doit satisfaire :
0,
KnNK' ={ unsommet,
un coteé.

Le premier critere implique que 2 est polygonal ou est approché par un
polygone. Le second critére a pour but d’assurer la continuité des fonctions
de I'espace discret.

Figure 3.1 - Situations interdites

Figure 3.2 - Situations permises

Dans toute la suite, on supposera que 2 est polygonal. Nous noterons Ny,
le nombre total de sommets et (S;)1<i<n, 'ensemble des sommets des
triangles (encore appelés les noeuds du maillage). Nous noterons

hx = diam(K) = sup |z — y|
x,ye

et définissons le pas du maillage par

h =maxhg
K

Nous désignons par 7, I'ensemble de tous ces éléments; 7, s’appelle un
maillage triangulaire ou une triangulation de (2.
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3.1.2 Eléments finis linéaires

Dans ce cas, X}L est I'espace des fonctions continues, affines par éléments
triangulaires, i.e.

Xp={vn € CQ) |vnx €P1, VK € Ty} .
Théoréme 3.1.1. Soit V,, = X}. Alors V}, est un sous-espace de H'(Q).

Démonstration. Tout élément v, de X! appartient a C(Q) N H'(K) pour
tout K € 7;,. D'apres le théoréme de recollement de Soboley, il vient que
v, € HY(Q) etdonc X} ¢ HY(Q). O

Proposition 3.1.2. Les fonctions de V}, sont entierement déterminées par
leurs valeurs aux sommets SZK, KeT,.

Démonstration. Soit K € T un triangle de sommets SX = (2, yK),
1 <7 < 3. Larestriction a K d'une fonction v, € V}, s'écrit

k(@ y) =a+Br+yy,  aB,vER

Connaissant les valeurs de v, aux sommets S¥, S&, SK nous déduisons
gue les coefficients «, 3, v sont solutions du systeme

a+ Baf +yit = (ST),

a+ B +yst = (S5°)

o+ By +yyst = on (S5°) .
Le déterminant de ce dernier est donné par

1ozl ol

D=1 zf yi | =5KsE ASESE = +o|K| # 0,

1oaf yf

ou |K| est I'aire de K. Les coefficients sont alors déterminés de maniére
unique sur chaque triangle K et la restriction vy, i est parfaitement de-
terminée et est continue. Pour montrer que v, est continue sur €, il suffit
de montrer que le raccord entre deux triangles K et K’ est continu. Soit
alors (AB) un c6té commun entre les deux triangles et soient v = vy, et
v = Vh|K'- On a

(v="2")(A) = (v—"2") (B) =0.
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Soit M € [A, B]. Il existe alors A € [0, 1] tel que M = AA + (1 — \)B. Ainsi
(v=2) (M) =@w—-v)ANA+(1-N)B)
=Av—=)(A)+ (1= (v=2")(B)=0.

Ceci montre la continuité de v, sur Q. a

3.1.3 Fonctions de base globales

La construction d’'une base de V), se fait selon la technique classique des
bases de Lagrange.

Figure 3.3 - La fonction de base ¢; de I'espace Xﬁ et son support

Proposition 3.1.3. V}, est un espace vectoriel de dimension N, dont une
base est donnée par les fonctions ¢; € V;,, i = 1,--- | N, telles que

¢i(S;) =dij V1 <1,j < Np.

Démonstration. Par définition, nous avons que ¢; € V. Montrons que
(¢i)1<i<n, estune famille libre. En effet,

Np,
Zai¢i(xay) =0 V(.%',y) € ﬁ

i=1

I

Np,
Y aidi(S;) =0 Vi=1,- Ny
=1

Q
<

I
o
&
!
\:—‘
=
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Np,

De l'autre c6té, remarquons que tout v, € V;, est égal a wy, = Zuh(Si)@-
=1

en chaque noeud S;. D’aprés la Proposition 3.1.2, il vient que

Np

Vp = Z Uh(Si)¢i dans Q.
=1

Ceci montre que (¢;)1<i<n, €st une famille génératrice. C’est donc une
base de V}, et dim V}, = N},. O
Une conséquence directe est donnée par le résultat suivant.

Proposition 3.1.4. Tout v, € V}, s’écrit sous la forme

Np,
Vhp = Z Uh(Si)(bi-
=1

Proposition 3.1.5. Le support de ¢; est réduit a I'union des triangles dont
le point S; est un sommet, i.e.

suppgi = | J K.
S;,eK

Démonstration. Soit K tel que S; ¢ K (i.e. que S; n'est pas un sommet de
K). Il vient que ¢; est nulle sur les trois sommets de K et donc ¢; x = 0
(la seule fonction affine sur un triangle, nulle aux sommets est la fonction
nulle). Par conséquent K N supp ¢; = 0. ]

3.1.4 Fonctions de base sur un triangle quelconque

Nous avons déja vu que si v, € V},, alors sa restriction a un triangle K de
sommets (S s'écrit sous la forme

? )1§z‘§3
ok (2,y) = a+ Bx + vy, (3.1)

ou «, B, v sont des constantes définies de maniére unique (voir la preuve
de la proposition 3.1.2). Il faut savoir qu’en pratique, on n'utilise pas (3.1),
mais plutdt I'expression utilisant les coordonnées barycentriques.

Définition 3.1.6. Les coordonnées barycentriques d’un point M = (x,y) €
R? par rapport au triangle K de sommets SZK, 1 <7 < 3, sont les nombres
réels A\, AKX, \K tels que

{ MESE L A S+ \KSE = M,

(3.2)
MO A A F =1
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Il est clair que le systeme (3.2) s’écrit de maniére équivalente

MO A A =1
MNEE L 2N 2l 4 A\E 2l = o,
MY+ 05y + M Y =,

et qu'il admet une solution unique. En effet, son déterminant est donné par

1 1 1
Dy =| 15 2E 2K | = £2|K| #0.

ylt gkl K

Les formules de Cramer donnent alors

1 1 1
NI
1 — Dy ’
1 1 1
K K
X r X
L 3 (3.3)
AE = Yy Yy Y3
2 Dy ’
1 1 1
)\K _ y{< yg( Yy
3 = Dx

Nous avons alors les propriétés suivantes.

Proposition 3.1.7. Soit K un triangle de sommets Sf, SX, SK soit M=(z,y)
un point du plan et (A{()1<Z_<3 les coordonnées barycentriques de M rela-
tivementa K. Onaalors:

) AS(SF) =64, 1 <14,5 <3.

i) AKX est une fonction affine des coordonnées cartésiennes z, y, et les
coordonnées cartésiennes sont des fonctions affines des coordon-
nées barycentriques.

i) Me K < 0<AS(M)<1pouri=1,23.
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Démonstration. Les assertions i) et ii) s’obtiennent facilement en prenant
en compte les expressions de \q, Ay, A3 obtenues précédemment. Lasser-
tion iii) suit en remarquant que

VK _ K K _ Kk _ K3
bR > K] S K]

ol Ky C K est le triangle de sommets (M, S5, S5), K, C K est le tri-
angle de sommets (M, S{<,S§() et K3 C K est le triangle de sommets
(M, S, 5K (voir figure 3.4). O

S1

K1
S3 S2

Figure 3.4 - Interprétation des coordonnées barycentriques
en termes de rapports d'aires

Remarque 3.1.8. D’un point de vue pratique, l'introduction des coordon-
nées barycentriques nous permet de vérifier si un point (z,y) € R? est
dans le triangle K (en utilisant la propriété iii)).

Le résultat suivant établit une liaison directe, sur un triangle K, entre les
fonctions de base de X} etles coordonnés barycentriques correspondantes.

Proposition 3.1.9.  Soit K un triangle de sommets S¥, SX, K. Ona
Gix(,y) = N (z,y)  V(z,y) €K, Vi=1,23,

o A, A, MK sont les coordonnées barycentriques correspondantes re-
lativement a K.

Démonstration. Montrons d’abord que si ¢y € Py(K), alors ¢ est donné
par I'expression
3
U(x,y) =Y Mz y)w (SF). (3.4)

i=1
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En effet,

3

i=1

3 3
=a+ 8> M@y 9> A @)y
=1 =1

3

3
=Y M(w,y) (a4 Bl +9yf) =D M@,y (S5).
=1

i=1

La conclusion vient de (3.4) et du fait que ¢i|K(SJK) = 0ij. O

3.1.5 Elément de référence

Afin d’estimer I'erreur d’approximation, nous allons suivre les mémes étapes
gue dans la cas unidimensionnel. La premiére consistant dans I'établisse-
ment d’estimations adéquates pour les erreurs d'interpolation. Afin d'at-
teindre cet objectif, nous allons obtenir certaines informations utiles faisant
intervenir les paramétres géométriques de chaque triangle. De plus, nous
allons exploiter les propriétés de I'application affine (et bijective) F : T
K associant a chaque rectangle K, le triangle de référence T'. Plus préci-
sément, nous avons le résultat suivant.

F
D ——_—
T

Figure 3.5

Proposition 3.1.10. Soit 7' le triangle de sommets S; = (0,0), S2 = (1,0)
et S3 = (0,1) et soit K un triangle quelconque de 7;, de sommets SX =
(2K, yK), 1 <i < 3. Alors 'application Fy définie par

. af —af  af —af z af
Fr(z,y) = K K K K T K
Ys — U1 Y3 — U1 Y n

4 S———

Bk Ck
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envoie le triangle T sur K. De plus, F est bijective et la fonction inverse
est donnée par

Fil(x ):Bl<x>—B1C (3.5)
K \TY K y K VK .

ou K_ K K _ K
Bﬁ=ﬁ<y‘l ek ‘l)
Y1 ¥ Ty TN
Démonstration. Remarquons que pour z,y € [0,1], on a
Fi (0,9) = 55K + (1 -7) SF,
Fi (2,0) =2 5K + (1 —2)5K,
Fx (,1-2)=25K +(1-7) 5K,
ce qui montre que Fx envoie T sur K. Soit (z,y) € K etcherchons (z,y) €

T tel que Fx (z,y) = (z,y). Ceci revient a résoudre un systeme dont le
déterminant est égal a

det Bx = +2|K| # 0.
F est donc bijective. La fonction inverse est donnée par (3.5) avec

. 1 (y;»f(—yf( xfﬂﬂ?)

Bil=——
K7 3B \ g -y ol -l

Finalement, observons que pour toute fonction ¢ = 1 o Flgl continue sur
K,ona

| (e dsdy = der(Bi) | 0(3.5)dad.
K T

En faisant ¢» = 1, on obtient
/ dxdy = det(BK)/ dzxdy
K T
et donc

K
det(Bg) = H = 9|K]|.

Ceci termine la preuve. O

De ce qui précéde, il vient qu'a une fonction v définie sur T (resp. une
fonction v définie sur K), on associe la fonction v définie sur K (resp. la
fonction v définie sur T') par

v="00Fg! (resp. v = vo Fk).
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Proposition 3.1.11.  Soit ¢; i (1 < i < 3) la restriction a K de la fonction
de base associée au sommet SX du triangle K. Alors

birc © Frx = ¢i
ou 52 est la restriction sur 7' de la fonction de base associée au sommet S;

du triangle de référence T

Démonstration. Pour 1 < ¢ < 3, la fonction ¢ijk © Fi est continue sur T’
(comme composée de deux fonctions continues) et la fonction Pk s'écrit
sur K sous la forme

bix (2, y) = az + By +7.
Il vient que pour (Z,y) € T, on a
diji © Fr(Z,7) = ¢ijx (Fx(Z,9))
=a((Br)y 2+ (Bk)12¥+ (Ck)y) + B((Br)y T + (Br)as ¥ + (Ck)a) +
—az+B7+7
avec
a = a(Bg)y +B(Bk)y BZQ(BK)12+5(BK)22a
7 =a(Ck); +B8(Ck)y+7-

Par conséquent, ¢; i o Fix € P1(7). Finalement, comme pour tout i,j =
1,2,3,0na

i © F(S)) = e (Fk(S)) = e (SK) = 615 = ¢i(S;)
il vient que R
bijrc © Frx = ¢i
et la preuve est complete. O

Proposition 3.1.12. Les fonctions de base sur le triangle de référence T
sont données par

ol A1, A2, A3 sont les coordonnées barycentriques du point (z,y) relative-
ment au triangle T.
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Démonstration. Grace a la proposition 3.1.9, nous savons que lI'on a sur
T
b1 =M, ¢2=DNy, ¢3=As.

De l'autre c6té, grace a (3.3), on a

1 1

MED =g |2 1 0|=1-2-7,
y 0
1 1

/\z(f,g):ﬁ 07 0]|=7,
0y 1
1 11

M@0 =g |01 3| =7
007

Ceci termine la preuve. O

3.1.6 Opérateurs d’interpolation

Lidentification des fonctions de base permet de définir un opérateur d'in-
terpolation, i.e. un opérateur défini sur I'espace des fonctions continues et
a valeurs dans X Pour tout v € C(Q), nous posons

Np,

mh(v) = 3 v(Si)i,

i=1

ou S; sont les noeuds sur ) et ¢; les éléments de la base de Lagrange
correspondante. De maniére analogue, nous pouvons définir un opérateur
d’interpolation local, i.e. un opérateur agissant sur des fonctions définies
sur un triangle K et définissant un polynéme dans P;. Si SX (1 < i < 3)
sont les sommets de K, alors nous posons

3

M (v) =Y v (Sf) i Vo € C(K).

i=1
Nous pouvons alors vérifier que

I, (v) ¢ = O (v) VK €Th, veCQ). (3.6)
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Lemme 3.1.13 (Lemme de Bramble-Hilbert). Lopérateur d'interpolation IT%-
est linéaire et continu de H?(K) dans H?(K) et il existe une constante po-
sitive C(K) tel que pour tout v € H?(K) on a

[o = Tkev[| 2 40y < CU) [0l ey »

OU || 2 () est la semi-norme définie par

N

Wl k) = Z ||D%||%2(K)
|| =2

Démonstration. Soitv € H%(K). Alors

3
Z ¢2\K

v o)

¢2|K‘

H2(K)

sz?’;w )|

< lolloe \

(bZ‘KHm

¢ZIKHH2(K < Clollpzx Z‘

ol on a utilisé le théoréme d'injection de Sobolev. Ceci montre que I}, est
continu de H?(K) dans H?(K). La suite de la preuve est divisée en deux
étapes.

Etape 1. Montrons qu'il existe une constante C(K) > 0 tel que pour tout
ve H*K)ona

[0l g2y < C(K) (’U‘HQ(K) + HH%UHHz(K)) : (3.7)

On raisonne par I'absurde et on suppose que pour tout n € N*, il existe
wy, € H*(K) tel que

lwall g2y > 1 (’wn’HQ(K) + |’H}<wnHH2(K)> :

— w H _ 1 .
Posons v,, = m Il vient que [|vn | g2y = 1 et comme Il est li-

néaire, on a

1= [lonllgzy >n (|Un|H2(K) + “H}(U"HHQ(K)>
et donc

1
[onlr2 ) + HH}(U”HHQ(K) < (3.8)
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La suite (v,),, est bornée dans H?(K). Donc, d’aprés le théoréme de Rel-
lich, il existe une sous-suite, encore indexée par n, qui converge dans
H'(K). De plus, comme [l 2y < L il vient que (v,), est une suite

n'
de Cauchy dans H?(K). Cet espace étant complet, on déduit que (v,),
converge vers une limite v dans H?(K) et

G onl ey = [l ey = 0

Le triangle K étant connexe, on a alors que v € P (K). De 'autre c6té, uti-
lisant (3.8) et le fait que I'opérateur I1}- est continu de H?(K) dans H?*(K),
on obtient
lim ITkw, =1Ikv  dans H*(K)
n—-4o0o

et

L P 1

Autrement dit IT}.v = 0. Vu que v € P;(K), nous déduisons que v = I1kv =
0. Ceci est en contradiction avec le fait que [|v] 2(x) = 1.

Etape 2. Linégalité (3.7) étant valable pour tout v € H?(K) est valable pour
v — IT}v. On obtient alors

[ = ]| g2 ey < CK) (|” = Ihev| o ey + |[Tic (v = Micv) HH2<K)) '

Or, vu que ITLv € P1(K), on a

‘U_H}(U‘IQ'{Q(K) - Z D (U—H}(U)HiQ(K)
|a|=2

= > D T2 = [0lhr2 sy -
|a|=2

D’autre part, utilisant la linéarité de II}., il vient que
Ik (v — H%v) = kv — kv = 0.
Ceci compléte la preuve. O

Lemme 3.1.14. On a o
v = [}
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Démonstration. Soit v une fonction continue sur K. Alors

—_—
H}(U = H}(UOFK

Lemme 3.1.15. |l existe une constante positive indépendante de K telle
que pour tout v € H™(K), m € N, on a

~ m 1
[0l ry < CIBE™ [det (Br)| ™2 [0] g i)

et
[0l iy < C || B! ||™ |det (Bx)|2 0] gm (1 -

Démonstration. La formule de changement de variables, pour les fonc-
tions a plusieurs variables réelles, donne

o 0
Y _Z(BK)JZ—UOFK

oz; = oz
Par itération, on peut montrer que pour iy, io, - -, i, € {1,2} On a
~ 2 2
o™ o™
- Br). . -+ (Br)., . —————— 0 F.
oz, -+~ Oz, Z Z Bi)jiis - BE i, Oxj, -+ - Oy, oK

=1 jm=1
On en déduit que

‘ omv

9%, - - 0%,

<|[1Bx|™ Y [Do Fil

|laj=m

et par conséquent

~2 2 2
’U‘H’”(T) < C||Bk|[™ Z HDOCUOFKHLZ‘(Tp

|al=m
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ou C' ne dépend que de m. Par le changementde variables (z,y) = Fx(Z,7)
dans le second membre de I'inégalité précédente, on obtient

Wl < CIBl™ Y [ DGyl det (BE)| dedy

laf=m

= OBk | |det (B)| 37 1D°0] 32 -

|a)l=m
Ceci montre la premiére inégalité. La preuve de la seconde inégalité est
identique et s’obtient en inversant le role de (z,y) et (,y). O

A ce stade, nous avons besoin d'estimer ||Bx|| et || Bg'||. Pour ce faire,
nous rappelons que le diamétre d'un triangle K est

hx = diam(K) = max |z —y|| .

)

Nous définissons aussi la rondeur px d’'un triangle K comme étant le dia-
métre de la plus grande boule contenue dans K, i.e.

= 2r).
px = max (2r)

On a toujours

h
K.
PK
Ce rapport est d’autant plus grand que K est aplati.
Lemme 3.1.16. h "
K _ T
1Bl <=~ B[ < ——
pT PK

Démonstration. On a

1Bl = sup |BiC| = — sup [|Bxc].
Igl=1 PT ||¢ll=pr
Soit ¢ € R? tel que ||¢|| = pr. Il existe (1, (s € T tel que ¢ = (1 — (. Donc
Br( = Bk (¢1 — ¢2) = Fx (1 — (2) = Fr (C1) — Fi (¢2) -

Or Fi (¢1), Fk (¢2) € K. Par conséquent,

IBKCI < 1Fk (G) = Fr (G2)l < hiwe V¢ € R tel que ||¢]| = pr

Donc

sup || Bl < hx

<li=pr
et |Bg|l < ’;—f. La seconde inégalité peut-étre démontrée de la méme
maniére. O
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Lemme 3.1.17. On suppose que hx < 1. Il existe une constante positive
C, indépendante de K, tel que pour tout v € H?(K)

h2
H'U — H}(/UHHI(K) S Cp—i |U|H2(K) .

Démonstration. Soitv € H%(K). D’aprés le lemme 3.1.15, on a

=

1
v — HKUHLQ(K) < Cldet (Bg)|? ||[v —Hxv Lo
De l'autre coté, le lemme 3.1.14 donne
v—Iov = (v—TIkv) o Fx =vo Fx — (Ikv) o Fk

—

:6—1‘[}(?) :@—H%@\.
Utilisant les lemmes 3.1.13, 3.1.15 et 3.1.16 on obtient alors
l|lv— H}(UHLg(K) < C'|det (BK)’% IExS H%“i)\HLQ(T)
< Cldet (Byc) | [[5 — I 2
< C'|det (BK)’% C(T) ’mHQ(T)

1 1
< C'ldet (Bx)|2 C(T) | Bk |I” |det (Bx)| ™2 [0l ga ey

hi pK
<O(T K PR
()28 G Wiy
On sait que
et donc
! h
H'U — HK’UHLQ(K) S C p_K |U|H2(K) .

De la méme maniére, on a
v = TTevl ey < C |1 BR | ldet (B 2 5= 114 1 o
< O(T) || B[ 1det (Bx) |2 8]
< O(T) | BB 0] g2 e
hp h?
<C(T) ™ ﬁ CIFee
h2

<C(T) %~ v .
< C( )pK\ |12 (k)
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La conclusion vient en combinant les deux estimations. O

Définition 3.1.18. Soit (75,), une suite de maillages de 2. On dit que c’est
une suite de maillages réguliers si

1. La suite h = max hx tend vers 0.

€Th
2. Il existe une constante C telle que pour tout h > 0 et tout K € Ty,
ona L
1< <0
PK

Proposition 3.1.19.  Soit (73,);, une suite de maillages réguliers de 2. Alors
pour tout v € H2(2), lnterpolée II}v est bien définie et il existe une
constante positive C, indépendante de h et de v, tel que

HU — H}L/UHHI(Q) < Ch |U|H2(Q) .

Démonstration. Grace au lemme 3.1.17 et a la régularité du maillage, on

a
2 1 112
H”_H}WHHI(Q) = Z H”_Hh”HHl(K)
KeT;,
Ry | 1
<> CE lippy
KeT, K
< Y Chi vlhe
KeT;,
<O Y olfegey = Ch? olhegq)
KeT,
Ceci termine la preuve. O

3.1.7 Convergence et estimation d’erreur

Comme dans le cas unidimensionnel, et pour fixer les idées, supposons
que V = HY(Q) ou V = H}(Q2). Dans le cas du probléme de Poisson par
exemple, ceci correspond aux choix adaptés aux conditions aux limites de
type Neumann et Dirichlet, respectivement.

Soienta : V x V — R une forme bilinéaire continue et coercive et F :
V' — R une forme linéaire et continue. Soit u € V' la solution du probléme
variationnel

a(u,v) = F(v), YveV, (3.9)
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et soit uy, € V, = V N X} la solution du probléme approché
a(up,vp) = F(vy), Yop € Vp. (3.10)

Théoréme 3.1.20. Soit © un polygone de R? et soit (7,), une suite de
maillages réguliers de Q. Soient u € V la solution de (3.9) et u, € Vj
la solution de (3.10). Si v € H?(Q), alors la méthode des éléments finis
converge. De plus, il existe une constante indépendante de u et de h tel
que

lu = uplly, < Ch ’u’HQ(Q) :

Démonstration. Il est clair que II} u € V;,. En utilisant le lemme de Céa, il
vient que

lu—wnlly < 5 [lu =10l = 4 flu =T ul| g -

Le résultat est alors une conséquence de la proposition 3.1.19. 0

3.2 Application a I'approximation du probleme de
Poisson

3.2.1 Probleme continu
Considérons le probléme de Poisson suivant
{ —Au+~yu=f dans,

gu —0 sur 992,
mn

(3.11)

ol v est une constante positive et f € L?(Q2). La formulation variationnelle
associée, définie dans V = H'(Q), est donnée par

Trouver u € V tel que a(u,v) = F(v) YveV, (3.12)

ou
a(u,v) = (Vu, Vo) + 7 (u,v) = / (Vu - Vv + yuv) dedy
Q

Fv)=(f,v) = / fvdzdy.
Q
La forme bilinéaire o satisfaisant

a(w, v)| < [IVwl[gz [[Voll g2 + 7 lwll 20 V]l 220

< max (1,7) [ully vl Vw,v €V,
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est continue sur V. De plus, vu que
a(v,v) = [VolFai0) + 7 [0l F2) > min (L) o}, WweV,
nous déduisons que a est coercive sur V. Finalement, nous avons
[E@) =10/, < fllze @) vl 2
<z llvlly - Yo eV,

ce qui montre que l'application linéaire F' est continue sur V. Le théoréme
de Lax-Milgram implique alors que le probléme variationnel admet une so-
lution unique u € V.

3.2.2 Probleme discret
Le probléme approché associé, défini sur Vj, = X}, est donné par
Trouver uy, € Vj, tel que a(up,v,) = F(vn) Yo, € V. (3.13)

D’aprés ce qui précede, ce probléeme admet une solution unique dans V.
Sa décomposition dans la base de Lagrange associée est donnée par

Np
up = Z uh(SZ)@
i=1

De plus, le vecteur U, = (un(S55)), <<, ©st solution du systeme linéaire
AU, = Fp, (3.14)

ou la matrice Aj, est donnée par A;, = (a(¢;,¢:)) et oul le second

membre est donné par Fj, = (F (¢i) )<<y, -

1<4,5,<Np,

3.2.3 Convergence

Théoréme 3.2.1. Soit u € V la solution de (3.12) et soit u;, € V}, la solution
de (3.13). Il existe une constante indépendante de u et de h tel que

lu = upl[,, < Ch ||fHL2(Q) :
Démonstration. Le résultat est une conséquence directe du Théoréme
3.1.20 et du résultat de régularité qui stipule que si f € L%(Q), alors u €
H?(Q) et satisfait I'estimation suivante
lull g2y < ClIf 20 »
ou C' est une constante positive indépendante de . O
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3.2.4 Assemblage de la matrice

Il est clair que

(An)y = [ (V60965 +96:05) dady

= K;L /K <v¢i\K . VQSj‘K + 7¢i|K¢j‘K) dxdy (3.15)
et
(Fh)iz/ﬂf@-d:cdy: Z /ngbinxdy. (3.16)

KeTy

Cette écriture montre que le calcul de A, etde Fj, se raméne a une somme
de contributions élémentaires sur chacun des triangles formant la triangu-
lation.

A ce stade, il est intéressant d’interpréter la procédure donnée dans (3.15).
Soit K un élément fini type. Formellement, sur K, la solution exacte u € V
satisfait

/(Vu-Vv—i-’yuv)dxdy:/f-vdxdy Yv e V.
K K

Soit uy, la solution approchée correspondante. Alors,

/ (Vuh‘K - Voup g + ’yuh‘KU}”K) dxdy = / Jvn i dzdy (3.17)
K K

pour tout v, € V},. Rappelons alors que

3
vni = > vn (SF) MK
r=1
o M, AK) MK sont les coordonnées barycentriques correspondant a K.
De (3.17), on déduit que (up, (S1*) ,up (S5°) , un (S:,f())T est solution du sys-
téeme élémentaire suivant

Al AL AR un (S1) Ff
AK Ak Al || wsk) | =| R (3.18)
Ay Ay Al un (S5°) F5*

AK
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ou
AK — / (VAE VAL + 4 AENE) dody,
K

et
FE = / K dzdy.
K
Soit 0k : {1,2,3} — {1,---, N} tel que
SE = St

Il vient alors que
unji (S5°) = un (Sexe(r) -

Supposons que (x (1) =i, {x(2) = j et lg(3) = kaveci < j < k. Le
systeme (3.18) s’écrit de maniére équivalente sous la forme

up, (S;) Fff
AR, (Sy) | = | FE
up, (Sk) Fff

Lidée maintenant est d’étendre les matrices dans le systéme précedent a
des matrices de méme dimension que celles apparaissant dans le systéme
global. Ainsi le systéme (3.18) sera équivalent a

i ¥ k

0 .- 0 0 0 .0 up(S1) 0

; K
17— 0 .- AK ...oAK ..oAK .. 0 wp (S;) Fy
0 --- 0o - 0o - 0 --- 0 up(Siq1) 0

K

jo Lo an o a0 [ wesy [ = B
0 -+ 0 -+ 0 - 0 - 0 up(Sj+1) 0

0o - AE ... A ... AKX ... 0 (Sk) Fi*

kE — 31 32 33 Uh Pk 3

0 .- 0o .- 0o .- 0o - 0 up(SNy,) 0
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Le systeme global (3.14) est alors obtenu en assemblant les matrices pré-
cedentes le long de tous les éléments de la triangulation.

Exemple. Considérons le probléme de Poisson avec des conditons au bord
de type Neuman, défini sur le domaine suivant

Notre objectif est de déterminer la forme de la matrice de rigidité. Nous
divisons  en 6 éléments et 7 noeuds numérotés comme dans la figure
suivante

2 5
Ks
K1 KG
1 3 6
K2 K5
Ka
4 7

Elément K. (Sommets 1, 2, 3)

Les matrices associées sont de la forme

Al AL, Al; 0 0 0 O Fl

AL, AL, Al 0 0 0 O F}

Al Al, Al, 0 0 0 O Fi

A= o o o o0 o0 o0 |, F'=| o
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

Elément K. (Sommets 1, 3, 4)
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La matrice associée est de la forme

A2, 0 A3, A3, 0 0 O F?
0 0 0 0 0 0 O 0
AZ, 0 A%, AZ, 0 0 O F2
A= 42, o 42, 42, o0 0 0o |, F?’=| F?
0 0 0 0 0 0 O 0
0 0 0 0 0 0 O 0
0 0 0 0 0 0 O 0
Elément K5. (Sommets 2, 3, 5)
La matrice associée est de la forme
0 0 0 0 0 0 0 0
0 A3, A3, 0 A3, 0 O F}
0 A3, A3, 0 A3, 0 O F3
AB=lo 0o o 0o 0o oo], F=] o
0 A3, A3, 0 A3, 0 0O F3
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
Elément K,. (Sommets 3, 4, 7)
La matrice associée est de la forme
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 Af, A}, 0 0 A, P
A4 = 0 0 A%l A%z 0 0 A33 5 F4 = F24
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 O 0
0 0 A} Al 0 0 Al Fy

Elément K. (Sommets 3, 6, 7)
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La matrice associée est de la forme

00 0 00 O 0 0
00 0 00 O 0 0
0 0 A}, 0 0 A5, A3, Fp
A=1o0o0 0o 00 o o |, F=1] o
00 0 00 0 0 0
0 0 A5, 0 0 A3, A3 FS
0 0 A3, 0 0 A}, A}, F3

Elément Kg. (Sommets 3, 5, 6)

La matrice associée est de la forme

00 0 0 O 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0
0 0 A%, o A%, A% o F§
A= o0o0 0o 0o o o of, FS=1] o
0 0 A, o A5, AS, o FS
0 0 AS, 0 A, AS, o0 Fy
00 0 0 0 0 0 0

En sommant les différentes contributions, il vient que la matrice de rigidité
est de la forme

A1n A Az Au 0 0 0
Az1 Azp Az 0 A 0 0

6 Az1 Azz A3z Azqg Azs  Asze  Aszr
A= Z AZ = Aq 0 Ayz Aug 0 0 Ayr
i=1 0 A52 A53 0 A55 A56 0

3.2.5 Calcul effectif de la matrice élémentaire

En utilisant le changement de variables (z, y)T = Fx (z,y) (voir la proposi-
tion 3.1.10) et en prenant en compte la proposition 3.1.11, on obtient

N (z,y) = \E (Fi (2,9)) = M (7,7)
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et
INK K oz I NE oy
K ox 0r Oz ay ox
VS = « =
INE NE oz n NK ay
Oy 0z Oy 8y
02y OF 40Xy 0Y
oz O oy 0 Y e AN e
Y R B S
O 0% | 9N 07 oz %
r 0T + r Y
or Oy oy Oy
Ainsi,
K K _ 0 OXs [v212 | OAr O |72
VNS VA = G5 IVa™ + 9y oy V|
Ay 8)\5 N N\ o . o

D’autre part, on a

K _ K K _ K
V{E\_ 1 Ys — U1 et v/y\_ 1 Y1 —Ys
TN ot i TN o —af
Donc
A2 1 K K\2 K K\2 2
Vz]” = K2 <(313 - ) + (353 - ) ) = 4\K|2 5183
|VA|2— 1 ( K _ K)2_|_(xK_$K)2 _ 1 _|3Kg 2
9 = g (W1 Ys 1 2 = 1K |1 52
et
S v 1
VE- V) = =g (05— uf) (15" — o) + (28 —2f) (2 —2f))
= — kP SKSE - 5KSE.
Substituant dans (3.19), on obtient
e s | SRR N s |arar|?
VAL - VAL :4ul(|2 (855 7 | K53| + 5% o 515 | >

_ 1 8Xr 8XS a>\'r a)\s K I_é . QK i?
K2<6’:E oy T o7 m>5153 515

~ ~ ~

M@y =1-2-y,  X@y =7 M@Y=V



60 CHAPITRE 3. METHODE DES ELEMENTS FINIS EN DIMENSION 2

Apreés intégration, il vient que les coefficients de la matrice de rigidité élé-
mentaire sont donnés par

KE = ﬁ (|S{<S§{2 + |S{<s§{2 — 25KSK . s{(sg()
= ik [5FF - SFSE[” = gy [SFSE)”
Kt = iy (— [SFSF|” + SFsE - SFF)
= 1] 5F5F (SFSE — SFSF) = gy SFSF - S5SF
KL :ﬁ —\s{<s§|2+sf<sg{<‘-s{<s§)
= 7 SKSE (SIS — SFSF) = g SFSE - 5FsF,
K = gk [SFSE|
Kl = gl S - SESF — g 555 ST,

KLY, = g |sEsE)
Finalement, en utilisant la formule
| | !
[ 00 )% () dady = 2 tesed |
nous obtenons

K .
K sir=s,

6
K .
|1— Sir # s.

/ MENE dady =
K

En combinant les résultats précedents, nous obtenons que la matrice élé-
mentaire AX est donnée par

—2

|sEsE| SKSK.GKSK  gKgK . gKgK s 11
K_ _1 2 KGR TKoR vIK]
A" = qip | sEsE-sEsE |sKsE] SEsF.-sfsf [+ (1 2 1

2
SEsE . sKsl sFsf.sisk |sKsE|

Exemple. Dans Q =]0,1[x]0, 1[, on résoud le probleme de Poisson avec
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des conditions de type Neumann a l'aide d’éléments finis de Lagrange P;.
On utilise le maillage suivant :

4 3
Ks
Ka Ko
5
K
1 2

Figure 3.6 - Exemple de maillage et de numérotation des noeuds

Notre objectif est de déterminer la matrice de rigidité correspondante.

lément K. (Sommets 1, 2, 5) Soient S{ = (0,0), S5 = (1,0) et Si =
(%, %). La matrice de rigidité élémentaire correspondante est donnée par

2
|s3si|”  sisi-sisl sisi-sisl

1 0o -1
2 2
-1 2 — 1 1
K" = 1 s}sj - 535} ‘5115%‘ sisl.sisl | = o i -1
11y

2 2

2
sish - sisi sisi-sisf  |sis]]

Etendant cette matrice & une matrice de dimension 5 x 5, on obtient

[e=]

o o o W=
o o W=
o o o o o
|
o o Ni= we

0
0
0
0
0

N[
N[
—

Elément K,. (Sommets 2, 3, 5) Soient S7 = (1,0), S5 = (1,1), 52 = (1,1).
La matrice de rigidité élémentaire correspondante est donnée par

2
|s3s5|”  s3s3-s3s5 sisi-s3sh

2 _ 1 2 _ x1
K* = g | s2s%-s3s3 ‘sts?‘ s3s5-s357 | =K.

2
2535355 sisi.sist  |sis
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Etendant cette matrice & une matrice de dimension 5 x 5, on obtient

N
N
I
[e=] [e=] o o [e=]
=] o N O
o = O o
[e=] [e=] o o o
|

N
N

Elément K. (Sommets 3, 4, 5)

Utilisant les mémes arguments, nous obtenons la matrice

00 0 0
00 0 0 0
A3=]1o0o0 L1 o -1
oo o & -1
oo -1 -1 1

Elément K,. (Sommets 1, 4, 5)
St =(0,1), Sy = (0,0), Ss=(3.3)

De méme, on a

At =

=] oS O N
= o O [en]
[e=]

0 0
0 0
0 0
0 0
_ 0O 0 —

(VI

1
2

Par conséquent, en rassemblant ces résultats, nous obtenons la matrice
globale suivante

A=A+ A%+ A3+ A1

1 0 0 0 -1
0o 1 0 0 -1
= o o0 1 0 -1
o o0 0 1 -1

-1 -1 -1 -1 4
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Exemple. Appliguer la méthode des éléments finis ’; au probléme de Di-
richlet

—Au=f dans 2
u=20 sur of2

dans le carré Q2 =]0,1[x]0, 1] avec le maillage triangulaire uniforme de pas
h= ﬁ (ily adonc N + 2 noeuds sur chaque bord du domaine).

Figure 3.7 - Maillage triangulaire uniforme d’un carré

On notera X; ; = (ih, jh), 1 < i,j < N les noeuds du maillage. On nume-
rote ces noeuds par ordre croissant de j et pour tout j, par ordre croissant
de 4. Ainsi on peut associer a (i, 7), I'entier naturel ¢ = i + (7 — 1)N et on
pose S, = X; ;. On notera alors ¢, la fonction de base associée au sommet
Sy.

e Le gradient V¢, est nul sur tout Q2 & I'exclusion des 6 triangles K1, ---,
Kg, contenant S, (voir figure ci-dessous). Calculons V¢, dans chacun de
ces triangles.

Elément K;. Posons

St =5,_n, Sy = SN+t Si =25,
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Il vient alors que

Vg =V =%2vi+5evy

. V@\— 1 yf(l - yg(l _ 1 0 o 0
2[K1] x§1 _ xfl R\ g %

SeiN-1 Se4N
Ka
Ks Ks
S¢-1 Se Set1
Keg Ko
K1
Se-N Se-Nt1

Figure 3.8 - Sommets voisins a S,

Elément K,. Posons
St = Si-N+i1, S3 =S, S3 = Set1.
On obtient
Vo =VAN=82vi+32vy

K. K.
RPN (TS NN (L
2| K| 1‘{(2 —-%'?2 h?2 0

Elément K. De maniére similaire, posons

CHENC S5 = Sei1, S5 = Siin.

1
R
O >

Il vient alors que

Ve =VN =% Vi+ 5Ly

=~ -~ 1 h 1 0

VR
| |
= S
~—
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Elément K,. Posons

St =S, S3 = Sexn—1, S3 = Sein-
Ona
Ve =V =2uvi Ziyg
. N . h L —h 0
R
Elément K5. Soient

Ona

mh
(O

Iément Kg. Posons

S6 =S n, S5=5,1, S5=25,.

1

Vo —w—vi— b )=
(4 Y h2 _h 1 .

h

Ces résultats sont résumés dans la figure suivante.

SeeN-1 SeeN

|
L=l

t“t

Se-1 _Se ( + )SéJrl
h
h

SN Se-N41

7N
R[]

Figure 3.9 - Valeurs du gradient de la fonction de base ¢,
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e Ainsi

a(de, b)) — /Q Vebel? du

us_
6

=3 [ Ivota
=1 K;
h2 8 _

=g =4

SN/ ///PAS — — T T h{

Figure 3.10 - supp ¢¢ M supp ¢¢+1

on obtient

aldp, dus1) = /Q Ve - Voror do — / Ve - Vo do

UpP ¢¢ N'SUPP dg4+1

= / Vop - Vopiide
Ky U K3

G ) ()

h? 2
=—Zwm="1

o



3.2. APPLICATION A LAPPROXIMATION DU PROBLEME DE POISSON

Des arguments similaires montrent que

a(pe, pe—1) = V- Vy_1dz

/SUPD $eNSUPP 1

= / Vy - Voy_1dx
K5 U Kg

1 _1 1
= ") ? dr + ’1’ .
Ks \ 0 ~% Ko \ %
h? 2
-——————
RS
TN
I N
| AN
AN
I N
I N
k----s)
\ |
\\ |
N |
S I
N
\\I
b ___

Figure 3.11 - supp ¢, N supp ¢p_1

De méme (voir figure 3.12)

a(¢57¢Z+N) :/ V¢Z'V¢Z+N dx
SUpp ¢¢ NSUPP do4 N
—/ V- Vop_qdr
KsUKy
_1 0 0 _
)G ) G
K3 “h h Ky h -
2
- £h=

et de la méme maniére, nous obtenons a(¢y, pr—n) = —1.

S =

N——
U
8
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Se

Figure 3.12 - supp ¢y N SUpp ¢py N

S

Figure 3.13 - supp ¢y N Supp ¢rrN—1



3.2. APPLICATION A LAPPROXIMATION DU PROBLEME DE POISSON

Finalement, prenant en compte la figure 3.13, on a

a(de, peyN-1) = / Vo - Vyin dx

Upp ¢¢ NSUPP oy N1

= / Vop-Vop_idx
K, U K5

S )G LG

h? 2
=-ZTpr="1

) as

s @

et de la méme maniére a(¢y, pr—n+1) = 0.

La matrice globale correspondante est de la forme

D In 0
—In D —lIy

—Iny D —Iy

0 —Ixn D

ou Iy est la matrice identité de dimension N et ou D est la matrice tria-
diagonale de dimension N définie par D = tridiag (—1,4,—1). Il est clair

que la matrice A est identique a la matrice obtenue en utilisant la méthode
classique des différences finies.

69



70

CHAPITRE 3. METHODE DES ELEMENTS FINIS EN DIMENSION 2




Bibliographie

[1] G. Allaire, Analyse Numérique et Optimisation, Ecole Polytechnique,
2007.

[2] P. G. Ciarlet, The Finite Element Method for Elliptic Problems, North-
Holland, Amsterdam, 1978.

[3] A. Quarteroni, Numerical Models for Differential Problems, Springer,
Milan, 2008.

[4] A. Quarteroni, A. Valli, Numerical Approximation of Partial Differential
Equations, Springer, Berlin, 1994,

71



72

BIBLIOGRAPHIE




Programme de 'UE

Semestre3

Intitulé du Master : EDP et applications

Intitulé de 'UE : UEF6

Intitulé de la matiére : Méthode des éléments finis
Crédits : 5

Coefficients : 3

Objectifs de I'enseignement

Etude de la méthode des éléments finis en dimensions 1 et 2 : présentation
de la méthode, convergence et estimation d’erreur.

Connaissances préalables recommandées

Analyse fonctionnelle, espaces de Sobolev, analyse matricielle.

Contenu de la matiére :

I. Méthode des éléments finis en une variable d’espace.
Il. Méthode des éléments finis en deux variables d’espace.
lll. Opérateur d’'interpolation, erreur d’approximation et convergence de
la méthode.

Mode d’évaluation :
( Note examen final x 2 + Note de travail personnel) x 1/3

Références :

e G. Allaire, Analyse numérique et optimisation, LES EDITIONS DE
LECOLE POLYTECHNIQUE, Paris, 2009.

e Ciarlet, The finite element method for elliptic problems, North Hol-
land, 1978.

e P. A, Raviart et J. M. Thomas. Introduction a I'analyse numérique
des équations aux dérivées partielles, MASSON, 1983.

73



Université de Jijel
Département de Mathématiques

Master EDP et applications
Méthode des éléments finis

Liste 1

Exercice 1.0n consideére le probléme aux limites suivant
= (afz)u/(2))" + B(a)u'(z) +y(2)u(z) = f(2), z e (0,1)
u(0) = u(l) =0,

ola, 3, v sont trois fonctions continues sjir 1] et ot f € L?(0,1). Ecrire le probléme
sous une forme variationnelle.

Exercice 2. On considere le probléme de Poisson avec des conditionsrdudbdype
Dirichlet homogénes

{ ' (x) +yu(e) = fl@),  we(0.1) M
u(0) =u(1) =0

ou~ > est une constante gte L?(0, 1).

1. Ecrire la formulation variationnelle correspondant i (Montrer qu’il existe une
solution unique: dansH} (0, 1).

2. Ecrire le probléme approché correspondant, obtenu gaicapon de la méthode
des éléments finis linéaires. Déterminer la matrice deit@@brrespondante et montrer
gue le probleme approché admet une unique solution

3. Que peut-on dire concernant la convergence;deersu? Quel est I'ordre de con-
vergence de la méthode?

Exercice 3. On considere le probléme de Poisson avec des conditionsrdulbdype

Neumann
{ —u"(x) + yu(z) = f(x), x € (0,1)

W/(0) = /(1) = 0, @)



ou~ > 0 est une constante ¢te L*(0, 1).

1. Ecrire la formulation variationnelle correspondant i (Rlontrer qu’il existe une
solution unique: dansH* (0, 1).

2. Ecrire le probléme approché correspondant, obtenu gaicapon de la méthode
des éléments finis linéaires. Déterminer la matrice deit@gabrrespondante et montrer
gue le probleme approché admet une unique solution

3. Que peut-on dire concernant la convergence;deersu? Quel est I'ordre de con-
vergence de la méthode?

Exercice 4.1. On considére le probléme (1). Ecrire le probléme appreoh&spon-
dant, obtenu par application de la méthode des élémentgfindratiques. Déterminer
la matrice de rigidité correspondante et montrer que lelprob approché admet une
unique solutionyy,.

2. Que peut-on dire concernant la convergence,deersu. Quel est I'ordre de conver-
gence de la méthode gic H'(0,1)?

Exercice 5.0n considere le probleme aux limites suivant
— (a(@)u/(2)) +~(2)u(z) = f(z), z € (0,1)
u(0) = u(1) =0,

ouf e L*0,1) eta, vy € C0, 1] satisfont

3)

alx) >ap>0 et v(z)>0 vz € [0, 1].

1. Ecrire la formulation variationnelle correspondant i (Blontrer qu'il existe une
solution unique: dansH} (0, 1).

2. Ecrire le probléme approché correspondant, obtenu gaicapon de la méthode
des éléments finis linéaires. Déterminer la matrice deit@abrrespondante et montrer
gue le probleme approché admet une unique solution

3. Que peut-on dire concernant la convergence;dersu?
4. Approcher les éléments de la matrice de rigidité en atilis$a méthode du trapéze.

5. i) Supposons que(z) = ay > 0 ety(zx) = 7o > 0. Calculer explicitement la
matriceA,,.

il) Considérons le cas de conditions au bord non-homogénes

u(0)=a et u(l)="»> (a,b € R).
Pour se ramener au cas de conditions au bord homogénes, anit déle fonction aussi
simple que possibl& : (0,1) — R qui satisfait les conditions au bord, i.&(0) = a

2



et R(1) = b (une telle fonction est appelée relevement). Puis on déoseap= @ + R
ou ¢ satisfait des conditions au bord homogenes.

Donner un exemple de fonctioR. Ecrire 'EDP satisfaite paii, la forme variation-
nelle correspondante et le systeme linéaire associé alepretapproché correspon-
dant, obtenu par application des éléments finis linéaires.

Exercice 6.Dans la pratique (spécialement en dimension supériedra)est pas tou-
jours possible de considérer un relévement pour transfotengrobleme avec des con-
ditions au bord de Dirichlet non-homogenes en un problénex ales conditions au
bord homogene. Une alternative est I'objet du présent éxerc

On consideére le probléme aux limites suivant
—u’(z) = f(x), z e (0,1)
(4)
u(0)=a wu(l) =",
ouf e L*0,1)eta, b eR.

1. Ecrire une formulation variationnelle correspondam)agec des fonctions-test dans
H}(0,1). Peut-on appliquer le théoréeme de Lax-Milgram?

2. Ecrire le probléme approché correspondant, obtenu gaicapon de la méthode
des éléments finis linéaires. Déterminer la matrice deit@@brrespondante et montrer
que le probléme approché admet une unique solution X . (Vérifier que les valeurs
associées aux conditions aux limites apparaissent darsded membre du systeme.)

3. Que peut-on dire concernant la convergence;®e

Exercice 7.(Probléme de diffusion-transporf) On considére le probléme de diffusion-
transport donné par

—pu’ (x) —bu'(x) =0 x € (0,1),
{ pu’”(x) (z) €(0,1) )
w0)=0 u(l) =1,

oup > 0eth e R.

1. Utiliser un relevement approprié pour reformuler la fatation variationelle de (5).
Montrer qu'il existe une solution unique a ce probleme.

2. Utiliser la méthode des éléments finis linéaires pour agpr (5). Montrer que si
on dénoteu; = uy(z;) alors

(Pe — 1) ujpq + 2u; — (Pe + 1) ujp; =0 i=1,---,N—1
to =0 ©)

UNzl,



\b\h

avecPe = (appelé nombre de Peclet).

3. Chercher les solutions de (6) sous la forme- p*. Montrer que

1 — (LtPe i
ui:(—“%)N i=1,---,N.
1 (15)

Exercice 8. (Equation de la chaleun Soit 7 > 0 fixé. On considére le probléme
parabolique suivant

%Qt‘(:c t)— 3(:6 t) + au(x,t) = f(z,t) (x,t) €]0,1[x]0,T1,
u(0,1) = u(1,t) = t €0, 17, (7
u(z,0) =0 x €]0, 1],

oup >0,a>0etf e L*(]0,1[x]0,T]).
1. Donner une formulation variationnelle de (7) sous la ®®rm

Pour toutt €]0, T'[ cherchen(t) € V tel que

(2%2,0) +a(u(t).v) = (f(t),v)  WweV, ®)
u(z,0) =0 z €]0,1[.

ExpliciterV eta.
2. La semi-discrétisation de (8) par la méthode des élénfiargs’écrit

Pour toutt €]0, 7| chercheru,(t) € V;, tel que

(2890, 0) +a(un(t),0) = (F(1),0)  Vou € Vi, ©)
uw(z,0)=0  z€]0,1].

Montrer que (9) peut s’écrire de maniere équivalente sofhae du systeme de EDO

suivant
Déterminerl/(t) € RY tel que

MUY L AU = F(t)  te(0,7), (10)
U(0) =0,
oUU(t) = (uy(t), -, un(t)).

3. Utiliser und schéma pour discrétiser (10). Expliciter le cas correspondd = 0,
0=1eth=1.
2
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Liste 2

Exercice 1. On considére le carré Q =)0, 1[> maillé suivant la figure suivante

K3

K1

Calculer la matrice de rigidité des éléments finis P, appliqués au probleme de Poisson
avec des conditions aux limites de type Neumann.

Exercice 2. Appliquer la méthode des éléments finis P, au probléme de Dirichlet

—Au=f dans Q2
u=0 sur of2

dans le carré €2 =]0, 1[x]0, 1] avec le maillage triangulaire uniforme de pas h = N+L1 On
notera X, ; = (ih,jh), 1 < i,j < N les noeuds du maillage. On numérote ces noeuds
par ordre croissant de j et pour tout 7, par ordre croissant de i. Ainsi on peut associer a
(¢,7), l'entier naturel £ = i+ (j —1)N eton pose Sy = X; ;. On notera alors ¢, la fonction

de base associée au sommet S,.
1. Déterminer V¢, sur le support de ¢,.

2. En déduire les valeurs de (V¢y, Vor), ou S, et Si sont les noeuds voisins dont les



supports ne sont pas disjoints.

3. Déterminer la matrice de rigidité correspondante.

Exercice 3. Soit 2 un ouvert borné connexe de R? a frontiére réguliére et soit f €
L?(£2). On considére le probléme variationnelle suivant

Chercher v € H'(Q) tel que

() /gzvu.vvdx+)\</§2ud:c> (/dea:> :/vadw Vo e H'(Q),

ouA>1.

Partie I. 1. Montrer qu'il existe une constante C, telle que

2
V)11 gy < Ch (HWH;(Q) + '/dex ) Vo € HY(SQ). (1)

2. Montrer que (P,) admet une solution unique « et que cette solution vérifie

ull g1y < Co lf 20 -
ou Cs > 0 est une constante indépendante de .

3. Montrer qu'il existe une constante C3 > 0, indépendante de ), tel que

‘/ud:ﬂ
Q

4. Ecrire formellement le probléme associé a (P ).

< C 1l L2y -

5. En déduire que la solution de (Py) est dans H?(Q) et vérifie

ull g2y < Callfll L2 -
ou Cy > 0 est une constante indépendante de .

Partie Il. Soit 7, une triangulation de €2, ou h désigne la taille maximale des triangles.
Soit
Vi, = {Uh € C(Q) ’ Vh|K eP, VK € 7;L} .

On suppose que Tj, est réguliere.

1. Proposer une discrétisation de (Pf) et montrer que le probléme approché est bien
posé. On notera uy, sa solution.

2. Appliguer le lemme de Céa pour montrer que

= wnll sy < Cs (B + VAR) 1 2

2



ou C5 > 0 est indépendante de h et de \.

3. Montrer que

2
|u—uh|H1(Q)—|—)\'/ﬂ(u—uh)dﬂz §C<|u—vh|H1(Q)—i—)\‘/g(u—vh)da@

2)
4. En déduire qu'il existe une constante Cs > 0 indépendante de \ et de h tel que

Hu — uhHHl(Q) <Cgsh HfHLQ(Q) :

Partie Ill. On note w, la solution du probleme (P,). On définit 'espace

W:{weHl(Q)]/Qudm:O},

et on désigne par u la solution du probléme

Chercher v € W tel que

/Vu-Vvdx:/fvdx Yo e W.
Q Q

Montrer que
/V(u)\—u)-Vvdx:O Vv e W.
Q

En déduire que
Auy —u) = ﬁ / fdx
Q
et que
[Jux — UHHl(Q) < % HfHLQ(Q) )

ou C est une constante indépendante de \. Commenter.
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Durée 1h30

Toutes les réponses doivent étre justifiees

Probléme. On considéere le probléme aux limites suivant
—u” () +y(x)u(z) = f(z), z € (0,1)
W(0)=a, W(1)=5,

ou~ € (10, 1] satisfaity(z) > v, > 0 pour toutz € [0,1], f € L*(0,1), et ol et 3
sont deux nombres réels.

(1)

1. Ecrire la formulation variationnelle correspondant a (Montrer qu’il existe une
solution unique: dansH' (0, 1).

2. Ecrire le probléeme approché correspondant, obtenu paicafiph de la méthode
des éléments finis linéaires. Déterminer la matrice deit@gabrrespondante et montrer
gue le probleme approché admet une unique solution

3. Que peut-on dire concernant la convergence,geersu?

4. Les coefficients de la matrice de rigidité dépendant dguel type d’approximation
supplémentaire doit-on faire pour effectuer les calculs®ll@s sont les possibles con-
séquences sur la convergence de la méthode.

5. Considérons le cag = 0. Peut-on appliquer le théoreme de Lax-Milgram? Si le
probleme (1) admet une solution, est-elle unique? Peutacangr, en général, que le
probléme discret associé admet une solution unique?

6. Considérons finalement le cas des conditions au bord de tyfehBt «(0) = «
etu(l) = (5. Discuter succinctement comment traiter numériquemeiptrddleme
dans le cas de conditions au bord homogénes et dans le caaditarts au bord non-
homogenes.
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Solution de linterrogation - 19 Novembre 2016

On consideére le probléme suivant
—u”(z) +y(z)u(z) = f(z)  dans(0,1),
W(0) =a, W(1)=p,

ou~ € CJ0,1] satisfaity(z) > v > 0, f € L*(0,1), a et 8 sont deux constantes
reelles.

(1)

1. Multipliant I'équation (1) par une fonction test € H'(0,1) et intégrant, nous
obtenons o ' 1
(U y U ) + (’Yuv U) = (fav) + [u (IL‘)’U(ZL‘)]O
= (fav) + B’U(]_) - Oz’U(O),

1
ou (u,v) = / u(x)v(x) dx. Autrement dit, la formulation variationnelle de (1) est de

la forme

{ Cherchen: € H'(0,1) tel que 2

a(u,v) = F(v) Vo € HY(0,1)
avec
a(u, v) = (v, ') + (yu, v)

F(v) = (f,0) + Bu(1) — av(0).
La forme bilinéairez est continue dan&'(0,1) x H'(0, 1). En effet,
|a (u,v)] < [(u,0)] 4 [(yu,v)]
< lu'fly o'l + vl Tlell 101l
< max {17/l » 1) (lelly v/ lly + [fully lv]l,)

1
2

< max ([1lle , 1) (lullz + llw'll2) (ol + 12711,)
= max (||[yllo . D llull g llolln - Vu,0 € HYO,1).

1
2

1



De l'autre c6té, on a
2
la (v,0)] = |[V[|5 + (yv,v)
> [|v'[|3 + 7o (v, )
> min(1, 7o) ||v]| 7 Vo € H'(0,1)

prouvant ainsi que est coercive dang*(0, 1) x H'(0, 1). Montrons finalement que la
forme linéaireF est continue dan&'(0,1). On a

[E@)] < (£l lvlly + el [o(0)] + (8] [o(1)]
<Nl ol + (ol + 18D 0llegoyy Vv € HY(0,1).
Utilisant I'inégalité de Soboleyv, il vient que
[E@) < fllg ol + (el + 18D [[llego.n)
< Il ol + Cs (el + 18D ([0l 10,1
< Uflly + Cslal+18D) Wiy Yo € HY(0,1)

ou Cs est une constante de Sobolev. Les conditions du théoremaxdiillgram étant
satisfaites, il existe donc une solution uniguau probléme (2). Posant= « dans la
formulation correspondente, nous obtenons

min (1, 70) [[ullz, < a(u,w) = F(u) < (|flly + Cs (lal + |8)) lull

et donc
lull i < mmncizey (L1l + Cs (ol +181)) -

2. Le probléme approché associé a (2) est donné par

Trouveru, €V}, tel que
{ 3)

a(up,vp) = F(vy) Yo, €V,

ouV, = X!. Soit (¢i)i—o... 41 la base de Lagrange d€!. Dans la formulation
variationnelle (3), on choisit successivement ¢;,7 = 0,--- , N 4+ 1 et on obtient

N+1
a (Z un () 0 @) =F(¢) 0<iSN+L
j=0
La formea étant bilinéaire, il vient que
N—+1

S unz;)aley, ¢) = F(¢) 0<i<N+1
j=0

2



DoncUy, = (un(2;))o< <y, €St SOlUtion du systéme linéaire
AhUh = Bh7 (4)

ou la matriced,, est donnée pat;, = (a (¢;, $:))o<; ; <y, €t OU le second membre est
donné paBy, = (F(¢i))o<icn i1
Comme on le sait, les supports geet ¢; sont disjoints quant — j| > 1, i.e.

suppp; Nsuppp; =0 si j#i, jAi—1, jFi+ 1l

Une conséquence directe est que la plupart des élémeurts stent nuls. Les éléments
non nuls correspondants(dy ), ; , (Ax);; €t(An),,;,,- En effet, en tenant en compte
la définition des éléments de la base, nous avons

Six € [z, x4,

=

Six € [z;_1, xi],

Hi(x) =

sinon

O =

Un calcul simple montre alors que
(g = alen.on) = [ (640017 +2() 6}(0)) do
= [ (@) + 2@ 6i@)) e
- [ (D e )
—bt i [ @ -0t

(A v = AN, Ong1) = /1 (((b'NH(:c))z + y(z) gzﬁ?vﬂ(:c)) dx
/:NH ( ¢N+1 2 +y(z )¢N+1( )) dx
L@ 00 (=297) o

) TN41 )
+ﬁ/ x)(r —xy)” dz,

z

:h—‘



etpour; =1,---,N,ona
(s =alono) = [ (@) 420 610) do
~ [ (@) + o) ) d

Ti—1

Tit+1

=240 / V(@) (& — 25m1)  do + 5 v(x) (541 — x)° da,

et

Ay = albi1, 61) = / (6(0)Br (2) +(2) $i(2) i (2)) da

/a:z'+1 (¢£(5€>¢;+1($) + ’Y(I) (bl(x)(szrl(x)) dx

i

Ti41

La matriceA,, est symétrique, définie positive. Le systéefdeadmet donc une solution
unique.
3. D’apreés le lemme de Céa

[ = unl 10,1y < C'llu = vnll g 1) Vo —h e V.
En choisissant;, = II,u € V},, hous obtenons
De plus, vu quef € L?(0,1),0on au € H*(0,1) et

Ju— uh”Hl(o,l) < Cllu— Hhu”Hl(o,l) < Ch v HL2(0,1)
ou C est une constante positive indépendanté.de

4. La matrice de rigidité dépendant genous avons besoin d’approcher les intégrales
du type

/ () () () e
SUPPs,NSUPPY,

Cette approximation introduit une source d’erreur suppglétaire. La matrice étant mal
conditionnée (quand tend versD), il est important de choisir avec soin la méthode



d’intégration numeérique. utilisant par exemple la méthdeg trapézes nous obtenons

(An),, 0o =3+ %/ ) (x1 — ) dx

& 2 (v(wo) (w1 — 20)* + v(m1) (21 — 11)°)

¥(20),

A yorns =L+ 2k / () (& — ox)?da

(v(@n) (xn — 2n)* + Y(@N41) (@n1 — 28)7)

2
’Y(xN'f'l)a

T Ti+1

(A =7+ | @) (@ —zi) de+ s y(x) (@i — )" do

Ti—1 Z5

ik § () (s = 2 +9() (- 2i00)?)
% (V(xz) (Tip1 — xz) +Y(@it1) (@i — "Ei+1)2)

+ oz 5 (v(@) (i1 — @) (23 — ) + (i) (T — 2ipn) (T — 24))

Pt 5v() — 0 : 0
N :
A =
0 R RGO R
o 0o bt byl

5. Considéronsy = 0. La forme bilinéaire n’étant pas nécessairement coeraive s
H'(0,1), on ne peut plus appliquer le théoreme de Lax-Milgramdui ne veut pas



dire pour autant que le probléme n’admet pas de solutiomefailsi le probléme (1)
admet une solution, alors il est facile de vérifier que toutes les fonctions d®tene
u 4 constante sont aussi solutions de (1). De la méme maniéere, la matriceorre-
spondant a probléme discret étant singuliere, il n’est pasiple de garantir I'unicité
de la solution pour le probleme approché.

6)i) On peut utiliser un relevemerRt, par exemple un polynédme de degréel que
R(0) = a etR(1) = 5. Siu est une solution de (1), alofs= « — R sera une solution
d’'un probleme du méme type avec des conditions aux limitesdggnes. Appliquer
alors la méthode d’approximation précédente.

i) Une autre possibilité est de considévgr= X} N H; (0, 1).
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Exercice 1. On considere le probléme de réaction-diffusion suivant

—pu” +ou =0 dans (0,1), )
u(0) =0, wu(l)=1,
ou u et o sont deux constantes positives.
1. Montrer que la formulation variationnelle de (1) est de la forme
Chercher v € H'(0,1) avec u(0) = 0 et u(1) = 1, tel que @)
a(u,v) =0 Yo € H}0,1)

ou a est une forme bilinéaire symétrique a déterminer.

2. En utilisant un relevement approprié R des conditions au bord, montrer que (2) peut-
étre reformulée de la maniére suivante

{ Chercher @ € H(0,1) tel que @)

a(t,v) = F(v) Vv € HL(0,1)

avec u = 4 + R et ou F' est une forme linéaire a déterminer. Montrer que le probleme
(3) admet une solution unique dans H{(0,1). En déduire que (2) admet une solution
unique dans H'(0,1).

3. On subdivise lintervalle [0,1] en N sous-intervalles de méme longueur h. Ecrire
le probléme approché correspondant a (2), obtenu par application de la méthode des
éléments finis linéaires. Déterminer la matrice de rigidité et la matrice de masse cor-
respondantes et montrer que le probléeme approché admet une unique solution .



4. Montrer que si on dénote u; = uy(z;), alors
{ (Pe — 1) ujy1 + 2 (1 4 2Pe) u; + (Pe — 1) u;—1 = 0,

UOZOa UN::l,

.
I

1,---,N—1

avec

_ oh?
Pe = B

5. Chercher la solution de (4) sous la forme u; = p'. Montrer que

<1+2]Pe+ 3[P’e(]P’e+2)>Z <1+2[P’e—1/3IP’e(]P’e+2)>Z

1—Pe 1—Pe

P =

1-Pe 1—Pe

<1+21P’e+\/3IP’e(IP’e+2) > N B <1+2Pe\/31P’e(IP’e+2) ) N

pouri=1,---,N.

Exercice 2. Soit Q = (] — 1,1[x[0,1[) U (] — 1,0[x] — 1, 0[) maillé suivant le figure sui-
vante :

4 3 2
Ty T2
T3 Tl
5 8 1
Te
Ts
6 7

On considére le probléme aux limites suivant

—Au+u=f, dans (2,
®)

ou __
n =0 sur 01,
ou f € L2(Q).

1. Ecrire la formulation variationnelle correspondant & (5). Montrer qu'il existe une so-
lution unique dans H(1).

2. Ecrire le probléme approché correspondant, obtenu par application de la méthode
des éléments finis linéaires.

3. Déterminer, sans calculer les coefficients, la forme des matrices élémentaires corres-
pondant a la contribution de chacun des éléments finis. Assembler la matrice globale.

4. Déterminer la matrice locale correspondant au triangle T7.
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Exercice 1.0n considere le probleme de réaction-diffusion suivant
—pu” +ou=0 dans (0,1),
u(0) =0, wu(l)=1,

ou u eto sont deux constantes positives.

(1)

1. Multipliant I'’équation (1) par une fonction test € H}(0,1) et intégrant, nous
obtenons

1 1
,u/ o' () (z) do + a/ u(z)v(z) de = [u'(z)v(z)], = 0.
0 0
Autrement dit, la formulation variationnelle de (1) est dédrme
Cherchen, € H'(0,1) avecu(0) = 0 etu(1) = 1, tel que )
a(u,v) =0 Vv € H(0,1)
avec

a(u,v) = u/ol o' (2)v'(z) dx + 0'/01 u(z)v(z) dz.

2. Les conditions au bord étant de type Dirichlet non-homoggneus considérons un
relévement approprié. Safit : [0, 1] — [0, 1] la fonction définie paR(x) = x. Il est
clair queR(0) = 0 et R(1) = 1. De plus, posant = @ + R, il est facile de vérifier que
(2) peut-étre reformulée de la maniére suivante

{ Chercheri € V = H}(0, 1) tel que

a(t,v) = F(v) YoeV )

ou F' est la forme linéaire définie par
1 1
F(v) =—-a(R,v) = —u/ V'(x) dx — a/ xv(z) dx
0 0
1 1
=1 (v(0) —v(1)) — a/ xv(z) de = —cr/ xv(x) dz.
0

[e=]

1



Des arguments classiques, avec I'inégalité de Poincangtrami que

|a(w, v)| - < pllw|| a2 [V']] 2 + o [lwll 2 [[0]] 2

< (utco) fwly ol VwweV
prouvant que la forme bilinéaikeest continue suv’. De plus, vu que
2 2 2
a(v,v) = pllv'[F2 + o ollfe > nloly,  WoeV,

nous déduisons queest coercive su¥’. Finalement, utilisant I'inégalité de Poincaré,

nous obtenons
1
a/ xv(x) dz
0

ce qui montre que I'application linéairE est continue sul’. Le théoréme de Lax-
Milgram implique alors que le probléme variationnel (3) admne solution unique
uweV.

[F(v)] = < 7[R |v]p

< co|vly, Yo eV,

Il est clair que si: est solution de (3), alors = R + @ est solution de (2). Pour prouver
I'unicité, supposons que le probléme (2) admet deux salstig et u, dansH'(0,1).
Il est alors clair quer; — u, appartient & et que

a(uy —ug,v) =0 Vv eV.
En particulier, pouv = u; — uy, NOus obtenons
a(uy — up, ur — uz) = o ||uy — wh|7e + 0 luy — uzll3. = 0

i.e. U1 = Usg.

3. Le probléme approché associé a (2) est donné par

(4)

Trouveru;, € X} avecuy(ry) = 0 etuy(zy) = 1, tel que
a(uh, Uh) =0 Yo, eV,
ouV, = X} nHJ(0,1). Soit(¢;),_,.... v labase de Lagrange dé'. Dans la formulation

variationnelle (4), on choisit successivement= ¢;,< = 1,--- , N — 1. En prenant en
compte le fait que, (zo) = 0 etu,(xy) = 1, il en résulte que

N
a (Z uh(xj)(bj,(bi) =0 1<i<N-1.
j=1

2



La formea étant bilinéaire, il vient que

N-1

> un(z;)aley, é) + alon, ¢) =0 1<i<N-—1.

j=1
DoncUy, = (un(2;)),<;<n_, €St solution du systéme linéaire
AhUh = Bh7 (5)

ou la matriced,, est donnée pat;, = (a (¢;, ¢:)),, ; <y_, €t OU le second membre est
donné paB;, = (—a (¢, ¢i))1gz’§N—1'
Comme on le sait, les supports geet ¢; sont disjoints quant — j| > 1, i.e.

suppp; Nsuppp; =0 si j#i, jAi—1, jFi+ 1l

Une conséquence directe est que la plupart des élémeurts stent nuls. Les éléments
non nuls correspondants(dy), ; 1, (Ax);; €t(An),,;,,- En effet, en tenant en compte
la définition des éléments de la base, nous avons

1 -
7 Slx € [I’Z‘, xi—i—l])
1 -
¢;($) — n Slx € [I’Z‘_l, l’i],
0 sinon
Un calcul simple montre alors que paue 1,--- , N —1,0na

(Ah)z‘,i = a(¢i, ¢i) = /01 (M (¢;)2 + Ugb?) dx
— [ (w0 + 00t aa

Ti—1

_ 2u , 20h
_h+3'

Pouri=1,---,N—2,0na

1
(Ah)i,i—i-l = a’(¢i+17 ¢Z) = A (lu ¢;¢;+1 + U¢i¢i+1) dx

Tit+1
/, (1 Gidiq + 0 diira) da

_ o oh
- h+6'



Finalement, commd,, est symétrique, il vient que

2p 4 20h  _p 4 oh
n T3 TG 0 0

_#y oh 28, 20h _p , oh
rT 6 n T 73 rT 6 0

Ay =

... _B .y oh 20 4 20k _p 4 oh
0 nT 6 n T 73 T 6
ho 2 20h
0o 0 ke Fe

De la méme maniere, nous pouvons montrer que

{(Bh)z:o i=1,---,N—2,
(Bh)N—l = —a(dn, pn-1) = — (_% + %h) :

La matriceA,, est symétrique, définie positive. Le systéfiradmet donc une solution
unique.

4. |l est facile de voir que si on dénote = u,(x;), alors

(+ B+ 2+ B) it (S + B =0, =L N1
UOIO, uNzl.

Multipliant ces équations pr%r nous obtenons finalement

(Pe — 1) w1 + 2 (1 4 2Pe) u; + (Pe — 1) u;—1 = 0, i=1,---,N—1
ug =0, uy =1,
avec

_ ah?
Pe = o

5. Ce systéme est une équation aux différences linéairessidérones. On peut trouver
des solutions du type; = p'. Ainsi, aprés substitution, on obtient

(Pe — 1) p* +2(1 4+ 2Pe) p + (Pe — 1) = 0
dont les racines sont

_ 1+42Pe— 3Pe(Pe+-2) . 1+2Pe++/ 3Pe(Pe+2)
P1 = 1_Pe et py = 1_Pe :

La solution est alors de la forme
u; = C1p} + Capy

4



ou les constantes; et(C; sont données par les conditions aux limitgs= 0 etuy = 1,
i.e.

Cr+Cy=0 1
{ G vy —1 T T T T
Ainsi, o
Ui = ppég:%'

Exercice 2.SoitQ2 = (] — 1, 1[x[0,1[)U(] — 1,0[x] — 1,0[). On considére le probléme
aux limites suivant

—Au+u=f, dans(,
(6)
Gu — suroq,

ouf € L2(Q).

1. C’est un probléme de Poisson avec condition au bord de typeniien. La formula-
tion variationnelle associée, définie ddns= H'(2), est donnée par

Trouveru € V tel que a(u,v) = F(v) YoeV, (7
ou

a(u,v) = (Vu, Vo) + (u,v) = /Q (Vu - Vv + uv) dedy

P(o) = (f0) = [ fudsdy.
Q
La forme bilinéairex satisfaisant

|a(w,v)] < [[Vwll 2 Vol 2 + 1wl 2 0]l 20
< [lully flolly, Vw,v eV,

est continue suv’. De plus, vu que
2 2 2
a(v,v) = [[Vl[paq) + [0lf2) = Il Vv eV,
nous déduisons queest coercive suv. Finalement, nous avons

[E@)] =10l < @ 1ol 2
< f 2y ol Yo eV,

ce qui montre que I'application linéairE est continue sub’. Le théoréeme de Lax-
Milgram implique alors que le probléme variationnel adnmet golution unique € V.



2. Nous subdivison$) en 6 triangles. Les5 éléments eB noeuds sont numérotés
comme dans la figure. Le probléme approché associé, défitespace des fonctions
continues, affines par éléments triangulaires, i.e.

Vi = {Uh S C(ﬁ) | Un|T; € ]P)l, Vi = 1,--- ’6}
est donné par
Trouveru, € V;, tel que a(up, vy) = F(vy) Yoy, € Vi, ()

D’apres ce qui précede, ce probléeme admet une solution emignsl},. Sa décompo-
sition dans la base de Lagrange associée est donnée par

8
=1

Nous savons aussi quig, = (ux(5})), <5 €st solution du systéme linéaire

AUy, = By, (9)
ou la matriceA,, est donnée pad, = (a (¢}, ¢;))
donné part}, = (F' (¢i))1§i§8.

3. Maintenant, nous déterminons (sans calculer les coeftg)ida forme des matrices
élémentaires correspondant a la contribution de chacuglde®ents et leur extension
en des matrices x 8.

1<ij.<8 et ou le second membre est

Elément 7. Les sommets correspondants soyit et8. L'extension est de la forme

A, AL, 00 0 0 0 AL
AL, AL, 0 0 0 0 0 Al
0 0 00 0 0 0 O
0 0 00 0 0 0 O
Al =
0 0 00 0 0 0 O
0 0 00 0 0 0 O
0 0 00 0 0 0 O
AL, AL, 0 0 0 0 0 Al

ElémentT,. Les sommets correspondants s et8. L'extension est de la forme

0 0 0 0 0 0 0 O
0 A2, A3, 0 0 0 0 A%
0 A2, A%, 0 0 0 0 AZ
9 0 0 0 0 0 0 0 ©
A= 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 O
0 A3, A%, 0 0 0 0 A%



Elément T;. Les sommets correspondants sgyii et8. L'extension est de la forme

A=

o ©o ©o o o o o o

0
0
0
0
0
0
0
0

0
0

3
All

0

3
A21

0
0

3
A31

0
0
0
0
0
0
0
0

0
0

3
A12

0

3
A22

0
0

3
A32

o © ©o o o o o o

o ©O o o o o o o

0
0
A%,
0
A3,
0
0

3
A33

ElémentT,. Les sommets correspondants sgnt et5. L'extension est de la forme

At =

o o o o o o o o

o o o o o o o o

0
0

4
All

4
A21

4
A31

0
0
0

0
0

4
A12

4
A22

4
A32

0
0
0

0
0

4
A13

4
A23

4
ASS

0
0
0

o O o o o o o ©

o O o o o o o ©

o o o o o o o o

Elément T;. Les sommets correspondants séyit et8. L'extension est de la forme

o ©oO o o o o o o

o ©oO o o o o o o

o ©oO o o o o o o

o O o o o o o o

0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

A7

1

5
A21

=

5
A31

0
0
0
0
0

A3
A3

1

2

5
A32

Elément T;. Les sommets correspondants sort et 8.

AS =

o o o o o o o o

o o o o o o o o

o o o o o o o o

0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0

A5,
A8,
0
45,

7

0
0
0
0

A5,
A8,
0
A5,

o O o o o o o o©




Prenant en compte le fait que ces matrices sont symétrigoes, obtenons apres as-
semblage

Al Al, 0 0 0 0 0 Alg

Aly  Ap+ AL A%, 0 0 0 0 Al +Af
0 A, AR+ AL+ AL AL, AR+ AY 0 0 A +AY
0 0 A3, A3, A3, 0 0 0

A= 0 0 A}, + Al A3y A%+ A%+ AS, A, 0 A3 + Afy
0 0 0 0 A8, AT HAS, AL AR A
0 0 0 0 0 A3, AS, A3,
6
A%C’) A%S + A%S A%C’) + A:I)?) 0 A%C’) + A(li?) A?S + Ag?) Ag:’, Z Ali’:S - AgS
=1

4. SoientS} = (0,0), S3 = (1,0) etS3 = (1, 1) les sommets du trianglg . La matrice
de rigidité élémentaire est donnée par

2
‘521537( sisi.sisl sish. sigl

1 -1 0

Kl = 1L 1ol qlol Tot]? 1ol clof 1 4 9 4
4|Ty] 5153 - 535, S153 5153 - 5551 2

0 -1 1

2
sisi-sist sisi-sist  |sis]

En utilisant la formule

T1|

| o
=i Sir = s,

/AiAid:cdy: \6| '
! T3 Sir # s,

nous obtenons la matrice de masse élémentaire

2 11
M=2L1121
11 2

La matrice élémentaire correspondante au triafiglest alors donnée par

Al =K+ MY



