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Introduction

Imaginons, par exemple, un récipient contenant un gaz composé de 102 particules. On suppose
que les masses, les charges électriques, les interactions et toutes les informations sur ses constituants
sont connues. Plusieurs questions peuvent &tre posées sur 1’état, le comportement et 1’évolution
de ce récipient. Par exemple : est-ce qu’il est humide, chaud ... etc ? peut-il exploser ?... etc. Alors,
pour décrire le comportement de ce systéme, a 1’échelle macroscopique, a partir de toutes les
informations sur ses composants microscopiques, il faut écrire les équations de Schrodinger pour
les 1073 particules, les résoudre et trouver la fonction d’onde du gaz ! Ce qui est, techniquement,
impossible. Donc, on fait comment pour étudier les systeémes physiques au niveaux microscopiques ?

La réponse a cette question est : employer les techniques de la physique statistique. Le but
de la physique statistique est d’éviter ce travail énorme (qu’est techniquement impossible dans
la plupart des cas), et de trouver une maniere qui nous permet d’appliquer les lois et les théories
fondamentales de la physique (classique, quantique ou relativiste !) au niveau microscopique, et
déduire les propriétés macroscopiques qui doivent étre en accord avec 1’expérience et 1’observation.

La physique statistique ou la mécanique statistique est une approche probabiliste qui nous
permet d’étudier les propriétés macroscopiques ou thermodynamiques (comme la température, la
pression, ... etc) d’un systeme physique, en équilibre ! Ce systeme est composé d’un tres grand
nombre de particules, donc, il posséde un trés grand nombre de degrés de libertés. Phénoménologi-
quement, ses propriétés macroscopiques sont décrites par les lois de la thermodynamique. On peut
aussi définir la physique statistique comme la branche de la physique qui utilise les méthodes de
probabilité et statistiques, et les lois de la physique qui s’applique au niveau microscopique (comme
la mécanique classique, la mécanique quantique, ... etc) pour étudier des systemes constitués de
tres grand nombre de particules.

La physique statistique constitue avec la mécanique quantique et la relativité I’un des piliers
de la physique moderne. Elle se base sur les lois de la relativité et la mécanique quantique pour
expliquer le comportement collectif des assemblages des particules dans la limite ou le nombre
des particules est tres grand. Elle utilise les lois de la probabilité et les statistique pour expliquer
le comportement de ce grand nombre de constituants. Ces derniers (particules) peuvent étre des
atomes, molécules, ions, ... etc. On peut résumer les objectifs principaux de la mécanique statistique
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dans les trois points suivants :

>> La physique statistique donne une compréhension rationnelle de la thermodynamique a partir
des caractéristiques des constituants microscopique d’un systéme et leurs interactions.

> La physique statistique permet de calculer la dépendance des quantités thermodynamiques
(chaleur spécifique, ... etc) en terme de la température et les propriétés de transport (chaleur,
électricité, ... etc).

>> La physique statistique donne une explication complete aux phénomenes de transition de
phase.

Ce cours est destiné aux étudiants de troisieme année physique fondamentale. 11 s’ intéresse a la
physique statistique classique, qu’on peut la résumer dans le schéma suivant :

Systéme isolé, fermé ou ouvert : gaz, solide, liquide, ... etc

v

Energie du systeme : E = H(q,p) ou E = Eu ...

'

Ensembles de la physique statistique : micro-canonique, canonique et grand-canonique

'

Fonctions d’état : Entropie S, Energie libre F et potentiel grand-canonique ®

'

Propriétés thermodynamiques 7', U, p, U, ... et Fluctuations

Donc, ce cours est une introduction a la physique statistique, voir [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. Dans
le premier chapitre, on donne quelques rappels de la thermodynamique, les probabilités et les
statistiques, et on démontre quelques relations qu’on aura besoin dans les chapitres qui suivent.
Dans le deuxieme chapitre, on va développer un formalisme (ensemble micro-canonique) qui
nous permet de calculer I’entropie et les propriétés thermodynamiques d’un systéme isolé (énergie
constante), et de retrouver les résultats de la thermodynamique a partir de son hamiltonien. Dans le
troisieéme chapitre, on va développer un formalisme (ensemble canonique) qui nous permet d’étudier
le probléeme inverse, ¢.a.d comment déterminer 1’énergie d’un systéme fermé qui peut échanger
I’énergie avec le milieu extérieur si sa température est fixée (systeme en contact avec un thermostat).
Dans le quatrieme chapitre, on va développer un formalisme (ensemble grand-canonique) qui nous
permet d’étudier les propriétés thermodynamiques des systeémes ouverts, ¢.a.d. des systemes qui
peuvent échanger 1’énergie est la maticre avec le milieux extérieur (systémes en contact avec un
thermostat et un réservoir de particules). Dans le dernier chapitre, on va généraliser le formalisme
de I’ensemble grand-canonique pour des systemes quantiques idéales (pas d’interactions mutuelles
entre ses constituants microscopiques), en prenant en compte le spin des particules (statistique de
Fermi-Dirac et de Bose-Einstein). On va étudier aussi le rayonnement du corps noir (gaz parfait de
photons) oll on montrera qu’on peut retrouver les lois obtenues, d’une maniere phénoménologique,
par Planck, Wein et Rayleigh-Jeans.
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1.1.1

Dans ce chapitre, on donne des rappels sur la thermodynamique, la probabilité et les statistiques,
et on démontre quelques relations qu’on aura besoin dans ce cours.

Rappels de thermodynamique

La thermodynamique est une description phénoménologique des propriétés macroscopiques
d’un systeme physique en équilibre. Son but principal est de décrire les transformations entre les
deux formes de I’énergie : la chaleur et le travail. Dans cette section, on présente les points les plus
importants dans cette matiere. Pour plus de détail, voir la référence [1].

Définitions et notions de base

La définition historique de la thermodynamique est la science de la chaleur et des machines
thermiques, et selon Boltzmann est la science des grands systemes en équilibre. Le but principal
de cette science est de décrire les transformations entre les deux formes de I’énergie, le travail
mécanique et la chaleur. Dans cette session, on donne les principales notions de la thermodynamique
(cours de 2éme année). Voici quelques notions de base :

» Systéme thermodynamique :

Une partie de I'univers entourée par une surface fermé (un gaz enfermé dans un ballon). C’est
un systéme composé de tres grand nombre de particules (atome, molécules, ... etc), décrit par
un ensemble de variables (variables thermodynamiques ou macroscopiques) qui décrivent les
propriétés et le comportement de ce dernier. Ces variables sont classifiées en variables extensives et
intensives. Ce systeme peut étre : isolé s’il ne peut échanger ni chaleur ni travail ni matiere avec
I’extérieur, ouvert, s’il peut échanger de la chaleur, du travail et de la matiere avec 1’extérieur, ou
fermé s’il peut échanger de la chaleur et du travail avec I’extérieur mais pas la matiere.

» Variables macroscopiques ou thermodynamiques :

A I’aide d’un petit nombre de parametres on peut décrire les propriétés thermodynamiques
d’un systeme. Ces parametres peuvent étre déterminer en effectuant des mesures a notre échelle,
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on les appelle variables macroscopiques. Par exemple : la température absolu 7, la pression P, le
volume V, ... etc. Les variables thermodynamiques nécessaires pour d’écrire, completement, le
comportement d’un systeme, composé de g différents types de particules, sont : {7, p,V,Ny,...,Ng }
(ou N; est le nombre de particule du type i).

» Variables extensives :

Ces variables varient si on réunit deux systemes, comme le volume V, le nombre de particules
N, I’énergie totale E, la magnétisation M... etc. Si on réunit deux systeémes thermodynamiques
identiques, par exemple, toutes les variables extensives associées augmentent du double.

» Variables intensives :

Ces variables ne varient pas si on réunit deux systemes identiques, comme la température 7,
la pression P, le potentiel chimique p, le champ électrique E ... etc. Le rapport de deux variables
extensives est une variable intensive (Par exemple, la densité de nombre de particules n = N/V).

» En mécanique classique :

La position et le mouvement d’une particule sont décrits par 6 vraiables. Par exemple, une
particule libre est décrite par : la position § = (x,y,z) et 'impulsion p = (py, py, p;), ou p = mdgq/dt.
Si le systéme est composé de N particules libre, alors son état est décrit complétement par 6N
variables (ol 6N degrés de libertés dans 1’espace des phases).

» En mécanique quantique :
L’état d’une particule est décrite par sa fonction d’onde (solution de I’équation de Schrédinger)
et les nombres quantiques, voir la section (1.3.4).

» Etat macroscopique :
Un état macroscopique est la configuration associée a des valeurs données des parametres
macroscopiques.

» Etat microscopique :

Un état microscopique est déterminé par la donnée d’un ensemble complet de parametres
(nombres quantiques par exemple) qui permettent de déterminer de fagcon unique la configuration
du systeme a I’échelle microscopique.

» Systéme en équilibre :
Si ses variables macroscopiques ne varient pas au cours du temps.

» Processus thermodynamique :

Un processus thermodynamique est tout changement ou succession de changement dans 1’état
des variables macroscopiques. Il est : (a) cyclique si ses états initial et final sont les mémes. (b)
quasi-statique si le systeme passe par une succession d’état d’équilibre. (c) réversible si son chemin
thermodynamique peut étre réversible (dQ = TdS). (d) isothermique : dT = 0. (e) isobarique :
dp = 0. (f) isochore : dV = 0. (g) adiabatique : dQ = 0 ...etc.

» Gaz parfait :
On appelle un gaz, gaz parfait, si les interactions mutuelles entre ses molécules sont négligeables.
L’ hélium a basse pression est une bonne approximation d’un gaz parfait. Son équation d’état est :

PV = Nk,T. (1.1

ou N est le nombre de particules en mole, p est sa pression (en Pascal pa), T sa température (en
Kelvin K) et k;, est la constante de Boltzmann,

ky = 1.38064852 x 1027 K. (1.2)
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» Equation de Van der Waals :
L’équation d’état du gaz de Van der Waals (gaz non parfait) est donnée par :

2
(p+ “;1/\]2) (V—bN) = NkgT (1.3)

ou a et b sont des parametres qui dépendent de la nature des molécules constituant le gaz.

» Travail mécanique :

C’est un transfert d’énergie a 1’échelle macroscopique qui se traduit par un changement des
parametres macroscopiques autre que la température. Si la variable macroscopique qui varie est le
volume (dW = pdV), on dit que le travail est d’origine mécanique. En général, I’élément différentiel
du travail est donnée par :

dW:ZFidXi' (1.4
i

ou F; et X; sont la force et le déplacement généralisé.

» Chaleur :

C’est un transfert d’énergie a 1’échelle macroscopique qui se traduit par un changement de
température (et pas les autres parametres macroscopiques). On dit qu’il y a un échange de chaleur
Q. L'unité de la quantité de chaleur Q est le joule, ou

17 = 10" erg = 6.242 x 10'8ev. (1.5)

» Théories cinétique des gaz :

Le but de la théorie cinétique des gaz est d’expliquer le comportement macroscopique d’un gaz
a partir des caractéristiques (mouvement, ... etc) de ses constituants (atomes, molécules, ...). Cette
théorie permet de donner une interprétation microscopique des variable macroscopique (7" et P).

» Pression :
L’unité de pression (p) est la force par unité de surface. Dans le SI, son unité est le Pascal (Pa),

N

ou

1Pa=1IN/m? = lkg/ms>. (1.6)
1 bar = 10° Pa. (1.7)
latm = 1.01325 x 10° Pa. (1.8)

D’apres la théorie cinétique des gaz, la pression résulte des chocs des particules sur une paroi de
surface S, donc, elle est liée a leurs quantités de mouvement.

F = pdS. (1.9)

» Température :

Dans la théorie cinétique des gaz, elle est liée directement a I’énergie cinétique des particules.
Dans le premier chapitre, on va dériver la relation entre la température et I’énergie interne. Pour le
gaz parfait, par exemple, on peut montrer que

3

U=kT. (1.10)

» Fonction d’état :
Une fonction d’état est une grandeur physique qui dépend que de 1’état initial et de 1’état final
(ne dépend pas du chemin de transformation).
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> Energie interne :

L’énergie totale d’un systeéme mécanique conservatif est donnée par la somme de 1’énergie
cinétique et de I’énergie potentielle des particules qui le constituent. Cette énergie est appelée
énergie interne (on la note par U) en thermodynamique, ou

dU =W +60. (1.11)

» Capacité calorifique :
La capacité calorifique C est 1’énergie qu’on doit donner a un systéme pour augmenter sa
température par un kelvin. L’unité de C est le joule par kelvin (J/K),

U JH

C = = Czi
Yor|, PToT|,

(1.12)

ou Cy est la capacité calorifique isochore, C), est la capacité calorifique isobare et H est I’enthalpie.

» Entropie :

L’entropie est une fonction d’état extensive, dont 1’unité est le joule par kelvin (J/K). D’apres
la physique statistique, elle peut étre interprétée comme la mesure de désordre d’un systeme a
I’échelle microscopique. Elle est donnée par la formule de Boltzmann :

S = kyInQ. (1.13)

ou € est le nombre d’état microscopique accessible pour un systeme.
Pour les processus réversibles, la variation de 1’entropie est liée a la variation de la quantité de
chaleur par,
Y

ds=—. 1.14
T (1.14)

» Systéme conservatif :
Un systeme conservatif est un systeme dont I’énergie est conservée.

» Transformation quasi-statique :
Si I’évolution du systeme est telle qu’il reste toujours en équilibre thermodynamique.

» Potentiel chimique :
Le potentiel chimique u décrit la variation de 1’énergie d’un systéme par rapport a sa quantité
de matiere. Il a la dimension d’une énergie molaire J/mol.

Principes de la thermodynamique
» Principe zéro :

Si deux systemes sont en équilibre thermodynamique avec un troisie¢me systeme, alors, les trois
systémes sont en équilibre entre eux.

» Premier principe :

Ce principe annonce la conservation de 1’énergie totale d’un systeme. Durant un processus
thermodynamique, le changement de I’énergie interne d’un systeme se traduit par AU = Q+W. La
forme différentielle de ce principe est donnée par

dU = §Q+ 8W. (1.15)

et [odU = Uy —U;. L’énergie totale ne dépend pas du chemin suivit, elle dépend que de 1’état initial
est final. Donc, U est une fonction d’état. Par contre W et Q dépendent du chemin suivit, donc ils
ne sont pas des fonctions d’état.
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» Deuxieme principe :

> Enoncé de Clausius : 1l n’existe pas de processus dont le seul résultat soit de transférer de la
chaleur d’un corps froid a un corps chaud. Il est possible de faire passer la chaleur d’un corps
froid a un corps chaud mais il faut fournir du travail (réfrigérateur par exemple).

> Enoncé de Kelvin-Planck : 11 n’existe pas de transformation dont le seul résultat soit de
produire du travail a partir d’une seule source de chaleur a température constante. Cela
signifie qu’il faut au moins deux sources a des températures différentes pour réaliser une
conversion d’énergie calorifique en énergie mécanique (cycle de Carnot par exemple).

> Théoreme de Clausius : Pour des cycle quasi-statique (Carnot), la relation suivante est
vérifiée :

6Q‘]s _
/T —0. (1.16)

ol 6Q,, est la quantité de chaleur échangée de maniére quasi-statique avec le systéme au
point du cycle, ou la température est 7.
On définit I’entropie S par la relation

_ 80,
T )

L’entropie est, donc, une fonction d’état (ou une variable extensive), car elle ne dépend pas
du chemin suivit (elle dépend que de 1’état initial et de 1’état final). Elle permet de reformuler
le deuxieme principe comme suit : L’entropie d’un systeme isolé ne peut que augmenter. Si
le processus est réversible AS = 0, si le processus est irréversible AS > 0.

> Entropie d’un gaz parfait : Considérons un gaz parfait constitué de N particules (N =
constante donc dN = 0). La variation infinitésimale de U est

ds et /dS:O. 1.17)

dU =TdS — PdV, ol 00 =TdS, oW = —PdV. (1.18)
en plus
PV = Nk, T, U = 3Nk, T /2. (1.19)
alors
3 dT av
dS = —Nky,— + Nk,—. 1.20
> Nko = + Nk % (1.20)

on peut montrer que

S(T,P) :Nkb{so(To,Po) +n K;})S/z(’;’)] } (1.21)

ou so(7p, Py) est une constante arbitraire qu’on détermine a 1’aide du froisieme principe de la
thermodynamique.

» Troisieéme principe :
L’entropie d’un solide ou d’un liquide pur en équilibre thermodynamique est nulle au zéro
absolu (énoncé de Nernst).

Fonctions d’état en thermodynamique

Une fonction d’état est une grandeur thermodynamique qui ne dépend pas du chemin suivit,
mais elle dépend que de 1’état initial et de 1’état final. Dans ce paragraphe, on donne quelques
fonctions d’états qui nous permettent de calculer les propriétés thermodynamiques des systémes
macroscopiques.
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> Energie interne :

L’énergie interne est une fonction des parametres extensifs S, V, Ny, ..., N, (ou N; est le nombre

de particules de type i) :

U=U(S,V,Ny,...N,).

(1.22)

Chaque parametre extensif correspond a un parametre intensifs égal a la dérivé de U par rapport a

ce parametre :
)

r=(%)

N V,N....,N,
U

P=- (av)

(U

Température.

Pression.

)

SNy, Ny

Potentiel chimique.

SV,N ...;Nj—1,Nj1,..,Ny

Donc,
dU =TdS—PdV + Y u;dN;.
j=1
Pour un gaz parfait, N; = cst, alors
dU =TdS —PdV.

» Enthalpie H(S,P,N) :

r

H=U+PV =TS+ Z WujdN;, si on travaille a volume contant.
j=1
JH JoH JdH
T=\|—=5 s V=1|55 ) Hi=1\ 3o :
as PN - JdP SN .- IN; S.P--
» Energie libre F(T,V,N) :
-
F=U-TS=-PV+ Z u;dN;, si on travaille a température constante.
j=1
g_ <8F) p <8F> u <8F)
= — | — s = — | — s / = 7 .
oT VN, oV T,Nj,- N, TV,

» Enthalpie libre G(T,P,N) :

r

G=U+PV-TS= Z WU;dN;, sion travaille a température et a pression constantes.

j=1

)
PN, P

(3

(%)
T.N ~»’ ’ aNJ'

ANy

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)
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» Grand potentiel (7,V,u) :
Lorsque on s’intéresse aux gaz de Bose ou de Fermi, on utilise souvent le grand potentiel & :

®=F N =PV, (1.34)

d® = —SdT — PdV — Ndy (1.35)

S <3‘I’> , P _<aq’) . N= _(aq’> (1.36)
aT Vnu'v"' aV Tnu'v"' anl‘l’ T!V/

Introduction aux méthodes statistiques

Analyse combinatoire
» Permutations : le nombre de permutations de N objets est donné par

P=N(N—1)(N-2)..1 =N\ (1.37)

Par exemple : le nombre de permutations de trois objets numérotés dans les casiers est : 3! =6 =
12131, 113[2],[211}3], [213]1].[3]1]21, 3]211].

» Arrangements : le nombre d’arrangements est le nombre de fagons de choisir n objets
parmi N objets en tenant en compte I’ordre de prise, il est donnée par

N!

AR = .
NN =n)!

(1.38)

Par exemple : Soient 4 boule numérotées de 1 a 4. Le nombre de cas possibles de prendre deux
boules parmi les 4, en tenant compte de 1’ordre de prise, est : Az = 41/(4-2)'=12=(1,2), (1,
3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4),3,1),3,2),3,4), (4, 1), (4,2), (4,3). On note que (1, 2) et (2, 1)
sont considérés comme deux cas différents.
» Combinaisons : le nombre de combinaisons est le nombre de choisir n objets parmi N
objets sans tenir compte de I’ordre de prise, il est donné par
N!

Par exemple : on prend I’exemple précédent sans tenir compte de 1’ordre, ¢.a.d. (1, 2) et (2, 1) sont

, .. .. !
comptés comme une seule combinaison. Donc, le nombre de combinaisons est : Cf = (L =6=

4-—2)21 — V=
(1,2),(1,3),(1,4), (2,3),(2,4), (3,4).

Notion de probabilité et statistiques

La physique statistique est basée sur la probabilité et les statistiques, car on s’intéresse aux
systemes composés de trés grands nombres de particules. Donc, la valeur d’une quantité physique
observée expérimentalement correspond a sa valeur la plus probable, i.e. correspond au maximum
de probabilité de trouvé cette quantité.

» Probabilité dans le cas d’événements discrets :

Notons les configurations (ou événement) possibles d’un systéme par |i >, et le nombre
d’expériences pour que ce systeme soit dans une de ces configurations par n;. Alors, la probabilité
de trouver le systéme dans une configuration |i > est

P=3. N=Yn (1.40)

i
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Remarque : Dans le cas général, le nombre d’expérience totale N peut &tre fini ou infini.
Par exemple : Si on lance N fois une piece de monnaie. On note par n; et n, le nombre de fois
d’obtenir pile et face, respectivement. Alors, les probabilités d’obtenir pile et face sont données par

ny

Pn1:N7 PI’lz:

)
N (1.41)
» Probabilité dans le cas d’événements continus :

Dans ce cas, les configurations possibles sont caractérisées par un ensemble de parameétres
continus.

Par exemple : Si on effectue plusieurs mesures de la longueur d’une table. Alors, la probabilité
pour que la longueur mesurée soit dans un intervalle donné va dépendre par le seul parametre x, on
la note par AP(x). Notons le nombre de mesure An(x) pour que I’événement soit a I’intérieur de
I’intervalle [x,x + Ax], alors

A
AP(x) = 1imNﬁm’;\(/x) (1.42)
ol N est le nombre totale de mesure. On définit la densité de probabilité, p(x), par
.. AP(x) dP(x)
P = Jim, S5 = e 149
Alors, la probabilité pour que le parameétre x € [x,x + dx] est
dP(x) = p(x)dx (1.44)

Dans le cas général, les événements dépendent de plusieurs variables continues, alors la probabilité
s’écrit

dP(x1,X2,...;%n) = P(X1,X2, ..., X )dx1dx7...dxy,. (1.45)

» Propriétés fondamentales :
> Normalisation : les conditions de normalisation dans les deux cas s’écrivent, respectivement

Lini
P = —1 1.46
zi‘, N (1.46)
oo 1
P (X1, xn)dxy...dxy = /dP(xl,...,xN) = N/dn(xl,...,xN) =1 (1.47)

D> Addition : Si les deux éventements e et e, sont compatibles, alors la probabilité est donnée
par

P(eIUEQ):P(61)+P(62)*P(61ﬂ62). (1.48)
Si deux les deux éventements e; et ey sont incompatibles, alors la probabilité est donnée par
P(ejUey) = P(ey) + P(ea). (1.49)

Si I’événement dépendent d’un parametre continu x, alors la probabilité est donnée par
b
Pla<x<b)= / p(x)dx. (1.50)
a

Remarque : les deux événements e; et e, sont compatibles si ey Ney; = I, et incompatibles
sie;Nen 75 .
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D> Multiplication : Si les deux événements sont indépendants, alors la probabilité est donnée par
P(elﬂez):P(el)'P(ez). (1.51)

Par exemple : Si on lance un dé deux fois
Si les deux événements sont dépendants, alors la probabilité est donnée par

P(e;jNey) = P(eyler) - Pler). (1.52)
ol P(ey|ey) est la probabilité conditionnelle de e; sachant e;, et P(ey) # 0.

» Valeur moyenne :
Si les événements sont discrets, alors la valeur moyenne d’une quantité f est définie par

F=Y Pufn. (1.53)
m
Si les événements sont continus, alors la valeur moyenne d’une quantité f est définie par
_ e
F=1{ pf)dx (1.54)

Remarque : la valeur la plus probable d’une quantité correspond au maximum de la probabilité P;
ou de la densité de probabilité p(x)
» Variance : Dans le cas d’événements discrets, la variance est définie par

o’ =(f->=r - (1.55)
Dans le cas d’éventements continus, la variance est définie par

Foo _ -
o= | p@)(fx) = f)Pdx=(F(x)?) ~ (P (1.56)
» Ecart-type : est définie par o = V0?2
» Distribution binomiale : On utilise la distribution binomiale si on a que deux type d’évé-
nements possibles (A et B de probabilité P4 et Pp par exemple). La probabilité d’avoir n fois A et
N — n fois B est donnée par :

P(N,n) = CrpPiPy ™" (1.57)

ou N est le nombre d’expériences réalisées.

On peut montrer que :

> la probabilité binomiale est normalisée : Y P(N,n) = 1.
la valeur moyenne de n est i1 = NPy.
la variance est donnée par 02 = NP,Pg.
I’écart-type 6 = /NP4 Ps.
I’incertitude relative sur la valeur moyenne est An/ii o< 1/+/N.

» Distribution gaussienne : On applique cette distribution aux événements continus. La

densité de probabilité gaussienne est donnée par

>
>
>
>

1 _(x—xo)z
e 207 . (1.58)

mmzc o

ol xg est la valeur centrale de la distribution et o est la largeur a la mi-hauteur de p(x). On peut
montrer que :
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> la probabilité gaussienne est normalisée : [*2"p(x)dx = 1.
>> la valeur moyenne de x est : X = xo.
> la variance est donnée par 62.
D> I’écart-type est : ©.
> la loi binomiale devient la loi gaussienne lorsque N > n > 1.
» Loi de Poisson : Les événements rares (événement de probabilité tres petite) suivent la loi
de Poisson

P(n) = pu"—. (1.59)

ol n est le nombre d’événements de méme type.
On peut montrer que :
o> la loi de Poisson est normalisé : };” o P(n) = 1.
> la loi binomiale devient la loi de Poisson lorsque Py < Pget N >n> 1.

» Marche en Hasard a une dimension : Considérons une particule qui se déplace, par des
pas discrets, sur I’axe x. On note que la longueur de chaque pas est Al, et que la particule peut se
déplacer soit vers la gauche ou soit vers la droite.

> On suppose que la probabilité pour que la particule fasse un pas a droite est P, et un pas
a gauche est P,. Alors, la probabilité pour que la particule fasse n; pas a droite et n pas a
gauche (N = nj + ny pas) suit la loi binomiale. On écrit

N!
— 1})“7"1
P(N’nl)inl!(N—nl)!P]n 2

N!
- mu/zw. (1.60)

SiP] :P2 = 1/2.

> La valeurs moyennes de déplacements sont donnée par 7y = 1ri; = NPy = N /2. Alors, la
position moyenne apres N déplacement se trouve a 1’origine.

> La variance 6> = NP, P, = N /4. Donc, I’incertitude relative est 6 /i = 1/+/N.

1.3 Problémes divers
1.3.1 Intégrales gaussiennes

Pour oo € R™, on montre que :

I:/+m€_ax2dx: E
e V o

o0 Foo N
K:/ dxldxz...deexp(—oc(x%+x;..+x12v)) = < ) .

oo

J= /+mx2€_ax2dx: L r
e 2a\ a

Démonstration : Pour calculer I’intégrale 7, on écrit son carré comme

= / dx [ dye @) = ( / e“xzdx> . (1.61)

—o0 — oo

On passe au coordonnées polaire, alors 12 s’ écrit

oo 2n
P= / ar [ dere @ =F. (1.62)
0 0 o
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ou

Xx=rcosH, y=rsiné, dxdy = rdrd®, x2+y2:r2. (1.63)
r € [0,+oo], 6 €[0,2x]. (1.64)

Sans refaire I’intégration, on calcule I’intégrale J comme suit

dl 1 T
J=—=—4/—. 1.65
da 20\ o ( )

Car les variables x,x, ...,x5 sont indépendantes 1’'une de 1’autre, alors K = V.

1.3.2 Volume d’une sphére a N dimensions

Une sphere a N dimension (ou hypersphére) de rayon R est I’ensemble de points, désigné par
(x1,x2,...,xn), dans un espace euclidien a N-dimensions vérifiant 1’équation

G xs 4 4ad <R (1.66)
Le volume infinitésimale dans un espace euclidien & N-dimensions est
dV =dxidxy---dxy (1.67)
Le volume de cette sphere est donné par
VN(R):/---/ dxidxy -+ -dxp.
2 xd 4 +ad <R?
=CyR". (1.68)

ol Cy est un facteur sans dimensions '. On passe aux coordonnées sphériques dans un espace
euclidien a N-dimensions. L’élément de volume dans ce cas s’écrit

dxidxy - -dxy =" 'drdQy_,. (1.71)
ot dQy_; est I’angle solide dans cet espace, et r € [0, +oo]. Le volume Vy(R) s’écrit donc
R RN
Vn(R) :/ rN’ldr/dQN_l = W/dQN_l = CyRY. (1.72)
0

Donc, Cy = [dQn_1/N. Pour calculer I’intégrale sur I’angle solide, on utilise

+o<> N o]
Y dx;exp <— Zx?) = /0 M drexp(—r?) /dQN_l
- i=1
I'(v/2
= (2/)/dQN_1 =2, (1.73)
1. Pour montrer I’expression dans la derniere ligne de 1’éq. (1.68), on fait le changement de variable suivant
Xi =Ry,', dx,- =Rdy,‘. (169)
Alors,
Cy

wirR)=rY [ [ dyidys---dyy . (1.70)
V3% <1
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et,
2N/2 /2
dQn-_1 = ——~ Cyn=="r—"+. 1.74
/ N1Z TN )2) — NETWN2+ 1) (1.74)
Donc, le volume d’une sphere a N-dimensions est
/2
Vy(R) = =————RY 1.75
w(R) T(N/2+1) ek
1.3.3 Formule de Stirling
Pour N > 1, on peux montrer que
In(N!) =~ NIn(N) — N. (1.76)
Ona
In(N!) =In(N(N—1)(N—=2)...1) =In(N) +In(N — 1) +1In(N —2) +... +In(1)
N N N
=) In(i)~ / In(x)dx = (xIn(x) —x)
i=1 1 1
=NIn(N)-N+1~NIn(N)—N. 1.77)

1.3.4 Particule libre dans une boite cubique

Considérons une particule libre de masse m dans une boite cubique de coté L. La fonction d’onde,
y(x,y,z) contient toutes les informations sur ce systeéme. Elle vérifie I’équation de Schrodinger
suivante :

2m

Wl o* 9* 97
<axz+ay2+azz> ‘I’(%%Z):E‘I’(X,)’,Z)- (1.78)

Pour résoudre cette équation, on suppose que

W(x7yvz> = ‘Vx(x)‘l’y()’)‘l/z(z) (179)
Alors

n d* d* d*
_% (Wyllfzdxz‘l’x + WszWWy + ‘l’x‘l’ydzle/z> = EWnyWz~ (1.80)

On divise par W,y y; et on multiplie par 2m/ 72, on trouve

1d*y, 1d%, 1d*y. 2mE  ,
il - i = =—K-. (1.81)
v dx2 oy dy* g dZ? I
On peut montrer facilement que
Ly L&y 1dy.
W, dx? v v, dy? v Y, dz? ©
2mE?
R=12 ik = ’Zz . (1.82)

La solution de chaque équations peux s’écrire

T T T
Wx«sin(nxLx>, qjyo<sin<nyLy>, 1//Zo<sin<nZLz>, ne,ny,n; =1,2,...etc. (1.83)
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A la fin, on montre 2

Y (x,y,z) o< sin <nx7th> sin (@Zy) sin <nZ7Ltz>. (1.87)
272
w°h

E=2 0 <n§ +n§+n§>. (1.88)

Exercices et probléemes
Exercice 1 : Loi binomiale

(1) Montrer que 7= NP,. (2) Calculer la variance.

Exercice 2 : Loi de Laplace-Gauss (ou loi normale)

La densité de probabilité de la loi normale est donnée par :

ollx,t eRetoeRM™,

Montrer que :

| eax=1, | war=g. | -npeax=o*
Exercice 3 : Théoreme de la limite centrale

Montrer que la loi binomiale devient la loi gaussienne lorsque N > n > 1.

Exercice 4 : Loi de Poisson

(1) Calculer 7i.  (2) Montrer que la loi binomiale devient la loi de Poisson quand Py < Pp et
N>n> 1.

Exercice 5 : Volume d’une sphére a N dimensions

Monter que le volume d’une sphere, de rayon R, a N dimensions est donné par :

Exercice 6 : Application de la loi binomiale

Calculer la probabilité d’obtenir un nombre de face entre 3 et 6 quand on lance 10 fois une
piece bien équilibrée.

2. Pour trouver la solution finale, on utilise les conditions aux limites :

Vi(x>L)=0, V(0 <x<L)#0, = kL = n, 7. (1.84)
w(y>L)=0, v, (0<y<L)#0, — kyL = nym. (1.85)
v, (z>L)=0, v, (0<z<L)#0, = k,L=n,m. (1.86)
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Exercice 7 : Distribution de Maxwell-Boltzmann
La distribution de Maxwell-Boltzmann est donnée par :

3 2
o m Sy
) (27rka) ¢

ou m est la masse de la particule considérée, k; la constante de Boltzmann, 7' la température et
2 2024 .2

Ve =vy vy vz

(1) Montrer que f est normalisée.

(2) Calculer les valeurs moyenne : < vy >, < vy >, <v, >, < v,zc >, < v% >, < v% >, < E.>et

< vyvy > (E. est I’énergie cinétique).

Exercice 8 :
Combien de maniére différentes peut-on disposer n objets discernables dans N boites différentes,
sachant qu’on peut mettre qu’un seul objet par boite ?

Exercice 9:
Combien de maniere différentes peut-on dispose n objets discernables dans N boites différentes
sachant que la boite 1 contient n; objets, la boite 2 contient ny, ..., et la boite r contient n, ?

Exercice 10:
Combien de manieres différentes de tirer m objets parmi N objets discernables si :
I’ordre de tirages est important ?
I’ordre de tirages n’a pas d’importance ?
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Les systemes isolés sont des systemes qui ne peuvent échanger ni chaleur ni travail ni matiéres
(particules) avec le milieu extérieur, voir Fig. (2.1). Ces systemes forment un ensemble qu’on
appelle I’ensemble micro-canonique. Dans ce chapitre, on va développer un formalisme qui nous
permet de calculer les propriétés thermodynamiques d’un systéme macroscopique isolé a partir
des hamiltoniens de ses composants microscopiques (atomes, molécules, ... etc), et retrouver les
résultats de la thermodynamique, comme 1’entropie, I’énergie interne, ... etc.

Espace des phases
Définition de I'espace des phases

Pour déterminer, de fagon unique, I’évolution d’un
systeme classique constitué de N particules, il suffit de
connaitre la position g;() et la vitesse V;(¢) (ou plus gé-
néralement, ’impulsion p;(r)) de chaque particule a 1’ins-
tant ¢. Les vecteurs position et impulsion de la particule
i a trois dimensions sont donnés par

xi(t) pxi(t)
gi()= @) |, @)= pu()]). @D
Zi(t) pZi(t)

On peut interpréter ’ensemble (g;, j;) comme un point
dans un espace a 6N dimensions que 1’on appelle espace
des phases. Une trajectoire dans cet espace est définie par
la courbe (g;(t), p;(t)) qui décrit I’évolution temporelle
du systeme. Les quantités g;(¢) et j;(¢) sont déterminés
a I’aide des équations d’Hamilton-Jacobi :

JoH : JH
pi=—=5= (2.2)

=

" op

FIGURE 2.1 — Systeme de I’ensemble
micro-canonique : le systeme S est un sys-
teme isolé, donc, il ne peut échangé ni éner-
gie ni particules avec I’extérieur donc £ =
cste, N = cst.
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Px Px
Opy ~~cellule ellipse 2
OxOpy e
~~"ellipse 1
X

ox

N\ E

FIGURE 2.2 — Espace des phases a deux dimensions (a gauche), et espace des phases de 1’oscillateur
harmonique a une dimension (a droite).

avec
d o bl d d
—==V; = —& +-—28,+-—-=¢.. .
PR A P R 23
0 o
=Vx. .
FT AR @4

ol H est I’hamiltonien du systeme (correspond a I’énergie totale du systtme H = E. + E,). Pour
les systemes isolés, H ne dépend pas explicitement du temps, on écrit donc

E =H(qi(1), pi(t))- (2.5)

L’espace des phases peut étre subdiviser en éléments de volume d*"gd>N p. On appelle chaque
élément de cet espace Cellule de I’espace des phases. Si N = 1 (espace des phases d’une seule
particule), la taille d’une cellule est d*qd>p = (dxdydz) x (dp«dp,dp;). La Fig. (2.2) (a gauche)
représente un espace des phases a deux dimensions et une cellule dans cet espace (particule se
déplace sur I’axe x par exemple).

Espace des phases de I'oscillateur harmonique

Considérons un oscillateur harmonique classique a une dimension. L’hamiltonien de ce systeme
est donné par :

PP

k
H(x,p) =5 x* = E = cste. (2.6)

_|_ —
2
ou m est la masse de la particule et k est la constante de raideur de 1’oscillateur.

L’énergie totale du systéme est conservée car I’hamiltonien H ne dépend pas explicitement du
temps. D’apres I’eq. (2.6), I’espace des phases est une ellipse dont la taille dépend de I’énergie. Les
deux demi-axes de cet ellipse sont donnés par !

a=2mE, b=/2E k. Q2.7)

1. L’équation d’une ellipse dans le plan (x,y) est donnée par : 2—1 + i—z =1, ot a et b sont les demi-axes de I’ellipse.
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La surface o de cette ellipse est donnée par :

o = ab = 2ET, /%. (2.8)

L’énergie d’un systéme est toujours définie avec une incertitude SE. Si I’énergie du systeme est
comprise entre E et E + SE, les trajectoire dans 1’espace des phases seront toutes comprise entre
les deux ellipse 1 et 2, voir Fig. (2.2) (a droite).

Volume et aire de I'espace des phases

Dans le cas général, on définit le volume total @ de I’espace des phases a 6N dimensions et la
surface o comprise entre E et E + 6 E, d’un systéme isolé d’hamiltonien H, par

o(E) = / d*Ngad®Np = / do. (2.9)
H(qi,pi)<E H(qi,pi)<E

c(E):/ do. (2.10)
E=H(q.p)

ou dw et do sont les éléments de volume et de surface, respectivement.
Si I’énergie du systéme est comprise entre E et E + AE, alors le volume de I’espace des phase
dans ce cas est donnée par :

Aw = d*Ngd*N p = do. (2.11)
E<H(q,p)<E+AE E<H(q,p)<E+AE

Si AE — 0O (tres petite), alors on peut écrire

N&co

Aw=w(E+AE)—0(E) ~ E

AE. (2.12)
V.N

D’apres le théoreme de Cavalieri? , le volume entre deux surface, séparées par AE, d’aire o(E) est
donné par

Aw = o(E)AE. (2.13)
Donc,
_ Jdw(E)
o(E) =25 . (2.14)

Cette relation est tres utile car elle sert a calculer le nombre d’état microscopiques classiques.

Nombre d’états microscopiques

Un état microscopique (ou micro-état) est une configuration statistique d’un systéme au niveaux
microscopique. On distingue deux type d’états microscopiques : classiques et quantiques.

Etats microscopiques quantiques

En mécanique quantique, 1’état microscopique d’un systeme est identifié par un ensemble
complet de nombres quantiques qui permet de déterminer de facon unique la configuration du
systeme a I’échelle microscopique. Pour clarifier cette définition, on va traiter deux exemples :
I’atome d’hydrogene et le gaz parfait quantique.

2. Enoncé du Théoreme de Cavalieri : Si les figures planes, déterminées par les intersections de deux solides avec
tout plan parallele a un plan fixe donné, ont la méme aire, alors les deux solides ont le méme volume, voir la figure
suivante :
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Exemple 1. atome d’Hydrogéne

Dans le cadre de la théorie de Bohr, les niveaux d’énergie de I’électron sont quantifiés. L'énergie
de chaque niveau est donnée par :

€= ——. 2.15)

ol n est le nombre quantique principal (pour les états excités n > 1). Pour un état d’énergie donnée,
on a plusieurs configurations possibles, chacune est définie par les nombres quantiques suivants :

> Le nombre quantique secondaire / : 0 <[ <n—1.

> Le nombre quantique magnétique m : — <m < 1.

> Le nombre quantique de spin s : s =1/2.

> La projection de s sur I’axe (0z) s;: —1/2 <s, < +1/2.

Donc, pour I’atome d’hydrogene, un état microscopique quantique est déterminé par les cing
nombres quantiques (n,l,m,s,s;). Ces derniers permettent de décrire complétement le systéme au
niveau microscopique. Par exemple :

Sin= [=0, m=0, s=1/2, s;=+1/2 =—> Q = 2micro-états. (2.16)
=0, m=0

, s=1/2, s,=-1/2.

Donc, si n = 1, on a deux états microscopiques quantiques différents.

1=0, m=0, s=1/2, s,=+1/2.
=0, m=0, s=1/2, s;,=-1/2.
I=1, m=—1, s=1/2, s;,=+1/2.
Sin=2 ﬁ;i n”:(;l’ j;%; Z;:g — Q=S8micro-états.  (2.17)
I=1, m=0, s=1/2, s;,=-1/2.
I=1, m=+41, s=1/2, s,=+1/2.
I=1, m=+41, s=1/2, s;,=-1/2.

Donc, si n = 2, on a huit états microscopiques quantiques différents.

Exemple 2. Gaz parfait quantique

L’énergie d’une particule libre dans une boite cubique de coté L est donné par

2h?

Enmn}wnz = szZ

(n}+ni+n2), e, ny,n, = 1,2, . etc. (2.18)

voir la paragraphe (1.3.4) dans le chapitre précédent.

D’apres I'éq. (2.18), un état microscopique quantique d’un systeme composé d’une seule
particule libre est défini par les trois nombres quantiques (n,ny,n;) . En général, les états microsco-
piques quantiques d’un systeme composé de N particules libres sont déterminés par 3N nombres

quantiques (n)(cl),ny),ngl), ...,n)(CN),nﬁN),ngN)). Par exemple :
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Si le systeme est composé d’une seule particule libre, alors

Pour E, , . =1 { (mv=1, ny=1, n,=1). Ona Q= 1micro-états. (2.19)
(ny=2, ny=1, n,=1).
Pour E, , , =64 (nx=1, ny=2, n;=1). OnaQ=3micro-états. (2.20)
(ne=1, ny=1, n,=2).
(ny=3, ny=2, n,=1).
(ny=3, ny=1, n,=2).
* o (nx:2, ny 3, I/LZ: 1) _ . 2
Pour E, , , =14 (=2, m—=1, n=3). On a Q = 6micro-états. (2.21)
(ny=1, ny=3, n,=2).
(ny=1, ny=2, n,=3).
ol E::x,ny,nz = n)% + ng + nf.

Pour un systeme composé de deux particules libres, voir le tableau suivant :

Energie d’une particule | Nombre d’états || Energie de deux particules | Nombre d’états
3E 1 6 Ey 1
6 Ey 3 9Ey 6
9Ey 3 12 E 15
11 E 3 14 Ey 6
12E 1 15 Ey 20
14 E 6 17Ey 30
17 Ey 3 18 Ey 15
18 Ey 3 20Ey 60
19E, 3 21Ey 12
21Ey 6 22Ey 15
22Ey 3 23 Ey 60
24 Ey 3 24 Ey 31
26 Ey 6 25Ey 60
27Ey 4

29 E 6

30 Ey 6

222 Etats microscopiques classiques

Pour un syst¢eme composé de N particule libre, le nombre d’états microscopiques quantiques,
Q, accessibles au systeme lorsque son énergie est comprise entre

Y[+ P+ ()P | < B AE. (222

peut étre trés grand (augmente avec le nombre de particules) mais il reste fini, voir la section
précédente. Par contre, en mécanique classique, le nombre d’états microscopiques classiques
accessibles au méme systeme lorsque

0<x<L, 0<y; <L, 0<z<L. (2.23)
et

(P + () + ()2
2m

<E+AE. (2.24)
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est infini car I’énergie est continue. Donc, on ne peut pas parler d’un nombre d’états microscopiques
fini si on garde cette définition de 1’état microscopique classique. Pour résoudre ce probleme, on
subdivise I’espace des phases en cellules et on redéfinit I’état microscopique classique comme
I’ensemble des configurations possibles qu’elles sont dans une cellule de 1’espace des phases.
Considérons, par exemple, le cas d’une particule libre qui se déplace sur I’axe x. Alors, son
espace des phases est de 2—dimensions, et la taille d’une cellule dans cet espace est donné par :

AxAp, = 0y. (2.25)

On peut toujours fixer la taille d’une cellule oy pour qu’elle ne peut contenir qu'un seul état

Px

état microscopique

Opx XX~ cellule
a AxApy = 0y

ox

FIGURE 2.3 — Cellules et états microscopiques classiques dans un espace des phases a deux dimensions

microscopique, voir Fig. (2.3). Alors, le nombre d’états microscopiques accessibles au systéme si
son énergie est comprise entre E et E + AE est égal a I’aire de la surface totale divisé par oy,
c c

Q=—= .
Op AxApx

(2.26)

ou o est la surface totale de I’espace des phases.
Pour un systeme constitué de N particule libre a trois dimensions, la formule générale de Q est
donnée par
o o

o-°%__9 2.27
oo (AgAp)3N (227)

En général, pour un état macroscopique donnée (E,V,N), il existe un grand nombre Q(E,V,N)
d’états microscopiques associés a cette configuration, avec

Q(E,vN) = ZEVN) (2.28)
00
et
o(E,V,N) :/ do. (2.29)
E=H(qi,pi)

D’apres ce qu’on a vu dans le paragraphe (2.1.3), le nombre d’états microscopique classiques
accessibles au systeme est lié au volume de son espace des phases par la formule suivante :

o(E,V,N) 1 Jw(E,V,N)
QEVN) =——=——". 2.30
( ) o o O (2.30)
Donc, pour calculer le nombre d’états microscopiques d’un systeme classique, il faut calculer
le volume de son espace des phases @ défini par son hamiltonien, le driver par rapport a son énergie

E et le diviser par la taille d’une cellule oy.
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Exemple : Gaz parfait
L’hamiltonien d’un gaz parfait, constitué de N particule libre de masse m, est donné par

H( ):iilﬁvlzzil\”]i (2.31)
" o 2m Hom .
le volume de I’espace des phases est donné par
o(E,V,N) = / d*Ngd®Np = vV / a*Np. (2.32)
H(q.p)<E H(q.p)<E

ot V = [d3q = dxdydz est le volume occupé par le gaz (ou le volume occupé par une particule
dans I’espace).
La condition H < E peut s’écrire sous la forme

3N
Y pi < (V2mE)*. (2.33)
i=1

c’est une équation d’une sphére 2 3N —dimensions, de rayon v/2mE. Donc, I'intégrale |, H<E a*Np
est juste le volume de cette sphere. Dans le chapitre précédent, on a calculé le volume d’une
hyper-sphere a N dimensions, voir I’éq. (1.74). On utilise cette formule, on montre que,

o(E,V,N) = A (2mE)*N/2 (2.34)
T (BN/2)T(3N/2) ‘
Donc, le nombre d’état microscopique classique est donné par
1do (VY V2
QE,VN) = —=—= = | ——(2m)N?E3N/2>1, 2.35
(EV:N) = 3B <h3) ran/2) 2 (2.35)

ou o =hmN

, et h est une constante qu’on va la définir dans les sections suivantes.
Postulats de la physique statistique

Il existe deux postulats en physique statistique, les voici ci-dessous :

Postulat 1 : Equiprobabilité des états microscopiques

Tous les états microscopiques accessibles a un systeme macroscopique isolé en équilibre sont
équiprobables.

Donc, la probabilité pour que ce systeme soit dans un état microscopique donné est
P(E) = 50 (2.36)

ou Q est le nombre totale d’états microscopiques.

Exemple : Considérons un systéme isolé composé de deux sous systémes, chacun contient
deux particules libres. On suppose que I’énergie totale est E = 30Ey. Le nombres totale d’états
microscopiques , dans ce cas, est = 1056, ou un état microscopique du systeme totale est défini
par I’ensemble des nombres quantiques suivants :

(D D Dy @ D 2,00 3 3@ @) @)y 2.37)

Ny ",Ny ",Nz "N0x "Ny ",Hz "Ny ", Ny "Nz "l ", Ny 7 Ny

La probabilité pour que le systeme soit dans un état microscopique donné, (1’état (2,2,2;2,2,2
;1,1,1; 1,1, 1). par exemple), est 1/1056, voir I’exercice 2.
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Postulat 2 : Principe ergodique

La moyenne d’un parametre quelconque calculée d’une maniere statistique est égale a la moyenne
de ce parametre prise sur un ensemble de systemes identiques.

Si Q est le nombre d’états microscopiques accessibles au systéme pour une énergie comprise
entre E et E + AE. D’apres le premier postulat, le temps passé dans chaque micro-état est le méme
(At =1t/Q). Alors, la probabilité est donnée par

At t/Q 1

=— —. 2.38
P=- ; 0 (2.38)

Si on considere un ensemble de N systeme identiques (copies de notre systeme), ou N est tres
grand. On note par n; le nombre de copies dans I’état i. Donc, la probabilité de trouver le systeme
dans un état donné est

n; 1
P=y=go (2.39)
Donc, dans les deux visions la probabilité est la méme.
Exemple 1 : Considérons un gaz parfait constitué de N particule (ou N 3> 1). D’apres, 1’hypo-
these ergodique, on peut calculer la vitesse moyenne de chaque particule par deux méthodes :
(1) On somme les vitesse de toutes les particules a un instant donné, et on divise par N pour
obtenir la valeur moyenne de la vitesse.
(2) On mesure! la vitesse d’une seule particule a différents instants, on somme est on divise par
le nombre de mesures pour obtenir la vitesse moyenne pour une seule particule.
D’apres le principe ergodique, les vitesses moyennes dans les deux cas sont égales.
Exemple 2 : La probabilité d’observé une face d’un dé non-truqué est égale a 1/6. D’apres le
principe ergodique :
(1) Si on lance le dé pendant 10 s toutes les 10s (donc 103 expérience). Alors, la probabilité de
trouver une face parmi les six est

n; 1
= = . 2.40
PImNT6 (240)
ou n; est le nombre d’essais qui donne une facei (i =1,---,6).

(2) On peut réaliser la méme mesure si on lance N dé identique (un ensemble). La probabilité
d’observer n; fois la face i est

n; 1
P 2.41
PIE N T i (24D
A | 3]
Définition statistique de I’entropie 1 5 ' B |
Formule de Bolizmann §
Considérons un systéme isolé constitué de deux Vi : V2
sous-systémes A et B. On note le nombre d’états mi- E
croscopiques de chaque sous systéme par Qi (E;,V;,N;) i Ny ! N
et Qi(E>,Va,N;), respectivement. Les deux systémes I !

peuvent éChanger de la Chaleur (]eS énergles peuvent
variées), les particules ou bien leurs volumes peuvent

varier. On suppose que ces deux systemes sont statis- o ,
tiquement indépendants, alors le nombre total d’états FIGURE 2.4 — Systeme isolé composé de
q P ? deux sous-systemes A et B : E = E| + E»,

microscopiques est donné par N=N;+NyetV=V,+V,.

Q.(E,V,N) = .Ql(El,Vl,Nl) X Ql(Ez,Vz,Nz). (2.42)
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L état d’équilibre correspond au nombre d’états microscopiques le plus élevé, c’est a dire
Q = Qax = cste, et dQ =0. (2.43)
Donc,
dQ = QrdQ +Q1dQy =0. (2.44)
On divise par Q, on trouve alors
dlnQ =dInQ; +dInQ, =0. (2.45)

Donc, les conditions d’équilibre peuvent s’écrire comme suit :

{ InQ =InQuax- (2.46)

dlnQ =0.

Regardons maintenant le systeéme du point de vu macroscopique. D’apres le deuxiéme principe de
la thermodynamique, 1’entropie d’un systeme isolé composé de deux sous systemes est la somme
des entropies de ces deux derniers,

S(E,V,N) :S](El,Vl,Nl)-i-Sz(EQ,Vz,Nz). (2.47)
dS=dS,+ds,. (2.48)

D’autre part, a 1’équilibre thermodynamique 1’entropie d’un systéme isolé est maximale, ¢.a.d

S = Smax-
{ dS =dS;+dS, =0. (249)

Si on compare les deux points de vue macroscopique et microscopique (les équations (2.46) et
(2.49), respectivement), on déduit que I’entropie doit &tre proportionnelle au logarithme du nombre
d’états microscopiques, alors

S(E,V,N) =k, InQ(E,V,N). (2.50)

ou k; est une constante de proportionnalité de méme dimension que 1’entropie, que 1’on appelle la
constante de Boltzmann. Cette équation, est tres importante en physique statistique (formule de
Boltzmann) car elle permet de calculer les propriétés thermodynamiques (température, pression, ...
etc) d’un systéme a partir de son hamiltonien en utilisant les relations suivantes :

1 ds p 9§

T OE|,y T oV

, K9S| 2.51)
EV T IN|gy

Calcul de I'entropie statistique d’un gaz parfait

On a montré, dans I’exemple qu’on a donné dans la section (2.2.2), que le nombre d’états
microscopiques classiques est donné par

1 do VY N2 3N/2 3N /21

Prenons le logarithme de cette formule et le multiplions par la constante de Boltzman, on montre
que I’entropie d’un gaz parfait s’écrit sous la forme

3/2
S(Evva):Nkb{z-Flﬂ[;; (T) ]} (2.53)
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ou on a utilisé la formule de Stirling (pour N > 1) :

In['(N)=In(N—1)!=(N—1)In(N—1)—(N—1) =~ NIn(N) — N. (2.54)
Alors, on peut calculer facilement la température, la pression, le potentiel chimique et déduire
I’équation d’état du gaz parfait grice a la formule (2.53),

1 ds

T OE

3 Nk, 3
=222, — E = NkT. (2.55)

V.N

C’est exactement la formule de 1’énergie interne qu’on trouve en thermodynamique.

as Nk
? ==| = 71’ — pV = Ni,T. (2.56)
EV
Donc, on retrouve 1’équation d’état du gaz parfait.
3/2

u a8 V (4rnmE
—==—=—| =khn|s5|—— . 2.57
T~ ON|y ”n[m 3N 257

Remarques :
> D’apres la relation d’incertitude d’Heisenberg (en mécanique quantique), la taille d’une
cellule est limité par Ap,Ax > h, ol & est la constante de Planck. Donc, on fixe la taille d’une
cellule dans I’espace des phases 4 6N dimensions par 6 = 43" Ce choix est justifier par la
mécanique quantique (on ne peut pas avoir des cellules plus petites que #°V). En plus, avec
ce choix, on retrouve les résultats empiriques de la thermodynamique comme on va montrer
dans la suite.
> L’entropie S donnée par la formule (2.53) n’est pas correcte. D’abord, elle ne correspond pas
a la formule qu’on trouve en thermodynamique. En plus, elle n’est pas, purement, extensive
car I’argument du logarithme contient une grandeur intensive E /N et une grandeur extensive
V. Pour que cette formule représente une grandeur extensive, il faut qu’elle ne contient que
des grandeurs intensives.
> A l’aide de cette formule de I’entropie, on trouve les bonnes formules de 1’énergie interne et
la pression mais elle conduit a une contradiction avec le deuxieme principe de la thermody-
namique. On appelle cette contradiction le Paradoxe de Gibbs, qu’on va étudier en détail
dans la section suivante.
On va montrer dans la section suivante que la contradiction vient du fait qu’on a considéré les
particules du gaz parfait comme des particules discernables. Mais, en réalité, ce sont des particules
indiscernables.

Paradoxe de Gibbs

On considere un systeéme isolé constitué de deux sous systémes séparés par une cloison. Les
deux sous systemes contiennent deux gaz différents A et B. On suppose que la température T et la
pression p sont les mémes, mais le nombres de particules et le volume sont différents (V4 # Vp et
Ny # Np), voir Fig. (2.5). Si on retire le mur de séparation, le mélange va avoir un état d’équilibre
dont la pression, la température et 1’énergie > restent inchangés, mais 1’entropie augmente (entropie
de mélange). Regardons, maintenant, I’entropie avant et apres le retrait de cloison :

3. L’énergie reste inchangé car elle dépend de la température et le nombre de particules total,

3 3 3 3
Ei+E,= ENAka + ENBka = E(NA +NB)ka = ENka =F (2.58)

ol E et N sont I’énergie et le nombre de particules du mélange.
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Np+ N, Vi +Vp
[ ol NN NeN NeN e
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FIGURE 2.5 — Systéme isolé composé de deux sous-systémes A et B.

> Avant le retrait du mur de séparation :

sW = (T vy Ny) +SU(T, Vg, Np). (2.59)

total

> Apres le retrait du mur de séparation :

St = ST, Va + Vg, Na) + S5 (T, Va + Vi, Np). (2.60)

total

La différence d’entropie AS est

AS=SE), s

total total

VitV Va4V,
= Nk In [ AVE ) 4 Nk In [ ATYE ) (2.61)
VA VB

Alors AS > 0 comme prévu car le processus est irréversible *.

Considérons, maintenant, le cas ot les deux gaz sont identiques. Alors, I’entropie avant et apres
le retrait du mur de séparation s’écrit

D> Avant le retrait du mur de séparation :

St = S5 (T, Va,Na) + Sy (T, Vi, Np). (2.62)

total

> Apres le retrait du mur de séparation :

S2) = S (T, Va + Vi, Ny + Np). (2.63)

total

La différence d’entropie AS s’écrit

VitV VitV
AS = Nakyln [ AV 4 Nk n | A7) S o, (2.64)
VA VB

Méme dans ce cas, la différence d’entropie est positive ce qui ne peut pas €tre correct car le
processus dans ce cas est réversible(on peut toujours revenir a 1’état initial si on remet la cloison de
séparation). D’apres le deuxieme principe de la thermodynamique, la différence d’entropie pour
les processus réversible est nulle AS = 0. Cette contradiction s appelle le Paradoxe de Gibbs>. La
question qui se pose d’ol vient cette contradiction ?

4. Ce processus est irréversible car si on remet la cloison de séparation comme au début, chaque sous systeme va
contenir un mélange des deux gaz A et B. Donc, on ne peut jamais revenir a I’état initial.

5. Josiah Willard Gibbs est un physico-chimiste américain né a New Haven, 11 février 1839 et mort a New Haven,
28 avril 1903).
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> Comment résoudre ce probleme ?

Dans la vision classique (mécanique classique), les particules sont discernables (dénombrable) 6.
Si on numérote les particules du gaz A de 1 a Ny (¢.a.d. 1,2,...,Ny), et les particules du gaz B de
Npo+1aNg+Np (g.ad. Ny+1,Ny+2,...,Ns + Np), et on retire le mur de séparation, il y aura un
processus irréversible car les particules vont se mélanger et on ne peut pas revenir a 1’état initial si
on prend en considération la numérotation des particules.

En réalité, les particules d’un gaz parfait sont indiscernables (non-dénombrables) comme en
mécanique quantique. Donc, le nombre d’états microscopiques dans ce cas est donné par le nombre
d’états microscopiques du cas classique (calculé avant) divisé par N! (le facteur de Gibbs),

Q

Q- . (2.65)

et I’entropie du gaz parfait, calculé dans la section précédente, devient

5 V. (4xmE\*?
S(E,V,N)=Nk¢ =+Inln| — | —— . 2.66
@) =Nk 3 | 2 (ST ) (2.66)
L’argument du logarithme de cette formule ne contient que des quantités intensives, d’ot, 1’entropie
S est une grandeur extensive.

Si on calcule la différence d’entropie (en utilisant la nouvelle formule) pour les deux gaz
identiques et leurs mélange, on peut montrer que

AS =0. (2.67)

ce qui implique que la nouvelle formule de I’entropie est en accord avec le deuxieéme principe de la
thermodynamique.
Dans la Fig. (2.6), on résume le formalisme de 1’ensemble micro-canonique :

Ensemble micro-canonique jm———3pel Hamiltonien H(q, p) = E = cste

|}

Volume de I’espace des phases o (E)

Y

Surface de I’espace des phases 6(E) = Jdw(E)/JE

v

Nombre d’état microscopiques Q = i 0

.)h3N
!

Propriétés thermodynamiques 7', U, p, U, ... | Entropie S =k, InQ

FIGURE 2.6 — Résumé de I’ensemble micro-canonique : on divise par N! juste si les particules sont
indiscernables comme dans le cas du gaz parfait.

Décompte pseudo quantique des états microscopiques

On considere un gaz parfait quantique constitué de N particule libre (a trois dimensions).
L*énergie de chaque particule dépend de trois nombres quantiques

6. Particules discernables : au niveau macroscopique, tous les objets sont discernables, ¢.a.d, on peut les marquer
pour pouvoir les distinguer (boules de billard de couleurs différents). Particules indiscernables : au niveau microsco-
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FIGURE 2.7 — Espace des nombres quantique d’une et plusieurs particules libres.

T2h?

Enx-,n)wnz = 2mL2

(nﬁ—i—ni—kn?), avec Ny, Ry ny =1,2,3--- (2.68)

Chaque état microscopique d’un systeme composé€ d’une seule particule est représenté par un
point dans un espace a trois dimensions (ny,ny,n;). L’énergie sans dimensions n2+ n}2 + nf =
(V/8mEL/h)? représente un huitieme d’une sphere de centre (0,0,0) et de rayon /8mEL/h dans
la partie positive dans 1’espace (7., ny,n;), voir Fig. (2.7) (a gauche). Pour N particules, 1’énergie
totale est donnée par

”2h2 N (0 2 M) 2 (M) 2 7.[27;12 3N )
E = X = Pe 2
> [CORICORICONES 70 LA

=

A haute température et si N est tres grand, on peut considérer, approximativement, les nombres
quantiques n; comme des variables continues. Alors, le volume de I’espace des nombres quantiques
défini par I’éq. (2.69) est donné par

( ) n%—i-m—}—né[\,ﬁ(\/SmEL/h)z ( )
Les conditions
n+--+ndy < (VBmEL/h)?, n; € [0, +oof. 2.71)

représentent le (1/2)" d’une hyper-sphére dans un espace a 3N dimensions. Alors, le volume de
 est

a4 N (2mmE)3N/2

La taille d’une cellule dans cet espace est égale a 1. Donc, Si on dérive par rapport a I’énergie
E, on retrouve le méme nombre d’état microscopiques d’un gaz parfait classique, la méme entropie
S et les mémes propriétés thermodynamiques.

pique, les particules sont indiscernables, ¢.a.d, on ne peut pas distinguer I’'une de I’autre sans modifier les structures
(deux atomes d’Hydrogene par exemple). Bosons : si le spin des particules "s" est entier (0, 1,...), ca implique que la
fonction d’onde est symétrique et ils suivent la statistique de Bose-Einstein. Fermions : si le spin des particules est

demi-entier (1/2,3/2,...), la fonction d’onde est anti-symétrique et ils suivent la statistique de Fermi-Dirac.
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2.5 Densité de probabilité micro-canonique

2.5.1 Définition de la densité de probabilité micro-canonique

Si le systeme est non-isolé, on peut avoir des états microscopiques plus probables que d’autres
(les états ne sont pas équiprobables). Donc, on ne peut pas les compter de la méme maniere, ils
doivent &tre multiplier par une certaine fonction de pondération p(g;, p;). Cette derniére peut &tre
interprétée comme la densité de probabilité pour que le systeme soit sur le point (g;, p;) dans
I’espace des phases. On note que la densité dans 1’espace des phases p(g;, p;) doit étre normalisée

I
N /H _, dMad™ pp(gi,pi) = 1. (2.73)

Si le systeme appartient a I’ensemble micro-canonique (¢.a.d un systéme isolé), on définit la
densité de probabilité micro-canonique p ") par

p(,m.):{ 1/Q, E<H(qi,pi)) <E+AE. (2.74)

0, ailleurs.

on peut montrer facilement qu’elle est normalisée.

2.5.2 Valeur moyenne dans I’ensemble canonique

On définit la valeur moyenne d’une grandeur physique f(g;, p;), dans ’ensemble micro-
canonique, par

1
<f>=5 /H<E d*Nqd* pp™ (g:, pi) f (a1 pi) (2.75)

ot la grandeur physique f(g;, p;) peut étre I'hamiltonien H(g;, p;), le moment cinétique L(g;, p;),
-+ efc.

2.5.3 Entropie comme moyenne dans I'ensemble micro-canonique

On peut définir I’entropie comme la valeur moyenne de la fonction —k; In p(’""). Alors,

mc 1 mc mc
< —kyInpm) > = W/quwqdwpl)( )(qi,01)(—ko In ™) (i, py)),

1 ,
= kh lnghf‘ﬁiN /H<E d3NC]d3NPP (ML)(Qi)pi)
= kyInQ. (2.76)
Donc,
S=< —kylnp") > . (2.77)

2.6 Systemes d’oscillateurs harmoniques classiques et quantiques

On consideére un systéme isolé composé de N oscillateurs harmoniques identiques de masse m,
a trois dimensions. Dans cet exemple, on va étudier les cas classique et quantique.
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() Cas classique :
L’énergie totale de N oscillateurs harmoniques classiques est donnée par
3N /2 2
pi | mo” ,
H= 4+ — =E 2.78
< T ) (2.78)

ou @ est la pulsation de chaque oscillateur. g; et p; pour i = 1,2, ...,3N désignent les composantes

des vecteurs position et quantité de mouvement des oscillateurs.

Pour calculer le nombre d’états microscopiques classiques, on calcule d’abord le volume de

I’espace des phases o,

o= [ dVgap= / BPqd’pr x dqad’py - x dqnd’ py
H<E H<E

On fait le changement de variable suivant

~2
2 Mo”5
X; :T%
Y?:Ii
2m’

Alors, en terme des nouvelles variables @ devient

D) 3N
o= (vV2m)*N . 1N dX,ITY, dY;.
m®* ) Jy xpvp<e ’

3N
— 3 LEWV
@ 'BN+1) '

ot la condition Y3, (X? +Y?) < E représente une sphére de rayon /E 4 6N-dimensions.
Donc, le nombre d’état microscopiques est

_ (2 >3N(7C/h)3N E3N

I(3N) E

w

Par un cacul dircte, on montre que 1’entropie s’écrit

E 1
S—BNkb{1+ln<3’]VFt(I)) }

L’énergie interne est la capacité calorifique sont données par

E = 3Nk,T.
Cy = 3Nky.

(I) Cas quantique :
L’énergie totale de N oscillateurs harmoniques quantiques est données par

E =

M=

(3/24nf +n! +ni)hv.

1

Il
_

3
= (nx+n{+n§+~-+nXN+n1yv+n;,)hv+§th.

=M

3
=Mhv + Eth'

(2.79)

(2.80)

2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)
(2.86)

2.87)
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On peut montrer que le nombre d’états microscopiques quantiques est donné par

_ (M+3N-1)! _(M+3N)!
Q= BN—-1DIM! ~ (BN)IM! (2.88)

I’approximation est justifiée car N >> 1.
Alors, I’entropie est donnée par

S=kp{(M+3N)In(M +3N)—MIn(M)—3NIn(3N)}. (2.89)
ol
E 3
M= v EN. (2.90)

Par un calcul directe, on peut montrer que I’énergie interne et la capacité calorifique sont
données par :

—3th{1 )} (291)

xp(
3N(hv)? (b )
keT?  [exp(3%) — 112

‘< ’ﬂ‘< -

~

Cy = (2.92)

On peut montrer, facilement, qu’on retrouve les résultats (entropie, énergie interne, capacité
calorifique, ... etc) du cas classique a haute température 7" — oo.

Exercices et probléemes

Exercice 1 : Trois particules libre dans une boite cubique

On considere trois particules libres de masse m, enfermées dans une boite cubique de coté L.
L’énergie totale du systeme est 18E), avec

242
Eo= 2T
2ml?
(1) Quelles sont les configurations permises, et combien d’états microscopiques accessibles au
systemes dans chaque cas :
(a) les particules sont discernables ?
(b) les particules sont des bosons de spin 0?
(c) les particules sont des bosons de spin 1?
(d) les particules sont des fermions de spin % ?

Exercice 2 : Etats d’équilibre de deux boites cubiques en contact

On considere un systeme entouré d’une paroi adiabatique (isolé) composé de deux boites
cubiques identiques de coté L, I et /1. On suppose que les deux boites sont en contacte, et les
énergies d’une boite et leur dégénérescence si elle contient une ou deux particules libres sont
données par le tableau suivant :
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1 parts | N. Dégéns | 2 parts | N. Dégéns
3Ey 1 6 Ey 1
6 E 3 9 Ey 6
9 Ey 3 12Ey | 15
11Ey |3 14Ey | 6
12Ey |1 ISEy |20
14Ey | 6 17Ey | 30
17Ey |3 18Ey | 15
1I8Ey |3 20Ey | 60
19Ey |3 21Ey | 12
21Ey | 6 22Ey | 15
22Ey |3 23Ey | 60
24Ey |3 24Ey | 31
26Ey | 6 25Ey | 60
27TEy |4

29Ey | 6

30Ey |6

(1) Au début, chaque boite contient deux particules d’énergie E; = 12 EO et Ej; = 18 Ej,
respectivement. Calculer le nombre d’états microscopiques accessibles aux sous-systemes / et /7 et
au systeme total (Rép : Q; = 15, Q;; = 15 et Q1 y = 225).

(2) On suppose, maintenant, que la paroi qui sépare les deux boites permet d’échanger de la
chaleur. Donc, le systeme total va évoluer vers un état d’équilibre.

(a) Quelle quantité est conservée dans cette transformation ? (Rép : I’énergie totale E =
E;+En = 30E)p)
(b) Quelles sont les énergies possibles E; et Ej; pour les systemes I et I1? (Rép : (Ej,Ejp) :
(24 Ey, 6 Ey), (6 Ey, 24 Ey), (21 Ey, 9 Ey), (9 Ey, 21 Ey), (18 Ey, 12 Ey), (12 Ey, 18 Ey), (15 Ey, 15
Ep)).
(c) Combien d’état microscopique accessibles au systéme totale (Rép : Q = 1056).
(d) Dans quel sens le nombre d’états microscopiques a-t-il variée et de combien ? (Rép : va
augmenter de 225 a 400).
(3) On suppose maintenant que le systeme a atteint son état d’équilibre.
(a) Quelle est la probabilité d’obtenir un micro-état donné ? (Rép :1/1056)
(b) Quelle est la probabilité pour que le systeme I ait 1’énergie 6¢&y, 9&y, 15€0? (Rép :
pr=31/1056,72/1056,400/1056)
(c) Tracer la distribution en énergie des systemes [ et /1 a I’équilibre.
(d) Donner leur énergie la plus probable (Rép : E; = 15 et Ej; = 15).
(4) Refaites I’exercice si on considere que chaque boite contient deux particules discernables.
(5) Refaites I’exercice si on considere que chaque boite contient deux particules indiscernables.

Exercice 3 : Systéme de spins 1/2 dans un champ magnétique

Considérons un systéme isolé constitué de N particules discernables de spin 1/2. Chaque
particule posséde un moment magnétique intrinseéque ti. On suppose que ce systéme est placé dans
un champ magnétique B. Donc, le moment magnétique de chaque particule est dirigé soit dans
la direction parallele a B, ou soit dans la direction antiparallele, avec des probabilités identiques.
L’énergie du systeme est alors

E=—(n—m)Ji-B. (2.93)

ol n; et ny sont les nombres de particules de spins paralleles et antiparalleles a B, respectivement.
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(1) Calculer le nombre totale d’états microscopiques accessibles de ce systeme.

(2) Calculer I’entropie du systeme.

(3) Calculer la température T du systeme, et déduire n; en fonction de 7. Discuter les limites
bases et hautes températures de n;.

Probléeme : Sublimation

La sublimation est le changement d’état d’un corps pur de sa forme solide en sa forme gazeuse.

(I) Potentiel chimique du gaz
On considere un gaz parfait classique, composé de N; atomes indiscernables, de masse m. Le
gaz est contenu dans une enceinte de volume V = cst. L’hamiltonien du systeme est donné par :

- Al

= sz

(1) Montrer que I’entropie est donnée par la formule suivante :

5 4mmE, 32
E =N 1 .
S(E1,N1,V) lkb{2+ n[ <3N1h2> }}

ol kp et h sont les constantes de Boltzmann et de Planck, respectivement.
(2) Déduire les expressions de la température 71, de la pression p; et du potentiel chimique y;,
et montrer qu’il peut s’écrire sous la forme :

NiAG h
— kgTi1 , Ar= ———.
t B n< \% ’ v 2mmky T

Que représente Ay ?

(ll) Potentiel chimique du solide
On considere un solide cristallin, isolé, assimilé & un ensemble de N, oscillateurs harmoniques
classiques discernables. L hamiltonien du solide est :

HPIHZ 2 _
H, = Z + m(qu,H & | = Es.

ou g; et p; sont les vecteurs position et quantité de mouvement de la particule i. L’ énergie constante
&y > 0 décrit I’effet des forces attractives maintenant la cohésion du cristal.
(1) Justifier brievement la formule de Boltzmann :

S(Nz,Ez) = kB an(Nz,E2>.

ol Q(N,, E;) est le nombre d’états microscopiques d’énergie inférieure ou égale a Ej.
(2) Justifier I’expression suivante de €2.

1 3N 3N
Q:h:;Nz/\@d qu zp.

ou 7 est le domine d’intégration.
(3) Montrer que

E> + N,
S(Nz,Ez) = 3N2kb{l+ln2+280}

3N2h(0
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(4) Calculer la température 7> et le potentiel chimique t; du solide, et montrer qu’il peut
s’écrire sous la forme :

?]
U = —& +3kpTrIn —.
1

ou O est une quantité a déterminer.

(1 Equilibre des phases

On suppose, maintenant, que le gaz et le solide sont en équilibre thermique (11 =T, =T7) a
I’intérieur d’une enceinte adiabatique de volume V, et que le volume occupé par les N, atomes
du solide est négligeable devant le volume V' de I’enceinte. On note Q(E,N,V) le nombre d’états
microscopiques du systéme total,

Q(E,N,V) = Y Qi(E1,N1,V1) x Q(E2,N2).
Ni+N=N;E|\+E,=E

OUE=E|+E,, N=N+NyetV=x=V].

(1) Quelles sont les relations qui nous permettent de calculer les valeurs les plus probables Ef,
Ny caractérisant I’équilibre entre les deux sous-systémes.

(3) Déduire I’expression de la pression P; du gaz en fonction de T, de A7, kg, et &.
(4) Tracer la variation de P;(7') dans le régime kT < €. Justifier brievement la signification
physique de cette relation.

(IV) Comparaison avec I'expérience

Expérimentalement, la relation entre la pression et la température, a I’équilibre, du Zinc, dans
le domaine de 500 a 600 K est,

1 10*
P, =303 057 — 2010

ou P est exprimé en Pa et T en kelvin.
(5) Montrer, a I’aide des résultats de la section précédente, qu’on peut écrire

C
InPy :A+BlnT—|—?.

(6) Calculer les valeurs théoriques des parametres A, B, C et comparer aux résultats expérimen-
taux.

(7) Quelle est la condition qui justifier le traitement classique de la vibration du réseau cristallin ?

Données :
Masse molaire du Zinc : M = 65,38 g.molefl, Nombre d’ Avogadro : .44 = 6,02 x 1023, Mgy =
1,3 x 10° J.mole ™!, 8 = 240K. Constante des gaz parfaits : R = 8,31J.K~".mole"!.






3.1

Dans I’ensemble micro-canonique, qu’on a étudié dans le chapitre précédent, I’énergie E du
systéme macroscopique est conservée (systeme isolé), et sa température T a 1’équilibre thermodyna-
mique est déterminée en dérivant son entropie S par rapport a son énergie interne. Dans ce chapitre,
on va étudier le probleme inverse, ¢.a.d comment déterminer I’énergie d’un systéme macroscopique
si sa température est fixée (T = cste) ?

Contact thermique avec un thermostat

Considérons un systéme macroscopique S maintenu
a une température constante 7 a 1’aide d’un thermostat
R, c.a.d. le systeme S est en contact avec le thermostat R,
voir Fig. (3.1). On suppose que I’ensemble de ces deux
systemes forment un systeme isolé (pas d’interaction avec
I’extérieur). Donc, le systeme totale ne peut échanger ni
chaleur ni travail ni matiere avec le milieu extérieur, par
contre les deux sous-systemes peuvent échanger 1’énergie
(et pas la matiere) entre eux. Alors, I’énergie totale des
deux systémes est conservée, ¢.a.d.

E = Eg+ Eg = cste. (3.1)

On suppose que le thermostat R est treés grand par rapport
au systeme S, et que sa température ne change pas a cause
des interactions avec le systeéme S. On note que le systéme

FIGURE 3.1 — Systéme de I’ensemble ca-
nonique : le systéme S est maintenu a la tem-
pérature T par I’échange de la chaleur avec
le thermostat R a condition que 1’énergie du
systeme totale soit conservée E = Eg + E.

totale R+ S appartient aux systémes de I’ensemble microscopique d’énergie £ 3> Eg. On écrit

donc,

Es
E E

E
SR«

3.2)
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On note le nombre d’états microscopiques du systeme S ’Qg’, et le nombre d’états microsco-
piques du thermostat *Qz’. On suppose que les deux systémes sont statistiquement indépendants !

Donc, le nombre total d’états microscopiques pour que 1’énergie du systeme S soit E éi)
du thermostat soit £y est

et I’énergie

Q(E) = Qr(EY) x Q5(EY) (3.3)
ou i (pouri=1,2,...) désigne la configuration (E 1(;) JE éi)), ¢.a.d la configuration dans laquelle les

systemes R et S possedent les énergies E 1(;) et E §i>, respectivement.
Donc, le nombre total de tous les états microscopiques possibles pour que le systeéme S prend toutes

les énergies Eéi) possibles (a condition que E = Eg) + Eéi) ) est

Q(E) =) Qi(E) =} Qr(Er) x Qs(E). (34)

La probabilité, p;, de trouver le systtme S dans un certain état micro-canonique i d’énergie
E é’) (E §’> n’est pas fixée car S peut échanger la chaleur avec R) doit &tre proportionnelle au nombre

d’états microscopiques de la configuration i (le systeme S a I’énergie Eéi)) du systeme S

_OQ(E)
pi= Q(E)

o Qr(EY) = Qr(E — EY). (3.5)

ol on a utilisé le fait que le nombre totale d’états microscopique Q(E) du systeme R+ S est constant
(systeme de I’ensemble micro canonique), et le nombre d’états microscopique du systeme S égal a
Punité Q(EY) =12,
Calculons, maintenant, I’entropie statistique du systéme total
S = ky InQ(E) = ky InQr(EY)) = ko InQg(E — E{). (3.6)
On fait un développement limité de I’entropie autour de £ ()
justifié car Eé’) est insignifiante devant F, Eél) K E),

= 0 (ce développement limité est

dInQg(E —E)

i i)2
S|y = ko InQr(E) + ki Py E@_OEQ + ..+ OED
N s =
I(E—E) dInQg(E—E ; ;
~ QR (E) + (l,)S) n( @S) B4+ oED
JE} dE-EY)  Ie0-o
£
~ kyInQg(E) — % (3.7)

Pour trouver la derniere formule, on a utilisé la relation suivante

IS(E _E§i>) I __E;% _ kbaani(E,({)) _ kbaanR(E,({)) _ (3.8)
I(E—EY) I(E—EY) IEy oEy !

1. Sideux systemes sont statistiquement indépendants, alors le nombre d’états microscopiques de 1I’ensemble est
donné pas le produit des nombres d’états microscopiques de chaque systeme.
2. On peut toujours choisir la taille des cellules de 1’espace des phases pour que le systeme S soit dans un seul état

microscopique a I’énergie E é').
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Alors, le nombre d’états microscopique du thermostat s’exprime en fonction de E, E él) et T sous la
forme

(i
; E
Qr(E—E) :QR(E)exp<—kaT>. (3.9)

Donc, le nombre d’états microscopique du thermostat décroit avec I’énergie du systeme E él) (éq.

(3.9)), et la probabilité de trouver le systeme S dans un état d’énergie Eéi) est proportionnelle a
I’exponentielle de I’énergie de ce systeme divisée par —k, T,

E‘éi) (3.10)
Pi o< exp T ) .

Fonction de partition canonique

Dans cette section, on va dériver une fonction qui nous permet de calculer toutes les propriétés
thermodynamiques d’un syst¢me macroscopique dans le carde de I’ensemble canonique. On appelle
cette quantité la fonction de partition canonique.

Définition de la Fonction de partition canonique

On a montré, dans la section précédente, que la probabilité de trouver un systeme en contact
avec un thermostat avec une énergie E; est

E; E;
pi o< exp<—k]l,> :Aexp<—k]i>. 3.11)

ou A est une constante de normalisation qu’on doit la définir, et E; est ’énergie du systeme en
considération. Sachant que la probabilité est normalisée, ¢.a.d.

Yri=1. (3.12)

ou i s’étend sur tous les états microscopique qui vérifient la condition de conservation de 1’énergie
totale du systeme (E = Er + E;). On écrit

E;
A ) = A=—w 3.13
;exp( kT) , - (3.13)
Yiexp| —zr
La forme finale de p; est donnée par

E; E;
pi= exp<—kT> /Zexp <_kT> (3.14)

Dans le cas général, un état microscopique est déterminé par un ensemble de parameétres {/}
(nombres quantiques par exemple), alors, la probabilité (si I’énergie est discrete) prend la forme
général suivante

E, E,
! =exp<—#>/%exp<—lg>. (3.15)
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ol ’ensemble {/} désigne tous les paramétres dont I’énergie dépend 3.

Dans la formulation continue (si I’énergie est continue), on fait les substitutions suivantes :

{1} — (qv, pv).
Ep— H(qy,pv).
1 3N 3N
{1}
Piiy = Pe(qv,pv)- (3.16)

ou p. est la fonction de distribution canonique que I’on définit, par analogie, comme suit

B exp(—=BH(qv,pv))
pc(qv,pv) = (1/m3N) [ d3Nqd3N pexp(—BH (qv,pv))

(3.17)

ou H(gy, py) est ’hamiltonien du systeme, et f = 1/(k,T).

Une autre approche pour dériver la probabilité p; :

Dans I’ensemble canonique, 1’énergie E; n’est pas
fixée (par contre T est fixée). Par conséquent, tous les
points de 1’espace des phases peuvent étre occuper a B I
condition que E = E; + Eg. On divise I’espace des phases g T
a des cellules trés petites de maniere que chaque état F
microscopique occupe une seule cellule de taille Aw. 0 :
On peut dériver les mémes résultats en employant NS ERE
le principe ergodique. Considérons N copies identiques PR R 1 -
de notre systéme. A I’instant ¢, les différentes copies se
trouve dans des états microscopiques différents, voir Fig.
(3.2). Soit n; le nombre de systémes (ou copies) sur la
surface Aw;, on a donc

FIGURE 3.2 — Distribution des états mi-
N = Zni' (3.18) croscopiques de N copies d’un systeme sur
i les cellules, de taille Aw;, de son espace des

. S . . phase.
ou i s’étend sur tous les états microscopiques accessibles

au systeme. D’apres le principe ergodique, la probabilité
de trouver n; copies de notre systeme dans I’état microscopique i est

n;

= 3.19
Pi= (3.19)

D’autre part, la moyenne statistique de toutes les énergies accessibles au systéme est

1
U:<E>:;ﬁﬂzgﬁﬂ. (3.20)
ce qui implique que

NU :ZniEi' (3.21)

3. Par exemple, si le systéme est composé d’oscillateurs harmoniques quantiques. Alors, I’ensemble {/} correspond,
dans ce cas, aux nombres quantiques {ny,ny,--- } de tous les oscillateurs qui varient entre [0,1,2,--+ ;N — oo[
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Donc, on a deux contraintes sur le nombre de copies N et le nombre de copies sur une cellule #;,
sur la surface Aw;, n;

N=Y n, NU =Y niE;. (3.22)
i i
Si w; est la probabilité de trouver un systéme (ot une copie) dans un état microscopique i d’énergie

E;, alors la probabilité de trouver n; systémes est @.", et la probabilité de trouver une répartition de
copies de systemes {n;} est

(o3)"

Wiy = NI ol (3.23)
voir le chapitre 7 de la référence [1] pour plus de détail.
Cherchons maintenant la répartition la plus probable, on a
In(Wy,,}) = NInN —N =Y (njInn; —n; — n;In ). (3.24)
i
pour que la probabilité€ Wy, soit extrémale, il faut que dInWj,,, = 0, alors
dIn(Wy,,y) = —Y_(Inn; — In@;)dn; = 0. (3.25)

1

Pour résoudre cette équation, on utilise la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Donc, on
dérive les contraintes (3.22) et on écrit

A dni =0 (3.26)
i
~BY Eidn;=0. (3.27)
i
ol A et 3 sont des parametres a déterminer.
L’équation (3.25) devient donc,
Y (Inn; —Inw; — A + BE;)dn; = 0. (3.28)

1

On peut, maintenant, considérer que les n; sont indépendants, alors
Inn; —Inw; — A + BE; =0, = n; = wie* e P (3.29)

ou A est (—f3) sont des multiplicateurs de Lagrange. On suppose que toutes les ®; sont égales pour
chaque cellule (équiprobabilité des états microscopiques), on trouve donc

n; efﬁEi efﬁEi

TN Y,eBE ZO[T,V.N]

Di (3.30)
c’est exactement la probabilité qu’on dérivée dans le paragraphe précédent, voir 1’éq. (3.14).

La quantité Z, s’appelle la fonction de partition canonique. Dans la formulation discrete, elle
est donnée par

Z\) =Y e PEw. (3.31)
i}

ou {i} est I’ensemble de tous les paramétres définissant un état microscopique.
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Dans la formulation continue, la fonction de partition canonique s’écrit

1
AQE W /d3qu3Npexp(—BH(q,p)). (3.32)
Dans la deuxieme approche (I’approche basée sur le principe ergodique), le parametre 8 est

inconnu. Pour le déterminer, on utilise la formule de I’entropie statistique définie comme une
moyenne sur I’ensemble canonique, on a donc

1
S=< —kylnp, >= hTN/d3qu3Nppc(q,p)(—kblnpc(q,p))-

1
= N / d*qd* ppc(q, p)(keBH (g, p) +kpInZe).

= kbﬁU +kpInZ,.. (3.33)
Calculons g—g :
S 2B d1nZ,
_ ap dInZ. df
—kbUﬁ-i-ka +kbwﬁ. (3.35)
D’autre part, on a
d(kpInZ,) _
Alors
1 ds
T30~ kpB. (3.37)
Donc,
[ (3.38)
kT ‘

On définit une novelle fonction d’état F qui s’appelle [’énergie libre, voir I’équation (3.33),
F(T,V,N)=U—-TS=—kyTInZ(T,V,N). (3.39)

L’énergie libre joue le role de I’entropie dans I’ensemble canonique. On peut déduire toutes les
propriétés thermodynamique d’un systeme a partir de cette fonction d’état a I’aide des relations
(3.40, 3.41, 3.42, 3.43), voir le paragraphe suivant.

Grandeurs thermodynamique et fonction de partition canonique

Une fois I’énergie libre est connue, toutes les propriétés thermodynamiques d’un systéme dans
I’ensemble canonique peuvent étre calculées a 1’aide de :

Entropie

JoF

S=-2| .
aT V.N

(3.40)



3.2.3

3.24

3.2 Fonction de partition canonique 49

Pression
oF
=——1 . 3.41
P WV |y x (3.41)
Potentiel chimique
oF
=0 . (3.42)
oN TV
Energie interne
U=F+TS. (3.43)

Facteur de Gibbs

La discernabilité des particules, en physique classique, a conduit a une contradiction avec les ré-
sultats de la thermodynamique (entropie de mélange et deuxieéme principe de la thermodynamique).
On a enlevé ce paradoxe par un facteur correctif de 1 /N! qu’on a appelé facteur de Gibbs. Donc,
on avait vu que le nombre d’états microscopiques dans les cas ou les particules du systéme sont
discernables () ou indiscernable (£,,;) sont donnés, respectivement, par

d3N d3N d3N d3N
Qd = / 1 p7 et, Qnd = / el P
E<H<E+AE WV E<H<E+AE N!'h3N

Par analogie, on définit la fonction de partition canonique Z©) dans ces deux cas comme suit

(3.44)

. d3qu3Np . d3qu3Np
Z():/Texp(—ﬁH), et, z}i}:/Wexp(—ﬁH). (3.45)

. z 212 . . d3qu3Np dSquSNp .
Donc, on a juste remplacé le volume €lémentaire de I’espace des phases — 55 v+ Cecl

implique que la densité de probabilité canonique p©) dans les deux cas devient

pl) = w et pl= w donc  p=N1pl.  (346)

Zd an
Si le systeme de I’ensemble canonique est composé de particules indiscernables (comme le
gaz parfait), alors, on doit diviser la fonction de partition canonique par le factoriel du nombre de
particule (N!). Si le systéme est composé de particules discernables (comme le solide), on garde la

définition originale de la fonction de partition canonique.

Systéme de particule sans interaction

Un systéme de particules sans interaction est un systéme dont ces constituants n’interagissent
pas entre eux (gaz parfait par exemple). Pour ce genre de systémes, I’ hamiltonien total est donné
par la somme de tous les hamiltoniens de chaque particule, alors

N
H(qla"'7qN;ﬁ17"'aﬁN):Zh(zii?ﬁi)' (347)
i=1

ou h(g;, p;) est I’hamiltonien de la particule i de vecteurs position et quantité de mouvement g; et
Di, respectivement.
Dans ce cas, on peut montrer que la fonction de partition d’un tel systeme s’écrit sous la forme :

ZT,v,N] = (Z29[T,Vv,1])V. (3.48)

ot Z(¢) [T,V,1] est la fonction de partition canonique a une particule.
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Démonstraction :

20 = [ LD (B (G- i ),
11, [ @i prexp(—~BhGi. )
=TI1Y,Z[T,V,1] = (Z[T,V,1])". (3.49)
avec

ZOT,v,1] = / dq;d® piexp(—Bh(G:, ). (3.50)

z vz

De la méme maniere, on montre que la densité de probabilité s’écrit

P = exp(=BH(q1, - ,gn: P+, Py)) _ exp(=Bh(q1,p1))  exp(=Bh(gn,PN))
Z©[T,V,N] ZO[T, V1] VACIVINA |
=pl9 .. xpld (3.51)
Donc,
p(C)(é'la"' 75]\1;1_7'17"' 7ﬁN) :H£IP§C)<517ﬁ1)' (352)

Calcul de la valeur moyenne des observables physiques
Moyenne d’une fonction sur 'ensemble canonique

Toute observable physique peut s’écrire comme une moyenne dans 1’ensemble canonique d’une
fonction f (4, p) de la maniére suivante

o o
< f(@@p)>= hTN/dqu d*pyp'(4,5) £(4.P)- (3.53)

ol p(©) est la densité canonique dans 1’espace des phases, elle contient toutes les informations sur
le systeme physique en considération. Si les particules sont indiscernables, 1'éq.(3.53) doit étre
divisée par N!.

On a montré, dans le chapitre précédent, que I’entropie s’écrit comme la moyenne de f =
—kp,Inp ") Ce résultat reste valable pour I’ensemble canonique,

S =< —ky Inp'9(gG,p) > . (3.54)

L’énergie interne est la valeur moyenne de 1’hamiltonien dans I’ensemble canonique

U=<H(G,p)>. (3.55)
Remarques :
— Si les nivaux d’énergie du systéme sont discrets, alors, la valeurs moyenne d’une grandeur
physique est définie par
< fuy > =Y fir Piiy- (3.56)
{i}

— Si les particules sont indiscernables (comme le cas du gaz parfait), on doit diviser les valeurs
moyenne définies dans les eqs. (3.53, 3.56) par N!.
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Densité de particules dans I'espace

La densité canonique dans I’espace des phases est définie comme la valeur moyenne d’un
produit de fonctions delta de Dirac

PG Bl By) =< WV, 8(6i— §))8(Fi — ) > (3.57)
La distribution pour une seule particule dans I’espace des phases est
PG -, B) =< W 8(q; — )8 (i~ ) > - (3.58)
La distribution des particules dans 1’espace de configuration
N
PG, ) =< Y56 —a) > (3.59
i—

La distribution pour une seule particule dans I’espace de configuration est
(@) =< 8(G—7) > (3.60)
La distribution des particules dans 1’espace des impulsions

N

p (B, By) =< Y. 8(Bi—P) > . (3.61)
i=1

La distribution pour une seule particule dans I’espace des impulsions est
pl NP =< 8(pi— 7)) > (3.62)

Ces distributions, dans des différents espaces, sont trés importantes dans des circonstances ol
on ne peut pas calculer les propriétés thermodynamiques d’un systeme directement a partir de son
énergie libre, voir les relations présentées dans la section (3.2.2). Par exemple, si on veut calculer
la pression d’un gaz parfait sous I’effet d’'un champ gravitationnel a partir de la formule (3.41),
on ne peut pas car I’énergie libre dans ce cas ne dépend pas explicitement du volume. Alors, pour
résoudre ce probleme, on calcule la densité de particules dans I’espace des configurations, qu’on
montre qu’elle est donnée par (voir le paragraphe (B.2) pour plus de détailles)

N

. S o N
P () =p G, dn) =< Y 8(Gi—4)) >=

=. 3.63
L v (3.63)

puis on utilise I’équation du gaz parfait pour écrire la pression du gaz en fonction de p(©) (ryetT

p(r) =k, Tp(r). (3.64)

Gaz parfaits dans ’'ensemble canonique

Dans cette session, on va appliquer le formalisme de 1’ensemble canonique sur des gaz parfaits
dans les configurations suivantes : gaz parfait classique, gaz parfait quantique, gaz parfait relativiste,
gaz parfait sous I’effet de la gravitation et gaz parfait en en centrifugeuse (les trois derniers cas sont
donnés dans I’appendice (B)).
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Gaz parfait classique

On consideére un gaz parfait monoatomique classique, dans un récipient de volume V, constitué
de N particules indiscernables, maintenu a la température 7. L’énergie totale de ce gaz est donnée
par

Al +p.)/l+pzl

H(gi,p:) Z

(3.65)

Dans ce cas, I’énergie est continue, elle dépend des variables continues py;, py, et p;, (varient
entre | — oo, +-o0[). Alors, pour calculer Z(©) on utilise la formule (3.32).

Fonction de partition canonique Z(© :
La fonction de partition canonique s’écrit

. d3qu3Np
Z[I,V,N] = Wexp(—ﬁH(CIva)),
| oo pi+pi+pk
= WHL {/dxidyidzi lw dpxdpydp;, exp<—ﬁ2:nz ;
—_—

=V =(2mmk,T)?/2

(3.66)

Lintégrale sur d°q; = dx;dy;dz; est évidente car 1’intégrande ne dépend pas de ces variables,
donc elle est égale juste au volume du récipient. Pour intégrer sur d°p; = d DPxdpy,dp;,;, on utilise

I’intégrale gaussienne suivante
+oo T
dxe " = | =. (3.67)
— (04
ou « est un réel positif non nul.
Alors, on montre que la fonction de partition canonique de ce gaz est donnée par
vy h
ZOT,V,N] = —, A — 3.68
[ ] NIA3N \/Zmﬂ:ka ( )
la quantité A est la longueur d’onde thermique (de Broglie) de ce gaz.
Energie libre F :
L’énergie libre de ce gaz s’écrit

F[T,V,N| = —k,TInZ)[T,V,N],

3/2
_ —Nka{l +ln [1‘\/] (27[’;:2]"’T> } } (3.69)

ou on a utilisé la formule de Stirling InN! = NInN — N pour N trés grand.

L’entropie S :
L’entropie de ce systeme est

s=_9F
T |,y
5 [V (2mmk,T\*?
:Nkb{z—i—ln{N(m;;b) ]} (3.70)

c’est la formule qu’on a trouvé dans le chapitre précédent apres la correction de Gibbs.
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La pression p :
La pression est donnée par

JdF NkpT
——— | = ) 3.71
Pyl Y (3.71)
ce qui conduit a la fameuse équation d’état du gaz parfait pV = Nk,T.
Le potentiel chimique u :
Le potentiel chimique est donc
_oF
H=oN|,,
V ([ 27mi, T/
= —Nkpyln| = —— . 3.72
ot (7 672
L'énergie interne U :
On peut calculer I’énergie interne par deux méthodes, soit par la relation
3
U=F+TS= ENka' (3.73)
ou soit par I’évaluation de 1’énergie moyenne.
dIn(ZY[T,V,N]) 3
U—cp oo OMEULVND 3y, o (3.74)

B 2
c’est la formule qu’on trouve en thermodynamique.

3.4.2 Gaz parfait quantique

On considere un gaz parfait monoatomique quantique, dans un récipient de volume V, constitué
de N particules libres indiscernables, maintenu a la température 7. L’ énergie totale de ce gaz est
donnée par

7.[2;-12 3N

W= n2, ni=1,2,--. (3.75)
i=1

Dans ce cas, les nivaux d’énergie sont discrets, ils dépendent des nombres quantiques »; (des
entiers). Alors, pour calculer Z(©) on utilise la formule (3.31).

Fonction de partition canonique Z(© :
La fonction de partition canonique s’écrit

)[T,V,N] = Z Zexp[ IZ%}

ni=1 nyy=1

(Zexp[ 227222 1])( B Zexp[ffznﬁb <nile><p[—ﬂ§;zn§1v]),

ni=1 ny=1 IN=

o 77.72712 3N
= < Z exp [—B L2 n%]) (3.76)

ni=1

On peut montrer qu’a haute température (7' — +-o0), qu’on retrouve les résultats du cas classique.
Dans ce cas, les niveaux d’énergie pour chaque particule sont trés proches. Donc, on peut faire
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une approximation et considérer que les nombres quantiques #; se comporte comme des variables
continues qui varient entre 0 et +oo . Alors, on peut remplacer la somme par I’intégrale

o0
Zexp[— I ] / dx,exp[ > L2 ] (3.77)

n,—:l

Ce qui implique que la fonction de partition canonique devient

oo 2\ 3N 77\ 3N/2 ) 77\ 3N/2
ZOT,V,N] = dxe 0nr ) = (™ _yn (2mmke T (3.78)
0 deg h2

ou on a utilisé le fait que

oo » 1 [« 2 h?
V=0 dxe ™ =~ | = = . 3.79
’ o 4 2V &’ O iz (3.79)

Si on prend en compte I’indiscernabilité des particules, alors Z(¢) s’écrit

VN

7T, V,N] = VL

(3.80)
C’est exactement la méme fonction de partition canonique du gaz parfait classique. Donc, les
propriétés thermodynamique qu’on peut dériver a partir de cette fonction seront les mémes (F, S,
U, p, U, ...), voir le paragraphe précédent.

Systémes composés d’oscillateurs harmoniques

D’apres le modele d’Einstein, les atomes d’un solide peuvent étre assimilés a des oscillateurs
harmoniques isotropes, qui peuvent vibrer dans trois directions indépendantes autour de la position
d’équilibre. Dans cette section, on va étudier les deux approches, classique et quantique, de ce
modele et les comparer.

Systeme d’oscillateurs classiques

Considérons un solide constitué de N atomes discernables. Ces derniers sont assimilés a des
oscillateurs harmoniques classiques, a trois dimensions, d’énergie

2, 2, .2 2,2, 2
Px, Py, P 4 ma? +yi +3z;

N
2m I H(qi,pi) = Y h(qi, pi)- (3.81)

i=1

h(qi,pi) =

ou m est la masse de chaque atome et @ est sa pulsation, et H est I’hamiltonien total du systéme.

Comme le cas du gaz parfait classique, les propriétés thermodynamiques de ce systeme sont
calculées dans le cadre de 1’ensemble canonique une fois la fonction de partition canonique est
calculée.

(1) Fonction de partition canonique yAQK

Dans un solide, les particules sont discernables, alors, on ne divise pas par le facteur de Gibbs
N!. En plus, la fonction de partition ne dépend pas du volume V (V est négligeable en général !).
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Donc, la fonction de partition canonique s’écrit

. d3qu3Np 1
A )[T,N] = /Texp(—ﬁl‘](%}?i)) = hTNHf'V:l {

2
(0]
/ dx;dy;dz;exp <— ,Bn; (x5, +yy, + zi))
=2mk, T /(mw?))3/2

oo B
x | dpxdpydp;exp (—Zm(pi,. +p3, +p§.)> }

=2mnk,T)3/?
(3.82)

ol les intégrales sur les variables dq; = dx;dy;dz; et d°p; = dp.d Py, dp,; sont de type gaussienne.
On montre que la fonction de partition canonique du systeme totale est donnée par

ko, T\ N
ZIT,N = — . 3.83
= (%) 689
N __ h
ouh= TR
(2) Energie libre F :
© kT
F[T,N| = —kyTInZ'“[T,V,N] = —3Nk,T In o ) (3.84)

(3) Entropie de ce systeme S :

LT
V7N— {1+ln<hw>}. (3.85)

(4) Potentiel chimique | :

= a—F = E (3.86)
ON vr N
(5) Pression p :
oF
p v NVT: 0. (3.87)

(6) Energie moyenne du systeme U :

U=F+TS=3NkT. (3.88)
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(7) Capacité calorifique Cy :

aU
Cy = 57 = 3Nkp. (3.89)

3.5.2 Systéme d’oscillateurs quantiques
Considérons un systeme constitué de N oscillateurs harmonique quantiques, discernables, a
trois dimensions 4. Ce systéme est maintenu 2 la température 7' par un thermostat. On ne divise pas
par le facteur de Gibbs N! car les oscillateurs sont considérés discernables. L’énergie de chaque
oscillateur est donnée par

i i H o3 0o (i
€0 .0 Ei)Zhw(n§)+n§)+n§)+2), n ) ) =0,1,2,... (3.90)

Ny’ iy’ N
ou n)(f) , n)(,l) et ngl) sont les nombres quantiques associés a I’oscillateur i.

La densité de probabilité et la fonction de partition canoniques a une particule (d’un seul
oscillateur harmonique) sont données par

exp(—Be, o o ,0)

i i i) — o M 5 3 l
pn,g-).n)(v).ng) ZC(T, ) ( 9 )

(V.= 3 ) Y exp(=Be 0 ,0)- (3.92)

ni=0n{"=0n{" =0

(1) Fonction de partition canonique AQE
Car les particules de ce systéme n’interagissent pas entre elles, alors la fonction de partition
totale est juste le produit de toutes les fonction de partition de toutes les oscillateurs. On écrit donc

N

("l My ™l My =1
= ) exp(-Pew, ™) Y, exp(—Be,wm ,m,m)
() D iy K {ﬁ‘ D a1y
=Z.(T,1) =Z.(T,1)
= [Z.(T,1)]". (3.93)

Calculons, maintenant, la fonction de partition canonique a une particule Z.(7', 1)

Z.(T,1) = i exp [—ﬁhw(n)(f)—k;)] i exp [-ﬁhw(@%iﬂ (i exp[—ﬁhw(ngi)+;>}
ny’ =0

=

=0 =0
= 79T, 1) x 28(T,1) x 29 (T, 1) (3.94)
ol
z(T,1) = i exp {—ﬁhw(n@—i—é)], pour r=xy,z
=0
:exp[—ﬁzw} X (iioexp[ Bhol" . (3.95)

4. Dans le modele d’Einstein, les atomes d’un solide sont représentés par des oscillateurs harmoniques a 3 dimensions
qui vibrent a la méme fréquence.
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On peut calculer la somme sur np a I’aide de la somme d’une série géométrique >, alors

- a0 1 exp(m'Tw) exp(ﬁhTw)
g = b e e
a—g p exp(~5-) —exp(—"5-)  2sinh(—"5~)
Donc,

. 1

zZ(r )= ——— (3.98)

et

Z.(T,1) = [25inh<ﬁzw>] _3, Z.(T,N) = [2sinh<ﬁzwﬂ _3N. (3.99)

(2) Energie libre F :
On calcule maintenant I’énergie libre de ce systeme,

F[T,N] = kT InZ.(T,N),

h
= 3Nk,T In {2sinh<ﬁzw>] = %Nha)+3Nkaln(1 —exp(—pho)). (3.100)

(3) Potentiel chimique | et pression p -

Le potentiel chimique et la pression sont donnés par

F JoF
:—7 p:
TV N

JoF

w=5s =0. (3.101)

WVl

Donc, la pression est nulle comme prévu car les oscillateurs harmoniques n’ont pas un mouvement
de translation.

(4) Entropie S :
On dérive par rapport a T pour obtenir I’entropie, alors

JoF Bho Bho , Bho
SIT,N| =—== = 3Nk ——coth| ——— | —In|2sinh| ——
7= =G, =] 5 eon (557 i pson (5
Bho
=3Nkps —————— —In(1 — —Bhw)) ;. 3.102
oy =1 ~In(1 - exp(-Bho) (.102)
(5) Energie interne U :
L’énergie interne est
3 h
U=F+TS=_-Nhocoth —B—w
2 2
=3Nho ! + ! (3.103)
N 2 exp(fro)—1/J" '
5. La somme d’une suite géométrique est donnée par :
m 1 — m+1
Yo=-—1 (3.96)

n=0 1 —-9q
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Cette équation est trés importante, car elle nous permet de calculer a la fois 1’énergie moyenne de
chaque oscillateur harmonique et la valeurs moyenne de ses nombres quantiques. Alors,

3 i i i
U=N<ew o o >= th<2+ <ni’ >4+ <nll >4 <nl >>. (3.104)
Ny’ ,ny "N
Donc,
< SV ST S s o (3.105)
) ) ) == 2 exp(Brow)—1]J’ Moz = = exp(fhow) —1° '

A haute température (T — oo ou /i — 0), I’énergie interne dans le cas quantique tend vers
I’énergie interne classique. On a

exp(Bro) ~ 1+ Bho + %(ﬁha))2+ e (3.106)
alors
! ~ I C1-Bre/2+ 1 1
exp(Bhw)—1 " Pho(l+Brow/2+---) Bho ~ Bho 2 + (3.107)

On substitue cette formule dans 1’équation (3.103), on retrouve le résultat du cas classique
U ~3NkyT +--- (3.108)

A basse température (T — 0 ou fhw — o), on a

1
li ——— > =0. 3.109
ﬁhggoo{ exp(Bhow) —1 } ( )
alors,

3
U:§Nha)+-~- (3.110)

Dans ce cas, on obtient la plus grande déviation sur le résultat classique °.

(6) Capacité calorifique Cy :

Calculons maintenant la capacité calorifique de ce systeme,

U exp(Bho)
Cy=—=—| =3Nky(Bho)? . (3.111)
aT NV (exp(Bhw) — 1)
Les limites a haute et basse température sont donné par
Cy =~ 3Nky+---, pour T — oo, (3.112)
Cy =0, pour T — 0. (3.113)
(3.114)

De la méme maniere, on peut tracer la variation de Cy, voir Fig. (3.4).

6. Cette énergie s’appelle I’énergie du point zéro ou I’énergie du point zéro du vide quantique, c’est la plus
petite valeur d’énergie que 1’oscillateur harmonique quantique puisse 1’avoir (on dit que I’ oscillateur est dans son état
fondamental).
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3Nho

FIGURE 3.3 — Variation de 1I’énergie moyenne d’un oscillateur harmonique : (1) La courbe en continue
représente la variation de 1’énergie moyenne d’un oscillateur harmonique quantique, voir I’éq. (3.103). (2) la
courbe en pointillé représente la variation de 1’énergie moyenne d’un oscillateur de Planck (L’ énergie de
I’état fondamentale de 1’oscillateur de Planck est nulle). (3) La courbe en discontinue représente la variation
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de I’énergie moyenne d’un oscillateur harmonique classique.

FIGURE 3.4 — Variation de la capacité calorifique d’un oscillateur harmonique : (1) La courbe en continue
décrit la variation de Cy en terme de T de I’oscillateur harmonique quantique. (2) La courbe en pointillé
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représente Cy de 1’oscillateur de Planck.
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Paramagnétisme

Si on met une substance, qui ne possede pas une aimantation spontanée, dans un champs
magnétique B. Si les moments magnétiques de ses atomes ont tendance a s’aligner vers la direction
de B, on appelle ce phénomene le paramagnétisme. ¢.a.d. la substance acquiert une aimantation
dirigée dans le méme sens du champs magnétique d’excitation B. Considérons un systeme composé
de N particules discernables de spin 1/2 (S® = 1 /2) placé dans un champ magnétique B= Be,
(parallele a I’axe Z), en contact avec un thermostat a la température 7. L’énergie de chaque particule
(la particule k par exemple) est donnée par

e® = _ps®, avec s = _1/2,+1/2. (3.115)

ou fi est le moment magnétique de chaque particule, et k =1,2,---N.
On suppose que les interactions mutuelles entres les particules de ce systeéme sont absentes,
alors, la fonction de partition canonique Z(¢) s’écrit

Z\)[T,B,N) = Z[T,B, 1]V (3.116)

ol Z()[T, B, 1] est la fonction de partition canonique d’une particule. . D’aprés I’équation (3.115),
chaque particule possede deux valeurs d’énergie possibles (deux niveaux), qu’on les notes par

et :—%, et = %B. (3.117)
La fonction de partition canonique de la particule k est donc
ZT,B, 1] = e P e P,
—e'? 1'% = 2cosh(fiBB/2). (3.118)
Donc, la fonction de partition canonique du systéme totale est
Z')(T,B,N) = [2cosh(BiB/2)]".
L’ énergie libre F(T,B,N) du systéme est,
F(T,B,N) = —Nk,T In[2cosh(BfiB/2)].
L’entropie S(T,B,N) et le potentiel chimique pt sont donnés par
S = Nk, In[2cosh(BfiB/2)] — ﬂZBTN tanh < 25;‘2) . (3.119)
et
U = —kpTIn[2cosh(BfiB/2)]. (3.120)
L’énergie moyenne < E > et la capacité calorifique Cy,
<E>= —ﬂgNtanh<2‘ZfT>. (3.121)
Cy = BN ! (3.122)
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On définit I’aimantation totale du systeme M par
u k
E=—BM, M=y m®, m® = s (3.123)
k=1

ot m¥) est I’aimantation par particule, et E est I’énergie totale du systéme.
On peut montrer que la valeur moyenne de M est donnée par

JF (T,B,N)

<M>=-—
JB

Donc, I’aimantation totale et I’aimantation par particule sont données par

AN B
<M>= — tanh(2ka>. (3.124)

CR BB
<m" > > tanh(Zka> (3.125)

3.7 Systéme a plusieurs niveaux

On considere un solide composé de N atomes discernables de moment magnétique M; (i =
1,2,...,N) sans interaction entre eux. Le solide est placé dans un champ magnétique B parallele a
I’axe Oz et il se trouve a I’équilibre thermique a la température 7. On suppose que la composante
M; du vecteur M; peut prendre les valeurs :

m 3 1 1 3 m
_57..._57_§’+5,+§,...+§ (3.126)

L’énergie de I’atome i et le champ magnétique extérieur sont données par :

0
Ei=aB-M; et B=10 (3.127)
B
oll o est une constante, et M; est la troisiéme composante du spin de I’atome.
Donc, I’énergie totale du solide est :
N N N
E=Y E=a) B-Mj=aB) M.
i=1 i=1 i=1
= oB(M; +M;+---Mj,). (3.128)

(1) Fonction de partition canonique du solide Z(T,B,N) :

On obtient la fonction de partition canonique en sommant sur toutes les valeurs possibles de
M; de tous les atomes. Alors,

+m/2 +m/2 +m=/2 N
Z(T,B,N) = Z Z N Z e BoBLL M;
Mi=—m/2 M;=—m/2 My=—m/2
+m/2 +m/2 i +m/2 i
— Z e—ﬁ o BM; Z e—ﬁ aBM; Z e—ﬁ o BMy,
Mi=-m/2 M5=—m/2 Myj=—m/2

= [Z(T’Ba 1)]N
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Dans la suite, on pose m = 5. Alors, la fonction de partition canonique a un atome devient

+5/2 ] 5 5
Z(T,B,1) = o BaBM; _ SaBB Y e Pabn_ oSaBB Y [ePos)
Mf:75/2 n=0 n=0
§aﬁBl_e 6(XﬁB e%aBB_ef%aﬁB e3aBB_e73aﬁB
s o apB | _o0BB LaPB/2_, apB)2

ol on a fait le changement d’indice : M; = n—m/2 et la somme de la série géométrique. Donc,

3UBB _ ,~3aBB N
Z(T,B,N) = [eaﬁB/Z_eaﬁB/Z]

[z

(2) L’énergie libre F(T,B,N) :

F(T,B,N) = —kTInZ(T,B,N)

inh[32B
— _kTNIn [Sm["g]]
sinh[5%]
(3) L’énergie moyenne < E > :
1 +5/2 +§’2 +§’2 sE
<E>=——— X oo X Ee™
Z(T,B,N) Mi=—5/2 Mi=—5/2 My=—-5/2
d aT d sinh[322]
= ——In(Z(T,B,N)) = —N—— — In| —T -
gp MATBN) = =Nog o “[sinh[%]]
avec
oT 1 1 1
—_— == = = —kT?
d ) 1
b %
B B B h[32B] 1 cosh[2E
{ln(smh [3(1 }) —ln<smh [}) } = _062{ C?S [3’&%} — 7C?S [%‘kg] }
d kT 2kT kT= | sinh[5%2] 2 sinh[57]
alors

3aB aB

(3) Chaleur spécifique Cy :

0<E>
“="or

B aBN{ j30B_ -1 1 aB -1 }
N kT? sinh?[228] 2 2kT? sinh?[ &5 ]

aB\’ 9 11
= —kN *T S 12730B] 4 <inh2[ 2B
T sinh”[ 5] sinh”[57]
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(4) L’entropie S :

_<E>-F

<E>=F+TS — S T

Donc,
aBN 3aB] 1 oB sinh[3%2]
S(T,B,N) = ————<3coth| ———| — ~coth | =— kNIn| ——KT 2
HEN=T {CO [kT] 2 [M]% “Linh[;f]]

P 4 .
(5) Moment magnétique moyen par atome < M; > :

+5/2 +5/2 +5/2 . i
<Mlz>:7 Z X oeee X Z X oo X Z Mize_BaZi:IBM;
Z(T,B,N) Mi=-5/2 Mi=—5/2 Mi=-5/2
+5/2  —aBBM; +5/2 —af BM? +5/2 —aBBM;
— 76 X oo X Z Mlzie X oo X 76
Mi=-5/2 Z(TaBal) Mi=-5/2 Z(TvBal) M§=-5/2 Z(TvB71)
=1 =1
+5/2 —ap BM;
+5/2 o~ OBBM; 1 ILuis s 1 9
= Y Moo= 9B — 2 yn(z(1,B,1))
s Z(TB1) o Z(T.B.1) ap 0B

1 0 3aB oB
=————=——91In( sinh| ——| | —In{ sinh| —
aan {"( [ ]) (o 3]}
3aB 1 aB
3cot [ T ] + 2cot [ZkT]
et le moment magnétique moyen totale du solide est

N
3aB 1 oB
<Mio > = ), < >:_N{300th[kT] ‘“’“’[H

Statistique de Maxwell-Boltzmann et Fluctuations

Pour dériver la distribution de probabilité de Maxwell-Boltzmann, on va comparer la probabilité
de I’ensemble micro-canonique et canonique.

Statistique de Maxwell-Boltzmann
La probabilité de trouver un systeme de 1’ensemble canonique dans un état microscopique
(qiapi) est

Lexp(—ﬁH(f]iapi))dqwdpw (3.129)

1 3N ;.3N
dp = h37NpC(q1apl)dq dp = h3N 7

ou on a pas pris en compte le facteur de Gibbs.

D’apres le premier postulat de la physique statistique (équiprobabilité des états microscopiques),
cette probabilité est constante sur la surface d’énergie H(g;, p;) = E dans I’espace des phases. Alors,
la probabilité de trouver le syst¢eme dans un état microscopique d’énergie comprise entre E et
E +dE est

_ exp(=BH(gi,pi) 1

dg*Ndp*N 3.130
z h3N /E<H(%'7Pi)<E+dE ar ( )

dp
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ou

1

IL(E) 9 [ 1
N

d3Nd3N: :77/ d3Nd3NdE
e JE IE [ WN Jh(gi,pi)<E 4ap ’

= g(E)dE (3.131)

/ESH(%\,P:')SE+dE

ol X(E) est le volume de I’espace des phases divisé par 43V, et g(E) est la densité d’état sur la
surface d’énergie. Ces deux derniers sont reliés par la relation suivante

agf) = g(E) = Q(E). (3.132)

ol Q(E) est le nombre d’état microscopiques accessibles au systeme.
Donc, la fonction de partition canonique et la probabilité sont exprimés en fonction de la densité
d’état g(E) comme suit

p(E) = 8 E) -t Z= /O+wg(E)e_BE. (3.133)

En mécanique quantique, on remplace la densité d’état g(E) par le degré de dégénérescence gg. La
probabilité donnée par 1’éq.(3.133) est la probabilité de la statistique de Maxwell-Boltzmann. Elle
nous donne toutes les informations sur un systéme physique si le spin de ces constituants n’est pas
pris en compte 7.

Fluctuations

La densité de probabilité pour trouver un systeme d’énergie £, maintenu a une température
constante 7', est donner par

p(E) = g(;)e‘“- (3.134)

L’énergie la plus probable correspond au maximum de la fonction p(E), alors
dp(E) 1 (dg(E) .
= 222 _o(E BE
7\ 3p —8(E)B e

JE
De cette égalité et I’éq. (3.132), on tire une relation entre I’énergie la plus probable E* est I’entropie
du systéme. On a

= 0. (3.135)
E=E*

E=E*

1 E 1 Q(E
1 dsB)] 1 _09(E) (3.136)
g(E) JE |p_p kT 0E |p_p
ce qui implique que
as 1
— =_. 137
OE |p_p T 3137

Cette formule nous rappelle de la relation entre 1’entropie et I’énergie interne dans I’ensemble
micro-canonique. Donc, 1’énergie la plus probable E* correspond a I’énergie interne et identique a
la valeur moyenne de toutes les énergie E dans I’ensemble canonique (E* =U =< E >).

7. Si le spin est pris en compte, alors on applique la statistique de Bose-Einstein si le systeme est composé de
bosons (particules de spin entier), et la statistique de Fermi-Dirac si les particules du systéme sont des fermions (spin
demi-entier).
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Calculons, maintenant, I’énergie moyenne et I’écart-type og par rapport a < E > dans ’en-
semble canonique. L’énergie moyenne est donnée par

<E>=~— ZE “BE — ;88[3 e‘ﬁE:—;;ﬁZ:—;ﬁan (3.138)
Par définition, I’écart-type o est
or=V<E2>— <E>2. (3.139)
on peut montrer que
d
S VR RS M o a5 (75 ) = 235 (25m7)

<;ﬁln2>2 + aal;lnz (3.140)

avec

2

<E>?= (aﬁan> (3.141)

alors

_ - — 2
oF = \/aﬁzan \/ <E>= \/8B8T<E> VkT2Cy (3.142)

ou on a utilisé le fait que

oT ) B
ﬁ—*kT, CV—

Pour un gaz parfait, I’énergie moyenne est < £ >= %Nka, alors le rapport og sur < E > est
proportionnelle a I’inverse de la racine du nombre de particules N,

0 <E>

57 (3.143)

OFf 1

o< ——., 3.144

<E> /N ( )

Si on prend la limite N — oo, alors ce rapport s’annule. Ce qui implique, que 1’énergie la plus

probable est égale exactement a I’énergie moyenne si le nombre de particule N est trés grand.
Regardons, maintenant, la probabilité p, donné par 1’éq. (3.134), au voisinage de E = E*. On

peut montrer que

In(g(E)exp(—BE)) %ln(g(E*))—BE“r[ln(g(E)eXp(—BE))} (E—-E7)

E=E*

L0 i e(E) exp(—BE)) | (E— E°)?

5552 | exp
1

=—BU-TS)— =~ (E-U)% 3.145
Donc, au voisinage de E = E, la probabilité est donnée par

(E-U)? (E—- <E >)?

= ——— | = —_— . .14
p exp< 2, T2Cy exp 208 (3.146)

d’ot la statistique de Maxwell-Boltemann.
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(a) Variation de I’écart type o sur 1’énergie moyenne (b) Variation de la probabilité au voisinage de E = E*
U en fonction de N. en fonction de I’énergie.

Théoréeme de I'équipartition

Si I’énergie d’une particule est une somme des termes quadratiques, la contribution de chaque
degré de liberté a son énergie moyenne est k,T /2 quelque soit la nature du terme. Si 1’hamiltonien
du systéme s’écrit sous la forme

3N
H(gi,pi) = Y (Aip; +Biq;). (3.147)
i=1
Alors, son énergie moyenne est donnée par
6
<H>= ENka' (3.148)

Exercices et probléemes

Exercice 1 : Gaz parfait dans un potentiel unidimensionnel

On considere un gaz parfait, a 3 dimensions, composé de N particules indiscernable sans
interactions de masse m, en contact avec un thermostat et un réservoir de particules, dans un
cylindre de section S. Chaque particule de ce gaz est soumise 2 une force extérieur dont sont énergie
potentiel est donné par :

U(z) = Az. (3.149)

ot 0 < z; < = est Ialtitude de chaque particule, A est une constante positive et r > 0.
(1) Ecrire ’hamiltonien de chaque particule.
(2) Montrer que la fonction de partition canonique a une particule s’écrit sous la forme

1/r
Z[T,8,1] :f(T,SN)i(];T> (1/r). (3.150)

ol f(T,S) est une fonction a déterminer.

1/r
Remarque : faites le changement de variable suivant z; = ("AT> Xil/ " pour calculer Z.[T, S, 1].

Déduire la fonction de partition grand-canonique Z.[T,S,N] du systeéme total.
(3) Calculer I’énergie de ce systeme.
(4) Calculer I’entropie S du systeme.
(5) Calculer I’énergie moyenne du systeme < E >.
(6) Calculer I’énergie moyenne dans les cas r =1 et r = 2.
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Exercice 2 : Gaz dans un puits de potentiel harmonique

Considérons un gaz composé de N particules indiscernables sans interaction de masse m,
maintenu a la température 7. Chaque particule de ce gaz est placé dans un puits de potentiel
harmonique sous la forme

2yt

2V2/3 ’ —oo < X, Vi, Zi < oo

V(xi,yi,2i) =

ou V est le volume du récipient, et (x;,y;,z;) sont les coordonnées de chaque particules.

(1) Calculer la fonction de partition canonique de ce systeme.

(2) Déduire I’énergie de ce systeme.

(3) Calculer la pression de ce gaz. Déduire son équation d’état.

(4) Calculer I’entropie, I’énergie moyenne et la capacité calorifique de ce systeme.

Rappel : ’hamiltonien d’un systeéme est H =T +V ou T est I’énergie cinétique et V est
I’énergie potentiel.

Exercice 3 : Gaz parfait non-harmonique

Considérons un gaz parfait non-harmonique constitué de N particules de masse m sans interac-
tions, maintenu a la température 7. Ce gaz se retrouve dans une boite, en 3-dimensions, de volume
V. L’hamiltonien de ce systeme est donné par

N
H=Y Alp. (3.151)
i=1
A est une constante et p; est la quantité de mouvement de la particule i.
(1) Montrer que la fonction de la partition canonique s’écrit sous la forme

1 [4aV (kT [t JY
Z(C)[T’V’N]:I\/'[;;(i&) i dx,-xizexi]. (3.152)

Utiliser les coordonnées sphériques puis le changement de variable suivant

A 1/s
= (2 15l 3.153
X <k,,T) |pil (3.153)

pour montrer cette formule.
(2) Trouver la formule finale de la fonction de partition canonique Z(°)[T,V, N].
Utiliser la définition suivante de la fonction I"

1 oo .
—I'(d/s) = / x e dx. (3.154)
N 0

pour trouver la formule finale.

(3) Calculer I’énergie libre F[T,V,N].

(4) Calculer la pression p.

(5) Calculer I’entropie S[T,V,N] et I’énergie interne U.

(6) Calculer le potentiel chimique L.

(7) Montrer qu’on retrouve la fonction de partition canonique d’un gaz parfait ordinaire si on
prends=2etA~! =2m.

Utiliser les formules suivantes pour retrouver les résultats

I'(1/2) = /7, I'(14z) =(2). (3.155)
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Formule de Stirling :
In(N!) = NIn(N) —N. (3.156)
Coordonnées sphériques :

& p; = |Fi*d|pidQ = | p;|%d| pi| sin(8)d6d . (3.157)

Probléme 1 : Sublimation

Le but de cet exercice est d’étudier le phénomene de sublimation ou le changement d’un corps pur
de sa forme solide en sa forme gazeuse.

On considere un systeme composé d’un gaz parfait monoatomique et un solide. Ces deux derniers
sont constitués des mémes particules de masse m et de spin nul. On néglige le volume du solide par
rapport au volume du gaz V (Donc, le volume du systeme est V). Le systéme total est maintenu a
la température T' par un thermostat. On note par N, le nombre de particules du gaz, et par N le
nombre de particules du solide, donc, le nombre des particules du systeme total est N = N, + N;.

() Propriétés thermodynamiques du gaz
L’hamiltonien total du gaz est donné par

Ny .2 2 2
Py, + Py, + Dz,
H= ). 3.158

(1) Calculer la fonction de partition canonique du gaz Z, [T, V,N,]|.

(2) Calculer I’énergie libre Fy[T,V,N,].

(3) Calculer I’entropie S,[T,V, N, la pression P, et le potentiel chimique de ce gaz u,.

(4) Calculer I’énergie moyenne < E, > par deux méthodes. Déduire la capacité calorifique du
systeme Cy. (voir la section (3.4)).

() Propriétés thermodynamiques du solide
Le solide est assimilé a un systéme de N; oscillateurs harmoniques quantiques sans interactions
(modele d’Einstein). L’énergie de chaque oscillateur est

€n, ny, i, = —&+hw(3/2+ny, +ny, +n,), Ny Ny, 0y, = 0,1,2, ... 400, (3.159)

ol & > 0 et w > 0 sont des constantes.

(1) Que représentent I’énergie & et la pulsation @ ?

(2) Calculer la fonction de partition canonique du solide Z[T', Ny].

(3) Calculer son énergie libre Fy[T, Ny].

(4) Calculer I’entropie Sy[T, Ny, la pression P et le potentiel chimique du solide .

(5) Calculer I’énergie moyenne < E; >, et déduire la valeur moyenne de < ):?é (i +ny, +
n;,) >. Calculer la capacité calorifique du systeme Cy.

(6) Déterminer I’énergie moyenne et Cy a haute température ? Commenter le résultat. (voir la
section (3.5)).

() Equilibre gaz-solide

Le but de cette partie est de calculer le nombre des particules du gaz N, a I’équilibre thermody-
namique.

(1) Ecrire la fonction de partition canonique du systeme gaz-solide a 1’équilibre.

(2) Montrer que a I’équilibre, les potentiels chimiques du gaz et du solide sont égaux.

(3) Calculer la valeur de Ng.

(4) Montrer que pour T et N fixé, I’équilibre ni possible que si le volume V < V. Déterminer

Vmax-
(5) Calculer la pression du gaz a I’équilibre. (a I’équilibre F = F,, + F; est constante !)
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Probléme 2 : Gaz parfait dans un champ magnétique

Dans cet exercice on se place dans 1’ensemble canonique. Considérons un gaz parfait constitué
de N molécule de masse m et de spin 1, confiné dans un volume V en contact avec un thermostat a
la température 7. L’hamiltonien total du systéme, en présence d’un champ magnétique B =Bz,
(B||?), est donnée par

N
Z RS (G, ) + B (S8 | (3.160)

ol A8 et "™ sont les parties classique et quantique de I’hamiltonien de la molécule , respecti-
vement.

| Be|? .
hila“ = o avec \Be|* = p)zck + pﬁk + pfk.
hn — RS, avec s = _1,0,+1.

[l est le moment magnétique de chaque molécule, etk =1,2,---N

(A) Gaz parfait classique :

On néglige les effets quantiques (on suppose que hguan = 0). Donc, le gaz est considéré comme
un gaz parfait classique d’hamiltonien total

N
H=Y n". (3.161)

Les variables p;, q; sont traitées comme des variables continues.
(1) Justifier que la probabilité de trouver le systeme dans un état microscopique donné d’énergie
E; est

pi o< e PEi B=—. (3.162)

(2) Calculer la fonction de partition canonique Z#(T,V, N). Expliquer pourquoi on doit la
diviser par le facteur de Gibbs (N!).

(3) Quelle est la probabilité de trouver le systeéme totale dans un état microscopique d’énergie
E.

(4) Calculer I’énergie libre FC15(T,V, N).

(5) Calculer I’entropie S1%5(T, V,N) et le potentiel chimique 4.

(6) Calculer la pression p et déduire 1I’équation d’état de ce gaz.

(7) Calculer I’énergie moyenne < E > par deux méthodes.

(8) Calculer la capacité calorifique Cy de ce gaz.

(B) Gaz parfait en présence d’un champ magnétique :

On considére un gaz parfait en présence d’un champ magnétique externes B = Bé,. L hamilto-
nien de ce systeme est donnée par 1’éq. (3.160).

(1) Justifier qu’on puisse décomposer la fonction de partition canonique de ce gaz sous la forme
suivante :

Z(T,V,B,N) = Z“(T,V,N) x Z%(T,B,N). (3.163)
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ol Z°13s et Z4Uan gont Jes fonctions de partition canoniques associées aux contributions classique et
quantique de H.

(2) Calculer la fonction de partition canonique totale Z(7,N,V,B).

(3) Calculer I’énergie libre F(T,V,B,N) du systeme.

(4) Calculer I’énergie moyenne du systeme.

(5) Calculer I’aimantation < M >.

(6) Calculer la susceptibilité magnétique ), et montrer que pour un champ magnétique faible

Nii?
B — 0 on trouve ) o< T




4.1

Dans les chapitres précédents, on a montré que les ensembles microscopique et canonique
sont completement équivalentes dans la limite thermodynamique (N > 1). On a étudié plusieurs
systémes physiques (gaz parfaits, systeme d’oscillateurs harmoniques, ... etc), et on a montré qu’on
retrouve les mémes résultats (entropie, énergie interne, ... etc). La seule différence est que le calcul
est plus simple dans I’ensemble canonique que dans I’ensemble micro-canonique. Car, dans le
contexte du dernier ensemble (micro-canonique), on est face a des intégrations trés compliquées

surtout quand la forme de I’espace des phase est inconnue.

Dans ce chapitre, on va développer un formalisme qui
nous permet d’étudier les propriétés thermodynamiques
des systémes qui peuvent échanger la la chaleur est les
particules avec I’extérieur (systémes ouverts).

Contact thermique avec un thermostat

Considérons un systéme macroscopique S maintenu
a une température constante 7', et un potentiel chimique
constant i a I’aide d’un thermostat et un réservoir de par-
ticules R, ¢.a.d. le systéme S est en équilibre thermique et
chimique avec le thermostat R, voir Fig. (4.1). Donc, le
systéme S peut échanger de la chaleur est les particules
avec R. On suppose que ’ensemble de ces deux systemes
constitue un systeme isolé (n’interagit pas avec 1’exté-
rieur). Dongc, ils ne peuvent échanger ni énergie ni ma-
tiere avec le milieu extérieur, mais ils peuvent échanger
I’énergie et la matiere entre eux (R et ). Alors, I’énergie

FIGURE 4.1 — Systéme de 1’ensemble grand-
canonique : le systeme S est maintenu a la tempé-
rature T et le potentiel chimique u par I’échange
de la chaleur et les particules avec le réservoir
R, a condition que I’énergie et le nombre de
particules du systeme totale soient conservés
(E = ERr+Eg =cste et N = Ng + Ng = cste).

totale et le nombre de particules totale des deux systémes sont conservés, ¢.a.d,

E = Es+ Eg = cste. 4.1)
N = Ng + Np = cste. “4.2)
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On suppose que le thermostat R est trés grand par rapport au systéme S, et que sa température ne
change pas a cause des interactions avec le systeme S. On note que le systeme totale R+ S appartient
aux systemes de 1I’ensemble microscopique d’énergie E > Eg, et de nombre de particules N > Ng.
On écrit donc,

Es Eg

=1--= 1. 4.3
z £ <« 4.3)
Ny Ng
2 =1--= 1. 4.4
N N <« 4.4)

On note le nombre d’états microscopiques du systeme S, Qg et le nombre d’états microscopiques
du réservoir Qg. On suppose que les deux systemes son statistiquement indépendants. Donc, le
nombre total d’états microscopiques pour que I’énergie et le nombre de particules du systeme S
soient {Eél),Nél)}, et ’énergie et le nombre de particules du réservoir soient {E\), Ni'} est

Q(E,N) = Qp(ES NY) x Qg(E NI, (4.5)
Donc, le nombre total de tous les etats microscopiques possibles pour que le systeme S prend toutes
les valeurs possibles de {E N, } (a condition que E = E( ) —i—E( Vet N = N( ) +N ) est
Q(EN) = Y. Q(E,N) = Y [Qx(E EY Ny x Qs (EY NI, (4.6)
i

i

La probabilité, p;, de trouver le systeme S dans un certain état micro-canonique i d’énergie

Eé) et nombre de particules N (E N ) et N % ne sont pas fixés car S peut échanger la chaleur et la
matiere avec R) doit €tre proportlonnelle au nombre d’états microscopiques de la configuration i,

{E(i),Néi)}, du systeme S'!

Qi(E,N)

o EW N0y — @) A A0
Q(EN) Qr(Ep’ ,Ng') = Qr(E—Eg’ ,N —Ng"). “.7)

pi=

ou on a utilisé le fait que le nombre total d’états microscopique Q(E,N) du systéme R+ S est
constant (systeéme de I’ensemble micro canonique), et le nombre d’états microscopique du systeme

Sestégalal (Q(E éi),NS(i)) = 1 comme dans le chapitre précédent).
Calculons, maintenant, I’entropie statistique du systeme total

S = kyInQi(E,N) = ky nQp(EY, NY) = ky InQg(E — E{ N — N{). (4.8)

On fait un développement limité de I’entropie autour de {E éi) — 0, Néi) — 0} (ce développement

limité est justifié car E éi) et Ns(i) sont négligeables devant E et N (Eéi) K Eet Néi) <K N),

I(E — E InQ(E —E ;
S| 50 o0 }—kban(EN)—Hq,( ) ( - ) ~EY
IEY IE-E) |e0—o
I(N—NY o9nQ;(E—EY,N—N{ ;
15,2 BRI o )| Ny
INY I(N-N) 0_g
(i) (i
E N
~kyInQE)— S +u—3-. 4.
kyInQ;(E) T +u T 4.9)

NG

1. On peut toujours choisir Qg(Eg’,Ng’) = 1, voir la justification dans le chapitre précédent.
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Pour trouver la derniere formule, on a utilisé les relations suivantes

S g, dInQR(EY NY) 1
NG - NG : Ra(E i T (4.10)
J(E —Eg’) J(E—Eg') R
et
s InQ; dInQg(EY N
(i) =k 0) = kp el &) :_E- 4.11)
IIN-N)y TN -N INg T

Donc, le nombre d’états microscopiques du réservoir est donné par

E0) ()
N}
# > (4.12)

g w0 _Es”
Qr(E—E{',N—N{') = Qg(E, N)exp< ka+ o7

Le nombre d’états microscopiques du réservoir décroit lorsque 1’énergie et le nombre de parti-
cules du systéme augmente (si 1 < 0), voir I’éq. (4.12). Ce qui implique que la probabilité de
trouver le systéme S dans un état microscopique caractérisé par {Eéi) ,Néi)} est proportionnelle a
I’exponentielle de Eéi) — /.LNéi) divisée par —k;,T,

(i) (i)
E N,
B B ) (4.13)

pie e"p(_ka %

Fonction de partition canonique

Dans cette section, on va dériver une fonction qui nous permet de calculer toutes les propriétés
thermodynamiques d’un systeéme macroscopique dans le carde de I’ensemble grand-canonique. On
appelle cette quantité la fonction de partition grand-canonique.

Définition de la Fonction de partition canonique

On a montré, dans la section précédente, que la probabilité de trouver un systéme en contact
avec un thermostat et un réservoir de particules s’écrit sous la forme suivante,

EO g
— Aexp| — =5 . 4.14
eXp( k;,T+ ka> @14

oll A est une constante de normalisation qu’on doit la définir, et {E (’),Eél) } sont Iénergie et le
nombre de particules caractérisant un état donné du systeme en considération. Sachant que la
probabilité est normalisée, ¢.a.d.

Ypi=1 4.15)
i

ou i s’étend sur tous les états microscopiques qui vérifient la condition de conservatlon de I’énergie

et le nombre de particules du systeme total (E = Ep 0 + Eé) et N =N, v ) ) Alors,

( /) (i)
,uN 1

A =1 = A= 4.16
Zexp( ka ka > ’ Eé uN() ( )

Ziexp< T T KT >
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et la forme finale de p;

EW (i) (i) (i)
_ Es | HNs _Es | KN
p,—exp< kT+ T >/zi:exp< ka+ ka). 4.17)
La fonction
(8¢) B¢ uny
g0) — _=s
V4 ;exp( ka+ oT ) (4.18)

s’appelle la fonction de partition grand-canonique.

Probabilité grand-canonique d’un systéme d’énergie discréte

Dans le cas général, un état microscopique est déterminé par un ensemble de parametres {/}
(nombres quantiques par exemple en mécanique quantique), alors, la probabilité (si I’énergie est
discrete) prend la forme générale suivante

N
p{z},NZeXP< Py ka>/er p( B | £T> (4.19)

N=0{I}

ou la somme sur {/} prend toutes les valeurs possibles des paramétres qui controle 1’énergie du
systéme, et le nombre de particules N prend toutes les valeurs possibles (de 0 a I’infini).

Le facteur de normalisation A est juste I’inverse de la fonction de partition grand-canonique,
7(2)_ on écrit donc

> E
718 = exp <—{l} + ) . (4.20)

Probabilité grand-canonique d’un systéme d’énergie continue

Dans la formulation continue (si I’énergie est une fonction continue), on fait les substitutions
suivantes :

{1} — (qv,pv)-

Eqpy— H(‘prv)

Y oy / d*Nqd™ p

{1

p{iyr— p*(qv,pv)- 4.21)

ou p8¢ est la fonction de distribution grand-canonique qui 1’on définit, par analogie, comme suit

exp(—BH(qv,pv)+ aN)

8 (g, = : (4.22)
PG e) = T N [dVqd™ pexp(—BH gy pv) + aN)
ol H(qy, py) est ’hamiltonien du systeme, B = 1/(kyT) et oo = u/(kpT).
La fonction de partition grand-canonique, dans ce cas, s’écrit
— 1
ZE(T,u,V) = NZ,O o /d3qu3Npexp(—ﬁH(qv,pv) +an). (4.23)

On peut montrer que p3(qy, py) est normalisée,

=
Y 5w / d*Ngd*™ pp'e)(q,p) = 1. (4.24)
N=0
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Valeurs moyennes dans I’ensemble grand-canonique

La valeur moyenne d’une grandeur physique f(g;, p;), dans I’ensemble grand-canonique, est
donnée par

=1
< flgipi) >=Y, W/d3NQ/d3Npp(gc)(Nv%'ypi)f(%’api)' (4.25)
N=0

ou f(gi, pi) est une fonction des variables continues ¢; et p;.
Si la grandeur physique dépend des parametres discrets (nombre quantiques par exemple), alors,
sa valeurs moyenne est donnée par

<firy>= Y. Y pianfin- (4.26)
N=0 {i}

Si le systeme est constitué de particules indiscernables, la somme sur N doit étre remplacée par,

oo oo 1

— X (4.27)
N=0 N=0

ou N! est le facteur de Gibbs.

Relation entre le potentiel grand-canonique et z(¢)

Dans cette section, on va dériver une relation entre la fonction de partition grand-canonique
et le potentiel grand-canonique ®. Cette derniere, nous permet de calculer toutes les propriétés
macroscopiques (7, p, U, ---) d’un systeme donné dans I’ensemble grand-canonique.

Calculons I’entropie S comme moyenne sur I’ensemble grand-canonique, alors

S(T.V, ) =< —kpp'* (g, p) >
|
= ¥ o [ 470 [ &Vl (V. q. p) (ks In 2 (V. 1) + koBH g, p) ~ Ko},
N=0

= ky InZY) (T, V, 1) + ko < H(q,p) > —kpot <N >,
U <N >
= kpInZ$(T,V, ——
b (TV,u) + o —
Pour montrer cette relation, on a utilisé les résultats du paragraphe (4.2.4).
L’équation (4.28) donne une relation entre 1’entropie, I’énergie moyenne (ol interne) U, le
nombre moyen des particules < N > et la fonction de partition grand-canonique. Et elle nous donne,
aussi, une relation entre le potentiel grand-canonique ® et la fonction Z(8¢),

(4.28)

D=U-TS—p<N>=—kTInZy(T,V, ). (4.29)

Cette fonction d’état nous permet de calculer les propriétés thermodynamiques d’un systéme de
I’ensemble grand-canonique a I’aide des relations suivantes :

o®
S(T.V.p)=—52| (4.30)
V.
0d
p(TVp)=—5-1 (4.31)
Tvl“l
N(T,V,u) = —‘;:f . 4.32)
TV

On peut résumer tous les ensembles de la physique statistique dans le tableau suivant :
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Ensemble Etat macroscopique Probabilité  Fonction d’état
Ensemble micro-canonique E = cst 1/Q S =kpInQ.
Ensemble canonique T =cst o ¢ PE F = —k,TInZ©)
Ensemble grand-canonique 7T, u = cst o< e(“BETON) @ = _f, TInZ(8°)

TABLE 4.1 — Ensembles de la physique statistique

4.2.6 Systéme de particules sans interactions

Si les particules sont indiscernables (particules du gaz parfait par exemple), on divise la fonction
de partition grand-canonique par N! pour éviter le paradoxe de Gibbs. Dans ce cas, on montre que,
la fonction de partition grand-canonique peut s’écrire sous forme exponentielle comme suit,

oo 1 u . N
Z(gC)(TaVaIJ) = (exp()Z(‘)(T,V,1)>
Lvi\ 57

= exp (exp(&)ZC)(T, vV, 1)) (4.33)

ot Z(¢) (T,V,1) est la fonction de partition canonique pour une particule.

4.3 Fluctuations dans I'ensemble grand-canonique

Comme dans I’ensemble canonique, voir le chapitre précédent, on peut écrire la probabilité de
trouver le systeéme dans des états d’énergie E et nombre de particule N de la maniére suivante,

_an(E)

p(EvN) - Z(gc) exp(—ﬁ(E—,uN)) (434)

ou gy (E) est le nombre d’états microscopiques accessibles au systéme son énergie est comprise
entre E et E 4+ dE, et si le nombre de particules est égal a N. Si gy (E) = 1, comme I’approximation
qu’on a fait au début de ce chapitre, on retrouve 1’expression de la densité de probabilité grand-
canonique p(¢9) donné par 1'éq. (4.22).

La condition de normalisation de la probabilité

y /O CJEp(E,N) = 1. (4.35)
N=1

implique que la fonction de partition grand-canonique s’écrit sous la forme suivante
269 = ¥ [ dEgu(E)exp(~B(E~ uN)). (4.36)
N=170

Pour calculer I’énergie la plus probable Ey dans le cadre de cet ensemble, on cherche le
maximum de la fonction p(E,N) sur E. Alors, on dérive la probabilité par rapport a E,

den(E)
JE

Jdp(E,N)
JE

—0, =
E=Ey

= Ban(Eo). (4.37)
E=E,

Donc, I’énergie la plus probable dans I’ensemble grand-canonique est donné par

as (9K Ingy (E))
0E 0E

1
=T (4.38)

E=E, E=E)
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c’est la méme relation qu’on a retrouvé dans I’ensemble canonique, éq. (3.137), et c’est I’énergie

d’un systeme de I’ensemble micro-canonique, éq. (2.55).

Calculons, maintenant, le nombre de particule le plus probable Ny,

dp(E,N) _0 dgn(E)
JdN N=N, ’ JE N=N,
ce qui implique que
ﬁ _ d(kplngy(E)) _u
JdN N=No JdN N=N, T

= —Bugn(E).

(4.39)

(4.40)

D’apres ce résultat, le nombre de particule le plus probable Ny correspond au nombre de particule

de I’ensemble micro canonique donné dans I’éq. (2.57).
En conclusion,

Ey=<E>=E,.
Ny =< N >= Nye.

4.41)
(4.42)

On utilise la définition de la valeur moyenne dans I’ensemble grand-canonique, on peut dériver
une relation entre les valeurs moyennes de N et E en fonction de la fonction de partition grand-

canonique, alors

<N>— ZZ BE—uN) — l
) & Bz
fl i (8c) — 1 9InZ(«)
B Z(s) du B ou
donc,
N 19InZ)
B du
et
1 0 )
. —BE-pN) _ _ “ (8¢)
7 9B ;Xi:e aB InZ
ZZE uN)e
=<E>—-Uu<N>
alors
E>—p<N>-2 Iz
<E>=u<N> 5 n
donc
<E>=

1
b ~B(E-N)

B(E— uN
(4.43)
(4.44)

B(E—uN)
(4.45)
(4.46)
(4.47)

Les fluctuations autours des valeurs moyennes < N > et < E > dans ’ensemble grand-

canonique sont données par les écarts types :

oy =V<N2>_— <N>2

o =V<E>— <E>Z

(4.48)
(4.49)
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On montre que :

oy = ¢ i OSN> (4.50)

u T,V‘

GE:U_8<a§>‘ (4.51)

ces quantités mesurent la dispersion de I’énergie ou le nombre de particules par rapport aux valeurs
les plus probables.

Gaz parfait dans I'ensemble grand-canonique

Dans cette session, on va appliquer le formalisme de 1’ensemble grand-canonique sur le gaz
parfait classique et le gaz parfait quantique.

Gaz parfait classique

L’exemple le plus simple est le gaz parfait classique. Dans le chapitre précédent, on a montré
que la fonction de partition a une particule d’un gaz parfait classique est donnée par

1% [ 2
() _ v .
ZOT v, =53, A ST (4.52)

alors
3/2
) _ M\ (2mmksT
Z\8NT,V,u) exp[Vexp(ka>< i . (4.53)
et
2nmkgT 3/2 u
d(T = —k,T _— — . 4.54
(T,V,u) ky V< % ) exp kT (4.54)

Donc, I’entropie, la pression et le nombre de particules sont donnés par

0@ (5w [ 2mmkeT u
S(T7un) - _ﬁ V“u—ka (2 - ka> (hz> exp kbiT . (455)
PLS 2mmkgT \ >/ n
P 2mmksT \ >/ I
Tvu) =22 —y (el K 4.
NIV = =51, V( W ) eXp<ka> @7

Gaz parfait quantique

On a montré, dans le chapitre précédent, qu’a haute température le gaz parfait quantique se
comporte comme le gaz parfait classique (ont les mémes fonctions de partition canoniques). Donc,
ils ont les mémes fonctions de partition grand-canoniques, et les mémes propriétés thermodyna-
miques données par les équations (4.55, 4.56, 4.57). D’apres ces formules, on voit que 1’équation
d’état du gaz parfait reste valable dans le cadre de I’ensemble grand-canonique,
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Calculons, maintenant, la valeur moyenne du nombre de particules en fonction de la fonction
de partition grand-canonique Z(¢¢). D’apres 1’équation (4.26), on a

N Z’Z’Nexp BE{1}+OCN)’

N=0{1}

1 190
gc ﬁa Zexp ﬁE{l}—i_aN)

19dInZ 86> d(—kyTInZ(8)) OD(T,V, 1)
== =— =— . (4.59)
B du u u
En fait, cette formule est valable pour tout systéme de 1’ensemble grand-canonique peu importe si
son énergie est discrete ou continue, ou si les particules sont discernables ou indiscernables. On
peut, aussi, dériver cette derniere a I’aide de la relation (4.25), si I’énergie est continue.
Pour un gaz parfait classique ou un gaz parfait quantique a haute température, par un calcul
directe on montre que

2mkT \ /2
<N>=e“ﬁv< ”Z; > . (4.60)
2amkT\ >/?
<E>= ikTe“BV< ”}’Z ) - % <N >KT. (4.61)

Les fluctuations autours de ces valeurs moyenne sont données par

2wmkT \ ¥/
Gy — v< ”}’Z > MBI (4.62)
32 5
or = “gz <N>. (4.63)
Les fluctuations relatives sont données par
ON 1
= . 4.64
<N> /<N> *09
5
<‘ZF> —u— kT (4.65)

Piege a particules

On consideére un solide contenant N sites (avec N > 1). Ce dernier est en contact avec un
thermostat a la température T et un réservoir de particules de potentiel chimique u. Chaque site
peut piéger une seule particule au plus. L’énergie de chaque particule piégée peut avoir deux valeurs
d’énergies :

_g —g. (4.66)

avec & > € > 0. On néglige les interactions entre particules piégées par deux sites différents.
On peut considérer chaque site comme un sous-systé¢me avec un nombre de particules qui varie
entre 0 et 1. Donc, I’énergie et le nombre de particules du site i peut prendre trois valeurs :

(e ) =00, () n)y=(-er,1), (@ n)=(-en1). 46D

ol eg) est ’énergie du site i s’il est vide !
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FIGURE 4.2 — Un solide contenant N sites (N > 1) en contact avec un thermostat a la température T et un
réservoir de particules de potentiel chimique u.

La fonction de partition grand-canonique de chaque sous-systéme i (site) est
280) — o Be +Bung’ | o~ Be+Bun)) y —pet) +pun)

— 1 BEt) o Blertn), (4.68)

Car les interactions entre particules piégées est négligeables, alors, la fonction de partition
grand-canonique totale est donnée par le produit de toutes les fonctions de partition grand-canonique
de chaque site,

Z(8¢) = [1 4 PE+H) 4 BlertiV, (4.69)
Le potentiel grand-canonique est donc

® = —k,TInZ&,
= —ky TNIn[1 4 ePEHH) | PlEti)] (4.70)
On note le nombre de particules du systéme totale par N (ou N < N), alors, le nombre moyen
de particules piégées est

o 19 InZ(s¢)

>= )
B du
N(ePE+r) 4 oBleati)y

BT ICEn I @.71)
L’énergie moyenne des particules piégées est
CcE>—pu<N> _8an(gC)
I
_ _ N(& eBlEti) 4 gy ePlerti)) ' .

1+ ePlertu) 4 eBleatu)
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Calculons, maintenant, les nombres moyens < n; > (particules piégées d’énergie —€1), < np >
(particules piégées d’énergie —&;) et < ng > (sites vides). On peut écrire 1’énergie moyenne de
toutes les particules piégés sous la forme suivante

<E>=—-¢g <n>—-g<n>. 4.73)

En comparant avec I’équation (4.72), on déduit que

Neﬁ(£l+u)
<t >= 14+ eBletu) 1 ofleatu)” @.74)
NeBe+h)
S > =T Bern) 1 BEth) (4.75)
En plus,
N=<nm>+<n>+<ng>. 4.76)
donc
N
<ng>= @.77)

1+ eBlertu) 4 oBleatu)’
ou < ng > est le nombre moyen des pieges vides.

Electrons et énergie de Zeeman

On suppose, maintenant, que les particules piégées dans ce probleme sont des électrons de
moment magnétique m qui sont soumis a un champ magnétique B. Donc, les énergies des niveaux
—§&) et —& s’écrivent en fonction de m et B comme suit,

—& = —& +mB, —& = —& — mB, ou —g& > 0.

ou le niveau 1 est occupé par un électron de spin opposé au champ magnétique B (I’énergie de
Zeeman est donc +mB), et le niveaux 2 est occupé par un électron de spin parallele au champ
magnétique B. Calculer le moment magnétique moyen < M > des pieges occupées, et étudier la
limite de < M > a haute et basse température ?

Statistiques quantiques

Dans les formalismes qu’on a dérivé dans ce chapitre et les chapitres précédents, la nature
fermionique (spin demi-entier) ou bosonique (spin entier) des particules constituants le systéme
n’est pas traité explicitement, ¢.a.d 1’effet de spin et le principe d’exclusion de Pauli ne sont pas
pris en considération. Dans cette section, on va donner les lois de distribution que les systemes
composés de fermions ou de bosons doivent suivre. Ce point va étre discuté en plus de détail dans
le chapitre suivant.

Statistique de Fermi Dirac

On considere un gaz parfait quantique composé de N fermions de spin 1/2, dans une boite
cubique de volume V, maintenu a la température 7" a I’aide d’un thermostat. Un état microscopique
de ce systeme est déterminé par les nombres quantiques suivants (ny,ny,n;,s,s;). D’apres le
principe d’exclusion de Pauli, deux fermions identiques (¢.a.d ont les mémes nombres quantiques)
ne peuvent pas occuper le méme état microscopique. Donc, chaque état microscopique peut étre
occupé par une seule particule au plus. Le systeme composé de cet état peut étre considéré comme
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un systeme de ’ensemble grand-canonique (le reste forme le réservoir de particules). Alors, la
fonction de partition grand-canonique de ce sous systeme est donnée par

1
7% = Y Y exp|—B (e; — ;).

ni=0 {1}
_ | peBlem) (4.78)

Le nombre moyen des fermions occupant un état microscopique est

19z
B du
efﬁ(eifu)
1 4 e—Blei—p)"

<n; >
4.79)

cette distribution de nombre de fermions s’appelle la distribution de Fermi-Dirac.
Le nombre moyen de fermions doit vérifier la relation

Y <nm>=N. (4.80)
{i}

ou {i} = {n)(cl),ny),ngl); ...} désigne tous les états microscopiques possibles.

Statistique de Bose-Einstein

Considérons, maintenant, un gaz parfait quantique composé de N bosons (¢.a.d particules
de spin entier ou nul), dans un recopiant de volume V, maintenu a la température 7" a 1’aide
d’un thermostat. Comme dans le paragraphe précédent, un état microscopique de ce systeme est
déterminé par les nombres quantiques (7, ny,n;,s,s;). Car les particules sont des bosons, un état
microscopique ou un sous-systéme peut tre occupé par toutes les particules (aucune limite sur
le nombre de particules). Le sous-systeme peut €tre considéré comme un systéme de I’ensemble
grand-canonique (les autres sous systéme constituent le réservoir de particules). On suppose que
I’énergie de chaque particule est ¢;, alors, I’énergie de N particules est

En ;= Ne;, N=0,1,-- oo. (4.81)

Donc, la fonction de partition grand-canonique de ce systéme est

oo

75— Y Bl
N=0
1

I —exp(B(u—ei))
ol on a utilisé la somme d’une série géométrique pour trouver I’expression dans la deuxieme ligne

de cette équation.
Le nombre moyen de particules qui occupent un état microscopique est donc

(4.82)

~19mz*) 1
B ou exp(B(ei—p))—1°

Cette distribution de nombre de particules s’appelle la statistique de Bose-Einstein.

<n;> (4.83)
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Exercices et probléemes
Exercice 1 : Gaz parfait dans le champ gravitationnel

On considere un gaz parfait classique dans un champ gravitationnel. L’énergie de chaque
particule a I’altitude z; est
2

E; m +mgz;

ou g est la constante de gravitation.

(1) Calculer la fonction de partition grand-canonique Z(¢¢), (2) Calculer la variation de la pression
en fonction de I’altitude z. (voir la section B.2)

Exercice 2 : Systéme a deux niveaux

Soit un systeme de particules identiques et indépendantes, maintenu a la température 7 et au
potentiel chimique 1 par un réservoir de chaleur et de particules. Chaque particule peut avoir deux
niveaux d’énergie =€ avec € > 0.

(1) Calculer la fonction de partition grand-canonique Z(¢¢). (2) Calculer I’énergie moyenne du
systeme et les nombres moyens des particules des deux niveaux. (voir la section 3.7)

Exercice 3 : Gaz parfait sur réseau

On considere un systéme (gaz ou fluide) en équilibre avec un thermostat a la température 7" et
un réservoir de particules de potentiel chimique .

(1) Montrer que pour un fluide constitué d’un seul type de molécules, le potentiel grand-canonique
s’écrit

b =—pV.

ol p et V sont la pression et le volume respectivement. (d® = d®/dVdV = —pdV).
(2) Considérons au gaz parfait monoatomique sur réseau. Le volume V occupé par ce gaz est
découpé en petits cubes de volume v de 1’ordre de grandeur d’un volume atomique. Chaque cube
peut contenir au plus une particule.
(a) Calculer la fonction de partition grand-canonique d’un petit cube (z; = 1 +exp(—f(e; — 1))).
(b) Déduire la fonction de partition grand-canonique totale.
(3) Calculer le nombre moyen de particules < N >, la pression. En déduire I’équation d’état du gaz.
Que devient cette équation dans la limite : (< N > v < V) ? (Pur calculer les valeurs moyennes,
on remplace : YV | — [ VEdE).

Exercice 4 : Fluctuations

Les écarts (ou les fluctuations) par rapport aux valeurs moyennes < N > et < E > dans
I’ensemble grand-canonique sont données par les variances des distributions :

on=V<N2>—<N>2 o =V<E!>— <E>2
(1) Montrer que :
d<N> Jd<E>
oy =kl ———| | Cp=——r
au ry Jp A%

(2) Calculer oy et o pour un gaz parfait classique.
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Probléme : Adsorption d’un gaz parfait classique

On considere un gaz parfait tridimensionnel (2 3 dimension) en contact avec une surface S d’un
solide d’air A. Le systeme total, comprenant le gaz parfait et la surface du solide, est maintenu a
la température 7. Des molécules de ce gaz peuvent étre adsorber (fixer sur la surface) et peuvent
se déplacer librement sur la surface S. On suppose que les molécules adsorbées constituent, sur la
surface du solide, un gaz parfait monoatomique de N, particules indiscernables a 2 dimensions,
I’énergie de chaque molécule (adsorbée) est

2 2
pix+piy

Ei,=—&+ m

(4.84)
ol & > 0 est ’énergie d’interaction avec les atomes de la surface qui capturent la molécule et m est
la masse de chaque molécule. Le second terme est 1’énergie cinétique de la molécule adsorbée, qui
ne conserve que les composantes pjy et p;, de son impulsion, voir la figure suivante :

O 0O O O O O 0O 0 O O
O O 0O 0O O O O 0 o
o O o O
O O O O O O O o0 o

thermostat-réservoir

az "o" Figure: Adsorption d’un gaz parfait
gaz 'g g p gaz p
(Eg) Ngy T, u) o: molécules du gaz "g" servant de réservoir de chaleur et de particules.
e: molécules du gaz "a" (adsorbées) d’énergie E,, de nombre de particules
0 0 o0 OO0 0 o0 0 O0oO0 N,, de température 7 et de potentiel chimique u.
O O O o0 O o0 o0 o o B
©5°6%6°6%6°6°6°5°° Energie du systéme total: E =E,+E, =cste.
OO0 O0O0OO0OO0OO0OO0O Oo Nombre de particules du systéme total: N =N, + N, =cste.
© o000 O0O0O0O0Oo0oOo L’air de la surface du solide =A et le volume du récipient =V.

solide (adsorbdt)

(I) On se place dans le cadre canonique :
Le réservoir est un gaz parfait classique (le gaz "g") a 3 dimensions de N, particules indiscernable
de masse m, maintenu a la température 7. L’énergie de chaque molécule est

2 2 2
E = PP TP (4.85)
2m

non

(1) Calculer la fonction de partition canonique Z(T,V,N,) et Z(T,A,N,) des gaz "g" et "a", respec-
tivement.

(2) Calculer les énergies libres F(T,V,N,) et F(T,V,N,) des deux gaz.

(3) Calculer la pression p(T,V,N,) du gaz "g".

(4) Calculer les potentiels chimique u(7,V,N,) du gaz "g", exprimer le en fonction de la pression
et la température 7.

(5) Calculer les entropies S(7,V,N,) et S(T,A,N,) des deux gaz.

(6) Calculer les énergies moyennes de ces deux gaz par deux méthodes.

(7) Calculer N, et N, quand le systeme total est a I’équilibre.

(II) On se place dans le cadre grand-canonique :

L’ensemble des molécules adsorbées est en équilibres avec un réservoir-thermostat de potentiel

n_n

chimique u et de température 7" (le gaz "g" servant de réservoir-thermostat).

(1) Calculer la fonction de partition grand-canonique Z(gc)(T,A7 i) du gaz "a".
(2) Calculer son potentiel grand canonique ®(7,A, ).
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(3) Calculer le nombre moyen des molécules adsorbées sur la surface S en fonction de 7'. L exprimer
en fonction de la pression grand-canonique du gaz parfait servant de réservoir de molécules.
(4) Montrer que I’énergie moyenne des atomes adsorbés peut s’écrire

E,=N,(kT —&). (4.86)

(5) Quelle est I’énergie totale E7 du systeme global constitué par le gaz "g" et le gaz "a".
(6) Calculer la capacité calorifique a volume constant du systeme global. (voir le chapitre précé-
dent).






5.1

Dans ce chapitre, on va généraliser le formalisme de 1’ensemble grand-canonique pour des

systémes quantiques idéaux ', en prenant en compte le spin des particules constituants de tels

systemes. On va appliquer ce formalisme aux gaz parfaits non-relativistes de Bose, de Fermi et au
rayonnement du corps noir (gaz parfait relativiste de photons). Dans la section (C), on présente le
modele de Debye-Einstein pour les phonons.

Ensemble grand-canonique et statistiques quantiques

En mécanique quantique, toutes les informations sur 1’état d’un systeme sont codées dans la
fonction d’onde, cette derniere est solution de 1’équation de Schrodinger. La fonction d’onde d’un
systeéme composé de N particules (bosons ou fermions) est donné par

Wi oy (F1s - F) = Ty, (7). (5.1)

ol Y, (7;) pour i = 1,2,--- est la fonction d’onde a une particule. 7 et k; sont, respectivement, les
vecteurs position de chaque particule et I’ensemble de nombres quantiques désignant un état a une
particule donné.

La fonction d’onde g, ...k, (71, - - ,7n) peut étre symétrique ol anti-symétrique par permutation
des nombres 1---N. Les fonctions d’onde symétriques décrivent les états des particules de spin
entier, ce que 1’on appelle les bosons. Par contre, les fonctions d’onde anti-symétriques décrivent le
comportement des particules de spin demi-entier, que I’on appelle les fermions. Dans la notation de
Dirac, le vecteur d’état du systeme totale s’écrit,

ki, ko, sk > = [ky > |ka > - ky > . (5.2)

ol |k; > est un vecteur d’état a une particule.

1. Si les interactions mutuelles entre les constituants microscopiques d’un systeme sont négligeables, on appelle ce
dernier un systéme quantique idéal.



88 Chapitre 5. Applications : Gaz parfaits de Bose et de Fermi

La fonction d’onde est un état propre de 1’opérateur hamiltonien 4. Pour un systéme composé
de particules libres, gaz parfait par exemple, elle doit vérifier

N
I:I|k1,---,kN>=E‘k1,--~,kN>. E:ZSki' (5.3)
i=1
. H2i2
h|k,’ > = &, &, = —*, 5.4
2m
ot H(7y,- ,Fn,P1, -, BN) = Yoy h(7;, B:), car le systéme est constitué de particules sans interac-

tions.
Le vecteur d’état peut étre caractérisé par les nombres d’occupation #; au lieu de I’ensemble
des nombres quantiques {k;}. ¢.a.d

|n1,---,nN>E\k17---,kN>. (5.5

ol n; est le nombre de particules qui peuvent occupées 1’état |k; >. On peut écrire donc,

I:I|n1,---,nN>:E|n1,---,nN>, E = ané'k. (5.6)

fV|I’l1,---,nN>=N‘l’l1,-~-,HN>, N:an_ (57)
k=1

N 0,1, fermions.

nk|n17"' s AN > :nk|nla"' s AN >7 g = { 0.1.2 bosons (58)

ot H est I’opérateur hamiltonien, E est I’énergie totale du systéme, N est I”opérateur nombre de
particules, N est le nombre de particule du systéme, n; est le nombre de particules dans 1’état |k >.
D’apres le principe d’exclusion de Pauli, deux fermions ne peuvent pas occuper le méme état
s’ils ont les mémes nombres quantiques ce qui explique pourquoi n; = 0, 1. Par contre, les bosons
peuvent occuper le méme état peu import s’ils posseédent les mémes nombres quantiques ou non
(ny =0,1,2---).

Appliquant maintenant le langage du nombre d’occupation pour dériver les fonctions de
partition canonique et grand-canonique pour la statistique classique de Maxwell-Boltzmann et pour
les statistiques quantiques de Fermi Dirac et de Bose Einstein. Le nombre d’occupation ne fournit
pas des informations sur les particules qui doivent occuper un certain état a une particule |k >.
Donc, I’ensemble {n;,n,---} doit avoir un poids pour pourvoir prendre en compte la nature (le
spin et 'indiscernabilité) des particules. Dans le cas général, et pour n’importe quelle statistique,
on peut écrire les fonctions de partition canonique et grand-canonique sous les formes compactes
suivantes :

z© [T,V,N] = Z g{nk}exp{ i nksk}. (5.9
k=1

{ne}
AU ATIES Z g{nk}exp{—ﬁ Z nk(z-:k—,u)}. (5.10)
{n} k=1

Z — Z (5.11)

{nk} ng,ny,:
ny+ny+-- 7N
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Le poids statistique d’un ensemble {n;,ny,- - -}, pour chaque statistique, est donné par,

g} = PRI Maxwell-Boltzmann.
BE _ g
(e} = g {m} =1 | . | ot Bose-Einstein. (5.12)
FD{p} — si tous les ny =0 ou 1. Fermi_Dirac
g 0 par ailleurs.
Alors, les probabilités canonique et grand-canonique s’écrivent
Ly} = g{ "} p{—ﬁ anek}. (5.13)
k=1
P ) = g{ "} exp{ B ¥ mlec—n) . 5.14)
k=1

Calculons maintenant, explicitement, les fonctions de partition grand-canonique dans les trois
cas. La fonction de partition grand-canonique de Bose-Einstein est

[S)

789 = Y (exp{—Bler—p)})" (exp{—Bler —p)})™ -

nln2,-=0

=117, i (exp{—B (& —pu)})™

I’lk:O
1
1 —zexp{-Ber}

(5.15)
ol la fugacité z = eP*. Pour trouver la dernire formule, on a utilisé la somme d’une suite géomé-
trique. En ce qui concerne le cas de Fermi-Dirac, on a

1

780 = Y (exp{—Bler—p)})" (exp{—B(es —p)})" -

nl,n2,---=0
=1ITi, Z_,O(CXP{*ﬁ(Sk —m)H)™
— I, (1 + zexp(—Bey)) (5.16)

De la méme maniere, on calcule la fonction de partition grand-canonique de Maxwell-Boltzmann,

oo

2= ¥

17
nl,n2,-- 70111.112.

(exp{—B(er — 1) )" (exp{—B(& — )} -+

=1L, Z J(expi=plec—mh™

n1‘0

= Hleexp[zexp(—ﬁek)]. (5.17)

Une fois les fonctions de partition grand-canonique sont connues, les propriétés thermodynamiques
peuvent étre calculées a I’aide du potentiel grand-canonique

O(T,V, 1) = —kyTIn(Z8[T,V,u] = U — TS — uN = —pV.. (5.18)
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et les relations (4.55, 4.56, 4.57). Les potentiels grand-canonique des trois statistiques sont donnés

par :
Bup = kT kzl exp[—B (e — ). (5.19)
P, = kbrkilln(l — exp[—Blex— w)). (5.20)
®,, = _kbrkilnu +exp[—B (e —p)]). (5.21)

On peut écrire le logarithme de la fonction de partition grand-canonique, dans ces trois cas, sous la
forme compacte suivante :

Vv
T —1n(Z&)[T — P Y m( 22
q[T,V,u] = In(Z'¢(T,V, u]) T aan +azexp(—P&)). (5.22)
avece
11 FD
a={ 0 MB (5.23)
1 BE.

pour la statistique de Maxwell-Boltzmann on prend la limite de a tend vers zéro (et pas a = 0!).
On montre que le nombre de particules et 1’énergie interne sont données par

0 ° 1
N(T,V,1) = kyT — InZ&)| = =<N>. (5.24)
( w) =k u rv o7 texp(Be) +a
U(T,V, 1) = _ 9z —<H>. (5.25)
( )= ap v kg’l zlexp(Be&) +a
On a
<N>=<Y m>=) <m>. (5.26)
k=1 k=1
donc,
1 10
<mg>= =————InZ&9 . (5.27)
g eXp(B (8k - au’)) +a B 88]‘ .V, Eizk

ou la fugacité z est supposée étre constante, voir la discussion dans la section suivante.

5.2 Gaz parfait de Bose

Dans cette section, on calcule les propriétés thermodynamiques d’un gaz parfait de bosons non-
relativistes. Les particules de ce gaz sont indiscernables et n’interagissent pas entre elles. L' énergie
de chaque particule est & = hk? /(2m) (ol m est la masse de chacune). Calculons, maintenant, le
logarithme de la fonction de partition grand-canonique (qui nous permet de calculer les autres
quantités physiques). On a

q(T,V,2) =InZ&)N(T,V,z) = Zln 1 —zexp(—Be)). (5.28)
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ol V est le volume du récipient, et z = ePH est la fugacité.

Pour imposer des contraintes sur le potentiel chimique u est la fugacité z, on utilise la formule
du nombre de particules moyen dans un état |k > d’énergie & dérivé dans la section précédente.
On sait que ce dernier est positif est ne peut pas dépasser le nombre total des particules du systeme,
alors

1
0< <N — 0< <N. 5.29
seme sl S Teppe -1 O

donc
7 exp(Be) =exp(Bg —u)) > 1 (5.30)

ce qui implique que & > u pour tous les état |k >. ¢.a.d que le potentiel chimique d’un gaz de
bosons doit étre plus petit que I’énergie le plus bas € = 0, alors

u <o, = 0<z<I. (5.31)

donc le potentiel chimique d’un gaz de bosons est nul ol négatif et la fugacité z est toujours inférieur
ou égal a 1. Pour un volume suffisamment grand, la somme sur tous les états a une particule peut
s’écrire, approximativement, sous forme d’intégrale,

4 3, 2nV 32 [T .12
Xk:—>./g(8)d8 = G /d k==5-(2m) / /O e'de. (5.32)
ol
(=X _d [Ladp (5.33)
85 =4 Tae) ‘
Alors, g(T,V,z) devient
q(T,V,z) = —In(1 —z) — Y In(1 — zexp(—Bey)).
k
=—In(1—-2)+ Z;erV(Zm)yz/ €'21n(1 — zexp(—Be))de.
0
21V 2. [ e3/?
= —In(1—z)— =——(2m)*?Z —_— 34

ol on a séparé la contribution de 1‘état d’énergie € = 0 (—1In(1 — z)), et on a intégré par partie pour
obtenir la derniere intégrale. De la méme maniere, on montre que le nombre de particules est

N(T,V,2) = =5-(2m) e e O ETR (5.35)

ol z/(1 —z) est le nombre de particules dans les états d’énergie € = 0.
Pour effectuer I’intégration sur €, on introduit la représentation intégrale suivante,

1o~ !
nl\Z) = ) 0<z<1, R. 5.36
8n(2) '(n) /o z lexp(x) —1 ¢ "e (5.36)

Donc,

9 =4 *+qo-

\%
e = 255(0) w=-i(l-2). 637
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et

N = N¢ +Ny.
Vv Z
Ne = ﬁ&/z(z)» No = 11— (5.38)
ol g et go (Vg et Ny) est le logarithme de la fonction de partition grand-canonique (nombre de
bosons) des états excités (€ > 0) et des état d’énergie nulle (€ = 0), respectivement.
Si la température est suffisamment élevée (V /A3 >> 1) et la fugacité z n’est pas trés proche de
1, on peut montrer que Ny est négligeable devant Ne, et que 0 < g3/5(z) < (3/2) = 2.612, alors

, 2mk, T\ >/
NP = Ne = 2.612V< ’Zzb ) o< VT2, (5.39)
ou { est la fonction de Riemann.

On appelle la température de Bose Tp la température dans laquelle le nombre de bosons dans
des états excités est égal au nombre de particules totale. Alors,

2k, Ty \ />
N=2.612V <Mhsz> . (5.40)
On écrit donc,
7\3"2
Ne :N<TB> . (5.41)

Le nombre de bosons dans 1’état € = 0 est

7\ 3/2
NOZN(1—<TB> > (5.42)

D’apres cette relation, on voit que si la température 7 décroit, le nombre de bosons dans 1’état
€ = 0 croit. Ce phénomene est appelé la condensation de Bose-Einstein (les bosons s‘accumule
dans I’état de faible énergie lorsque 7' décroit).

Calculons maintenant 1’énergie interne,

U= i — Ek TK ( )
- anZ7V_2 b k3g5/2Z'
3 Vv
~ —kyT— .
T<Ty Zkb 7L3g5/2(z)
u—0
3 (2mm\?
= 1342V (== T)>/2. 4
et en fonction de la température de Bose, on écrit
3/2
U =0.7INk,T <> . (5.44)
Tp

La capacité calorifique a volume constant est

T\*? sU
— 193Nk, —) =22, 545
Cy 9 b(TB> 3T (5.45)
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L’entropie
o)
S——a— :éﬂ (5.46)
oT|,, 3T
La pression est donc
P 2U 3/2(kyT) /2
p=-221 2V g5y T (5.47)
Wi, 3V I

Donc, la pression dépend que de la température du systeme (et pas du volume V).
On peut montrer qu’on retrouve les propriétés thermodynamiques d’un gaz de parfait classique
(gaz de Boltzmann) si la température est tres élevé et la densité est faible.

Rayonnement du corps noir

Dans cette section, on étudie les rayonnements électromagnétiques émises par un corps chauffé
a la température T (corps noir), ces rayonnements ou ces photons constituent un gaz de bosons (les
photons sont des particules de spin 1) dans une cavité maintenue a la température 7. On suppose
que ce gaz est parfait, car les photons n’interagissent pas entre eux (les photon sont électriquement
neutre et de masse nulle). Le photon possede deux polarisation transverse, donc le facteur de
dégénérescence du spin est égal a deux (g, = 2). La vitesse des photons est égale a celle de la
lumiere ¢, donc 1’énergie de chaque particule s’écrit,

eE=hw=hv=pc (5.48)

ou w, V et p sont la pulsation, la fréquence et I’impulsion du photon.

Les photons peuvent étre émises ou absorbés par les parois de la cavité, donc le nombre de
photons est variable ce qui nécessite 1’utilisation de I’ensemble grand-canonique pour étudier ce
systeme (7" et V ne varient pas). A I’équilibre, I’énergie libre du systéme est constante, donc

OF
=gy o 0. (5.49)

donc le potentiel chimique de ce gaz est nul. Le nombre moyen de photons dans un état d’énergie
€ =ho est

_
exp(Be) — 1

Le nombre de photons moyen dans des états ou I’énergie est comprise entre € et € + d€ (ol entre ®
et @+ dw) est donc,

<ng>= (5.50)

81V €3de
dN = de = . 5.51
<7ne > g(e)de h3c3 exp(Be) —1 (5-51)
1 2d
W aw (5.52)

T3 exp(Bhw) —1°
avec

4nv
8€) =855 €. (5.53)
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Donc, le nombre de photons moyen dans la cavité est

oo 2
N= n;/c3 /o exp(a[;hioa; -1 (5-54)
pour effectuer I’intégration sur w, on utilise la représentation intégrale suivante
ol
| som=i =Tmem (5.55)

oux>0et{(n) =Yy, 1/k" estla fonction de Riemann :
£(3/2) =2.612, £(5/2) =1.341, £(3) =1.202, £(5)=1.037. (5.56)
on trouve alors

kT \°
N—O.24V(;l’> . (5.57)

C

On définit la densité de photons (n(®) = N/V) et la densité d’énergie (u(@w) =U/V),

dn() 1 o’
= . 5.58
do 7?3 exp(Bho) — 1 (5.58)
du(o) dn(®) h lox
=h = . 5.5
do o 723 exp(Bhw) — 1 (5-59)

La variation de I’énergie interne en fonction de la pulsation (ou la longueur d’onde) est

3
JU — hv 0’dw ‘
m2c3 exp(Bho) — 1
-5
— 8hev 4 (5.60)

1 —exp(BhcA—1)’

Cette formule décrit la distribution spectrale de 1’énergie du rayonnement du corps noir. Elle est
dérivée pour la premiere fois par Planck, et elle est en accord avec les résultats expérimentaux.
Regardons maintenant les limites a basse est a haute fréquences, respectivement, de cette distribution

kyTV
dU ~ -2~ o’do, ho < kyT. (5.61)
C
hv ho
dU = —— o’ ——)d ho > kyT. 5.62
n2c3w exp( ka> , > ky (5.62)

La premiere formule est la formule de Rayleigh-Jeans, elle correspond a la limite classique ou les
photons sont considérés comme des oscillateurs harmoniques de pulsation @. La deuxiéme est la
formule Wein, dans ce cas le comportement quantique est tres important. Voir Fig. (5.1).

Pour obtenir I’énergie totale dans le cas général, on integre I’éq. (5.60) sur la pulsation qui varie

entre zéro et I’infini. On trouve
Kvat
T 15230 (563)

Donc, I’énergie est proportionnelle 2 T* ce qui correspond 2 la loi de Stéphan. L énergie rayonnée
par unité de volume est

U= % =7.56x 1071°7* ym 3. (5.64)
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5.3 Rayonnement du corps noir
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FIGURE 5.1 — Variation de 1’énergie interne en fonction de i/ (k,T') : (1) La courbe en continue représente
la variation de I’énergie interne donnée par la formule de Planck, voir I’éq. (5.60). (2) la courbe en pointillé

représente la variation de I’énergie interne donnée par la formule Rayleigh-Jeans, voir 1’éq.(5.61). (3) La
courbe en discontinue représente la variation de 1’énergie interne donnée par la formule de Wein, voir

1’éq.(5.62).
Car le potentiel chimique est nul yu = 0, I’énergie libre correspond au grand-potentiel ®, on a
donc
kaV e 2
F=d=2 /0 0 In(1 — exp(—Bho))do
4
— 2%y (5.65)
3¢
ou
kv ot
o=—"—. 5.66
60m2c2h’ 60
et
JoF 40,
=——| =—T". 5.67
P aViy 3c (5.67)
JoF 160V
S=—=-| = T3 5.68
aT |, 3¢ (5.68)
On retrouve I’énergie interne donnée par 1’éq. (5.63),
40V 160V
T* = —3F, Cy = T3, (5.69)
c

U=F+TS=
c
(5.70)

L’équation d’état du gaz de photons est
pV =U/3.
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Gaz parfait de Fermi

Les nucléons a I’'intérieur du noyau atomique ou les électrons dans les métaux peuvent étre
considérés, approximativement, comme des gaz parfait de Fermi. Dans ce paragraphe, on étudie
les propriétés thermodynamiques d’un gaz parfait constitué de fermions non-relativistes. Dans la
section (5.1), on a donné une forme compacte au logarithme de la fonction de partition grand-
canonique pour les trois statistiques. Pour la statistique de Fermi-Dirac, on écrit

q(T,V,z) =Y In(1 +zexp(—Be)). (5.71)
k

1
NIV =L e+ 1

(5.72)

Car les niveaux d’énergie sont proches 1’un de I’autre pour un volume suffisamment grand, alors la
somme sur k peut étre remplacée par une intégrale sur 1’énergie. On écrit donc,

g(T,V,2) = / g(€)deln(1 + zexp(—Pe)). (5.73)
0
= 1
N(T,V,z :/ e)de 5.74
(V.0 = | sledde ey (574
avec
2nv
g(e) :gS?(sz/zsl/z, g =2s+1. (5.75)
ou s est le spin des fermions.
Introduisons, maintenant, la représentation intégrale suivante,
1 < x'ldx
fn(Z) F(n)/o Zilex—}—lj ST 099, X ﬁ ( )
Donc,
gV
Q(T7V7Z) = FfS/Z(Z)' (5.77)
gV
N(T,V,z) = ﬁf3/2(2)- (5.78)
On peut montrer que I’énergie interne et la pression de ce gaz sont données par,
3 f52(2)
U= -Nk,T . (5.79)
2 f32(2)
2U
=—-—. 5.80
P=3v (5.80)

Donc, la pression est égale a 2/3 fois la distribution d’énergie dans I’espace. Cette relation est va-
lable pour le gaz parfait classique non-relativiste de Maxwell-Boltzmann (voir le chapitre précédent),
et le gaz parfait non-relativiste de Bose-Einstein (voir la section 5.2).

On peut montrer aussi que I’énergie libre et I’entropie sont données par

f5/2(2)>
= Nk, Inz— . 5.81
F NbT<nz e (5.81)
5 f5)2(2) >
S =Nk, = —1 . 5.82
N b<2 13/2(2) n(e) 82



Gaz parfait ultra-relativiste dans ’ensemble micro-canonique

Le but de cet exemple est de calculer les propriétés thermodynamiques d’un gaz parfait classique
ultra-relativiste. Ce gaz est constitué de N particule libre de vitesse proche de celle de la lumiére, et
de masse m. L’hamiltonien de chaque particule s’écrit

h(g,p) = \/|p|*c* +m?c*. (83)

On suppose que les masses des particules sont négligeables devant leurs quantités de mouvement.

Donc, I’éq. (83) devient
h(gi, pi) = c\/ P, + Py, + P (34)

Donc, I’hamiltonien du systeme totale s’écrit

N
H(gi,pi) =Y c\/p%+pi+ P2 (85)
i=1

Pour calculer le nombre d’états microscopiques, on calcule d’abord le volume de 1’espace des
phases défini par cet hamiltonien. Alors,

o(E,V,N) = / d*Ngd®Np =V / a*Np. (86)
H(qi,pi)<E H(pi))<E

on a intégré sur d*Vg car I’hamiltonien est indépendant de ¢; (H(g;, p;) = H(p:)). A cause de

la racine dans H, la forme de I’espace des phases n’est pas connue! Alors, on va faire une
approximation pour calculer @. Dans I’espace, aucune direction n’est privilégié (isotropie de
I’espace). Donc, la valeur moyenne de chaque composante de la quantité de mouvement de chaque
particule est la méme .¢.a.d

< py > =< py, >=< p; >=|pil. (87)
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Donc, la norme de la quantité de mouvement s’écrit
|Bil = \/ P2+ P} + 12 = V3Ipil (88)
et I’énergie devient
N N .
H(qi, pi) ;7 |px |+ [yl + |P2il) =k;\ﬁ\pi\- (89)

La forme de I’espace des phase est définie par la condition

|p,| <E<=Y < |p|<1. (90)
R

On fait le changement de variable suivant x; = % pi, alors

3E
3N
E
Y il <1, —1<x <1, d3Npi_<f ) d*Nx;. 1)
k=1

On peut montrer que le volume d’un simplexe a n-dimensions est donné par

2n
1dx, = P (92)

£ bl <1 '

Alors, le volume de I’espace des phase est
\/?E 3N \@E 3N23N
w(E,V,N)=VN| == / d*Nx; =N —. 3
(E,V,N) < c > c 3N! ©3)
Ziﬁl x| <1

Pour obtenir le nombre d’états microscopiques, on dérive la formule (93) par rapport a I’énergie
E, et on divise par la taille d’une cellule dans un espace des phases 2 6N-dimensions 43", et on
divise par le facteur de Gibbs N! car les particules sont indiscernables. On trouve donc,

1 VN (VBENN 23N
Q(E,V,N) = — Prerl 94
(”)N!h3N<c)3N! 4
L’entropie est donnée par
v( 2E Y\’
S(E,V,N)= Nk{4+ln[ < (95)
V3Nhe
et
1 3k,N
T donc E =3Nk,T. (96)
kpN
%: }"/ , donc pV =k,NT. 0
C, = 3Nk. 98)

NI=

v/ 2E \’ v/ 2E \’
= kb In |:N <\/§th> :| N donc u= —kaln |:N <\/§1\]h6> :| . (99)
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Gaz parfaits dans ’'ensemble canonique

Gaz parfait relativiste

On considere un gaz parfait relativiste & trois dimensions, constitué de N particule indiscernable
de masse m. D’apres la mécanique relativiste, I’énergie cinétique €; de chaque particule est reliée a
sa quantité de mouvement p; par la relation :

8~:m{ 1+(|p’”> 1}:/1(,9‘) E:is (100)
1 me 1)y l:1 (A

ol ¢ est la vitesse de la lumiere, ||7;|| est la norme du vecteur quantité de mouvement p;, h(p;) est
I’hamiltonien de chaque particule du gaz et E est I’énergie totale du gaz.

Fonction de partition canonique z() :
La fonction de partition & une particule dans ce cas, s’écrit
Zr,v,1] = /d3q,d3p, ~Pei

—v I p2dp; [ sin6d6 ¢ d¢

h3 /d-xldyldzl /dplxdplydplz CXp ﬁmc \/ p _1
= h exp(ﬁmc) p, exp[ Bmc? ( ) }dpl (101)
0 \/

on a utilisé les coordonnées sphériques, avec p? = ||p|| = p2 + pizy + pl-zZ et V est le volume
du récipient. Pour intégrer ’eq. (101) sur la variable p;, on fait le changement de variable :
pi = mcsinh(x), alors,

dp; = mccosh(x)dx,
+ (pi/mc)* = cosh(x)?,
p’dp; = (mc)? sinh(x)? cosh(x)dx,
= (mc)? sinh(x) sinh(2x) /2. (102)
Donc

Kz (Bme?)/(Bmc?)

3 Fyep ,
Z(T,V,1) = 47V (";f) exp(Bmc?) / Smh(x);mh(zx) ¢=Bme*cosh(x) (103)
0

ou on a utilisé la relation,

~+o0
/ sinh(y2x) sinh(x) exp(—ucosh(x) Jdx = %/Ky(u). (104)
0
Donc, la fonction de partition totale s’écrit
1 me\’ K )Y
Z(TV.N) = - {47:\/ <h> exp(u) = = | (105)

avec u = Bmc? et K (u) est la fonction de Bessel modifiées.
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Energie libre F :
L’énergie libre de ce gaz est

F = —kTIn(Z) = —NkyT [1 +1n{47r1‘\/] (”:)3 exp(u) 2 H .

Pression p :
La pression est donnée par

__9F _NkT
P==%v~= v

D’apres cette équation, on déduit I’équation d’état d’un gaz parfait : pV = Nk, T.

Potentiel chimique v :
Le potentiel chimique est

JdF V (mec\’ K> (u)
=y = —kaln{47tN (h) exp(u) }

u

Limite non-relativiste Bmc?> = u — +oo:
On utilise 1a relation

T
K> (u) ~ | 5 exp(—u)
U—r+o0 2u
alors,
( )Kz(u) 1 |« 1 T
explu = — - = -
P U |ysioe UV 2u  Bmc?\ 2Bmc?
on trouve donc
VN 2mk, T\ N/
Z\NT,V,N) = N < 5 >
Les propriétés thermodynamique de ce gaz dans, dans cette limites, sont données par :
V [ 2wmhk, T\ > d 3
F=—-Nk,T|14+1In{ —( —— . <E>=——InZ==NkT.
”[“{N< 2 > S R
d<E> 3 /3
Cy T 2Nkb OF kb 2N
OF 5 V [ 2mmk,T\? Nk, T
S=——=—=Nkp|=+1Inq — . = .
oT ”[2+H{N< H2 > H P="y

Limite ultra-relativiste Bmc> < 1:
On utilise la relation

on montre que

exp(u) — 1,
u—0

u—0

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)
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d’ou Z(T,V,N) (sans le facteur de Gibbs!)

kyT
Z(T,V,N) = [8 v( b ) ] . (117)
hc
Les propriétés thermodynamiques dans imite ultra-relativiste sont données par :
kyT
= —Nk,T In< 8wV . <E>= ——an =3Nk,T. (118)
“he Jp
d<E> AN
CV:T:3N]€[,. GE:ka 3N. (119)
oF kyT Nk, T
S=—===Nky|3+1In< 87V . = . 120

B.2 Gaz parfait dans un champ gravitationnel

Considérons une colonne d’air au dessus de la sur- 2
face de la terre de surface de base A. L’air est considéré
comme un gaz parfait sous 1’effet de la gravitation (la
gravitation est supposée uniforme), a température donnée
T. Ce gaz est constitué de N particule libre de masse m.
L’hamiltonien de ce systeme dans le champ gravitationnel

est ;
- 17l U
H(ql,pl)—Z +mgzi ) =Y h(gi,pi). (121)
i=1 2Zm i=1 .

ou [|7[]? =P§i+p§i +p2. z

Fonction de partition canonique z(©) :

La fonction de partition canonique a une particule est

7 3 FIGURE 2 — Gaz parfait dans un champ
[T,A,H,1] = /d qid’ piexp(—Bh(qi, pi)), gravitationnel.
:Lva:A IEWT#BH) :(Zmnk,,T)3/2

dx d d —Bmgz; d3 leHz
hg i Yi zie DPiCXp .

_ Al —exp(—mgBH)) <2m7t>3/2
mgp wg)

(122)

ou Ly, Ly et H sont la longueur, largeur et hauteur de
la colonne d’air, respectivement.
Donc, la fonction de partition canonique totale est

/
ZOT, A HN| Al,, <A(1 —ex:qu;mgﬁH))>N(iTg>3N 2' 12

Energie libre F :
L’énergie libre F' est

F[T,A,H,N] = —kaN{l +In [A(l _eXmI;(l;;gBH)) (i?g)a/z] } (124)
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Entropie S :
L’entropie S est donnée par

2
_ mgHpBexp(—mgfH)
1 —exp(—mgfH) }

Densité des particules dans I'espace des configurations p() (7) :

L’énergie libre donnée par I’équation (124) ne dépend pas explicitement du volume de la
colonne d’air, mais elle dépend de sa largeur et son hauteur séparément. Donc, il est impossible de
calculer la pression de ce gaz, directement, a partir de cette fonction d’état. Pour faire face a ce
probléme, on calcule la densité de particules (N/V') dans cette colonne d’air a I’aide de la formule
de la moyenne dans 1’ensemble canonique, et on utilise I’équation du gaz parfait pour extraire sa
pression. Alors,

S[T,A,H,N] = kbN{7 i [A(l —e;[;(ﬁ—;gﬁH)) (%g)s/z]

(125)

al N
)=<Y6(G—-7>=-
i=1 4
p
= —. 126
T (126)

ou N, V et p sont le nombre de particules, le volume et la pression de ce systeme. La deuxiéme
ligne de cette équation vient de 1’équation du gaz parfait.

Donc, la densité de particule est juste la valeur moyenne, dans 1I’ensemble canonique, d’une
somme de fonctions delta de Dirac,

— 1 N — — C — — — —
p() = i X [ ANad™ pS G = 1p -+ i)
: i=1
1 - 3N 43N <3 N :
- Wz/d qd p5 (é)l_?)nk:lp(d(é)kvﬁk)a
N
:Z[ k=173 /d ad>pep' (G, Br) | 8% (G — 7). (127)
i=1

On rappelle que les distributions canoniques a une particule ou totale sont normalisées, alors

1 .
ﬁ/d%kfpkp(c)(q/apk) =1 (128)
Donc, p(7) se réduit a
Sl 303 3
p(7) = Zﬁ/d aid®pip') (G, 1) 8% (G — 7),

=55 [ @ p0 7). (129)

On integre la densité & une particule p (c) par rapport a d° p;, on trouve

mgN  exp(—mgz/(kpT))

N _ 130
P = ST T—exp(—mgH /(6 T)) (130)

La pression est donc
_ mgN  exp(—mgz/(kyT)) (131)

P& = T T exp(emgH [ (kyT))

Donc, la pression de ce gaz varie avec I’altitude z, elle décroit si z croit et vice versa.
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Comparaison avec un gaz parfait sans champ gravitationnel

Si on fait un développement limité autour de H = 0 (au voisinage de la surface de la terre) de
79 ou les autres quantités comme F ou S, on peut montrer qu’on retrouve les résultats du gaz
classique présenté dans la session (3.4.1). Prenons la pression comme exemple. Si H — 0 (alors
z— 0 car z < H), on écrit

(2) mgN 1 kpTN
pz = = )
H.z50 A 1—(1—-mgH/(kyT)+---) AxXH
k,TN
= . 132
v (132)

ou le volume est V = A x H. D’ou la pression d’un gaz sans champ gravitationnel.

Gaz parfait en centrifugeuse

Un cylindre de rayon R et d’hauteur H contient N molécules d’un gaz parfait, de masse m,
a la température constante T. On fait tourner ce cylindre autour de son axe de rotation (0z) a la
vitesse angulaire @. On suppose que chaque molécule située a une distance r de I’axe de rotation
est soumise 2 une accélération radiale de module r®?.

(1) Chaque molécule de ce gaz posséde une accélération radiale ®>7. On applique le principe
fondamentale de la dynamique : Z,ﬁi = mY, on montre que chaque molécule, situé a la distance r
de I’axe (0z), est soumise a une force radiale (force centrifuge) F donnée par I’expression

F = mo*?#, avec || = r = v/x%+y2. (133)

(2) La force centrifuge est une force conservative, alors, I’énergie potentiel de chaque molécule
peut étre obtenue a 1’aide de la relation suivante

2,2
~ [0
v:_/F.dyz_m ! (134)
Donc, I’hamiltonien de chaque molécule et I’hamiltonien totale H s’écrivent

f)’lz ma)zrl.2

h(%‘api)_%_Tv H(QiaPi):.

1

ri= \/xiz"i'yga pi= p)%i+p§i+p§i' (136)

(3) On utilise les coordonnées cylindriques (ot r; € [0,R] et z; € [0,H]), on montre que la
fonction de partition canonique de chaque molécule est donnée par

kT \ [ 2mmk, T\ /> mw*R2
) _ b b _
ZO[T,R 1] 27rH<mw2>( 2 > {exp[ T ] 1}. (137)

(4) On voit que la fonction de partition canonique ne dépend pas explicitement du volume (donc
F), alors, pour calculer la pression de ce gaz, il faut d’abord calculer sa distribution dans 1’espace
des coordonnées p(r), voir la section précédente. On montre que cette derniére est donnée par

mo?® 2
Nma? P <2k,,T r

= 27k, T ‘
ks exp(%’;R2> -1

™=

h(gi, pi)- (135)

1

avec

p(r) (138)
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Donc, la pression de ce gaz est

)
Nmo? exp<£’}c‘;’Tr )
21 2 ’
exp<g};’TR2> -1

Si on prend la limite @ << 1, on retrouve les mémes résultats de la section (3.4.1).

p(r)= (139)

Modéle de Debye-Einstein pour les phonons

Dans le modele d’Einstein, les atomes d’un solide sont représentés par des oscillateurs harmo-
niques quantiques a 3 dimensions, qui vibrent indépendamment 1’un de I’autre a la méme pulsation
@, voir la section (3.5). On a montré que 1’énergie interne du systéme total et la valeur moyenne des
niveaux d’excitation de chaque oscillateur a une dimension (dans une direction) sont données par

1 1
1

Ce qui implique que I’énergie moyenne d’un oscillateur a une dimension, de pulsation ®, est
1
<8>:hw<2+<n>>. (142)

Par analogie avec le systeme de photons, on peut interpréter < n > comme le nombre de quanta
indiscernables qu’on les appelle les phonons 2. Donc, les phonons sont des bosons d’énergie

£ =c,|pl. P =k (143)

ol ¢ est la vitesse de propagation des phonons, elle est égale a la vitesse sonore.

Donc, dans cette interprétation (ou le modele de Debye), le solide est considéré comme un
milieu élastique parcouru par les ondes, comme les ondes sonores, qui se propage dans les deux
directions transverses a la vitesse ¢;, et dans la direction longitudinale a la vitesse ¢;. Dans ce cas,
la densité d’états g(®), en fonction de la pulsation @, s’écrit

2 2
[0 (0]
)=V —=+—5=]- 144
8(0) (Mzc? Y (144)
Car le nombre d’oscillations normales est fini (3N), alors
o N/1 2\7!
/ g(w)dw = 3N, o a)f: 187r2<3+3) . (145)
0 Vg ¢

On peut montrer que I’énergie interne et la capacité calorifique s’écrivent,
ONR [® 1 1
U(T,V,N) = — do| —————+ - |0 . 146
(T.V.N) o} /0 (exp(ﬁha))—l +2> (146)

INRH? /wr p o* exp(Bro)
o

Cy= - .
VT @3ky? @ exp(Brw)—1)2

(147)

Pour plus de détail, voir le chapitre 13 de [1].

2. Comme le photon, qu’il est le quanta de I’énergie du champs électromagnétique, le phonon est le quanta de
I’énergie des oscillations normales d’un solide.
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