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Introduction

L’analyse numérique est une discipline basée sur l'informatique et les mathématiques.
Son objet est la conception et I'étude de méthodes de résolutions numériques de cer-—
tains problemes mathématiques. En général, ces problémes sont issus de la modéli—-
sation de problémes réels. Ses développements récents sont intimement liés a ceux
des moyens de calcul offert par 'informatique.

Ce cours propose un survol des principales méthodes numériques élémentaires et
importantes pour la résolution des problémes d’ingénierie courants. Il couvre plus
particulierement les sujets suivants : interpolation polynomiale et intégration numé-
rique, équations différentielles ordinaires, équations différentielles aux dérivées par-—

tielles et optimisation numérique.
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CHAPITRE I : Interpolation Polynomiale et Intégration Numérique

1) Interpolation polynomiale
1.1) Définitions
On suppose connues les valeurs d’une fonction f en un nombre fini de points distincts

selon le tableau suivant :

X Xo X1 - Xn

fx) fo JER I A

Un tel tableau peut étre le résultat de mesures effectuées expérimentalement.

On suppose alors d’approcher f par une fonction simple de type polynomial B,, de
degré inférieur ou égal a n, et telle que : B,(x;) = f; i=0,..,n

i=0,..,n: appelés points d’appuis et P,(x;) appelé le polyndme d’interpolation ou de

collocation de f aux points{x,, xq,...,X,}.

1.2) Interpolation Lagrangienne

Le polyndme d’interpolation de f aux points {xg, x4, ..., x,}est donné par

P = ) fi L)
k=0

Ou: Lg(x) est le polynome de Lagrange d’indice k=0,1,..,n associ¢ aux
points{xg, xy, ..., x5}, et est défini par :

nx—x:
Hri—o( L) ,i + k

L’erreur d’interpolation est donnée par :

Liy(x) =

) Tize(x — )
(n+1)!

Vx,3 ¢ € [x,x], [E()| = |f (x) — B(x)| =

H?:o(x_xi) M

ot D) ot M =maxg, plf""1(x)I.

Exemple
Soit la fonction f = +/x définie sur l'intervalle[100,169].
x; | 100 | 144 169
fi

1) Compléter le tableau précédent,
2) Construire le polyndome de Lagrange,
3) Calculer f(116),

4) Estimer le résultat trouvé.
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Solution
1) Remplacer les valeurs (100, 144 et 169) dans la fonction f = v, on trouve :

x; | 100 | 144 169
fi 110 12 13

2) Le polynome d'interpolation de Lagrange est: PB,(x) =X fi Le(x). Avec (i =
0,1,2) etn = 2.
Po(x) = Theo fie L) = fo (pmf 22 4 f, 20, IR0l

Xo—x1)(Xg—%X2) X1—x0)(x1=%2) X2—x0)(X2=%1)
(x—144)(x—169) (x—100)(x—169) (x—100)(x—144)
(100-144)(100-169) +12 (144—-100)(144—169) +13 (169-100)(169—144)

=_5 3 13
= o (0 — 144 (x — 169)10 — - (x — 100) (x — 169) + —— (x — 100) (x — 144)

3) Posant x = 116, on obtient f(116) = V116 = 10.763

4) Calcul de l'erreur

Mo (x—x) M
(n+1)!

|E,(x)| < ou M =max, plf""'(x)| Avec (i = 0,1,2) et n = 2,donc:

2 — .
|E,(x)] < rli:‘(’g’_i—l;‘,‘)’”%um —100)(116 — 144)(116 — 169) = =16 * 28 * 23

3 _51 3 _5
Sx 2|=21007z, donc :

M= max[100_169]|f”’(x)| = Maxi100,169]
|E;(116)| < 1484 % 107> < 0.5 * 10~ (1décimale exacte)
D’ou : f(116) = 10.763 ~ 10.8 ¥ 0.1

1.3) Interpolation de Newton

On se donne (n+ 1) points d’appuis : (x;,y;), i =0,1,2,....,n, et on désire interpoler ces
valeurs par un polyndme de degré (n) pour le cas d'un partage régulier de 'intervalle
d’interpolation x;,; —x; = h,i = 0,1,...,n — 1.

Le polyndme d’interpolation de Newton est donné par :

Pu) = o + 20 (x — x0) + 2 (x — xp)(xr — xp) + oo+ 22 — x) (X = %) e (k= Xy) (EQLD)

2'h n!h"

Avec : Ay; = Yipy — Vi, AyF = Ay — Ay;, Ayl = Ayt — AyP?

Posant : x = x, + uh, alors : u—i= % aveci =1,2,...,n

- k
Donc : Py(x) = P = Bpoou (w—1) .. (u —k + 1) =2 (¢q.2)
- L’équation 1 est utilisée lorsqu’on veut connaitre la forme générale du polyndome

B (x)
- L’équation 2 est utilisée lorsqu’on veut connaitre la valeur du P,(x) en un point

donné.

L’erreur d’interpolation dans ce cas est :

My
[EC)| = 1f(x) — PB,(X)| < (nT;;' R u(u—1)...(u—n) avec  Mpyq = MaXpe, x| (0] =
An+1y0
(n+1)!

uu—1)..(u —n)|.
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Exemple
Soit le tableau des résultats d’'une mesure :
X; Xo =4 X, =6 x, =8 x3 =10
Vi Yo =1 y1=3 ¥28 y3 =20

1) Trouver le polynéme de Newton P;(x)
2) Calculer P;(7)

3) Estimer le résultat.

Solution

1) Le polynome d’interpolation de Newton est donné par :

3 Ay, Ay§ Ayg
P,(x) =yo + T(x — Xo) + ﬂ(x —x)(x —x1) + -+ YA (x = x0)(x = 2x1) oo (x — Xp1)
Pour notre casn=3,h=x, —x, =6 —4 =2, donc le polyndome devient :
Ay Ayg Ayg
Py(x) = yo + == (x = x0) #5775 (x = x0) (o — 21) 5775 (= x0) (@ — 1) (x = x2)
avec : Ayl = Ayt = ayP?
Xi Vi Ay; Ay? Ay}
4 1
6 3 Ay0:3_1:2
8 8 Ay, =5 Ay¢ =3
10 20 Ay,=12 Ayt =7 Ayd =4

Alors :

2 3 4
P;(x) = 1+E(x—4) +m(x—4)(x—6)+m(x—4)(x—6)(x—8)

2) Pour calculer P;(7), on utilise la formule :

P.(x) = P.u) = Zu(u—l) =k +1)
k=0
x =x9+uh,pourx =7,xy=4eth=7,i=0

Ak}’o
k!

X=X 7—4_3

Ui ==~ =753
3 AyZxusu_, AySxu*xu_;*u_
P3(7)=P3(E>=y0+Ay0*u+ yo 2' 1+ yo 3' ! z
3 (3 3 (3 3 '
3 3*x5*x(5—1) 4*x5*x(5—1)*(5—2
=1+2+3+ 2 2(2 )+ 2z 6) G )=4.875

3) L’erreur d’interpolation est :

8

An+1y0
@) =~ [T u @ =1) . (u - n)l -

4*@)*@‘1)*@‘2)*@'3)‘ =1_-0125<05%10"".

Donc le résultat final contient seulement une décimale exacte :
P;(7) =4.875= 6.8+ 0.1
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1.4) Algorithme d’Aitken

Cet algorithme utilise une fonction de récurrence permettant de calculer le polyndme
d’interpolation d'une fonction connue en (n+ 1) points, a partir de deux polyndmes
d’'interpolation déterminés a partir de (n) de ces points.

- Soient les deux polynomes sur les points @ xg, Xy, ..., Xp
P{xo,xl...,xn_l}(x)
{ P{xl,xz...,xn} (x)
Construits respectivement sur les (n) points
{{xo,xl, ey Xp—1}
{x1,%5, .., x5}

On obtient le polyndme Py x, . x, ,3(x) construit sur (n+ 1) points :
(n — x)P{xo,xl...,xn_l}(x) — (%o — x)P{xl,xz...,xn}(x)

P{xo,xl...,xn_l}(x) =

Xn — Xo
Exemple
Soit le tableau suivant :
X; 2
Vi 3 -1

Calculer P,(2.5) par l'algorithme d’Aitken.

Solution

Le polynome Py, . ., ,3(x) construit sur {xy, xi,x,} est :

(X2 = X)Ppxy 3 () = (g = X) Py, 3 (%)

P{xo'xpxz}(x) = Xy — X
(4 — 2.5)P(y, x3(2.5) = (0 = 2.5)P(y 1(2.5)
P{xo'xpxz}(Z'S) = = 4—-125 ==

« (Pgxox,3 Polynéme d'intrpolation sur {xq, x4}
© Py, x,} polyndme d'intrpolation sur {x;, x,}
On réitére ensuite pour trouver Py . jet Py x).
(Xl - x)P{xO}(Z.S) - (xo - x)P{xl}(Z.S)

X1~ Xo

(2-25)*x3-(0—-25)*(-1)
Py, x,3(2.5) = 70 =
De méme pour Py, ,,3(2.5), on le trouve égale a 0.

(4-2.5)%(=2)—-(0-2.5)%(0) _
4-25 -

Py x3(2.5) =

-2

d’ou P{Xo,xl,xz}(Z'S) = —-0.75

2) Intégration Numérique
2.1) Introduction

Le probléme de l'intégration numérique d'une fonction consiste a rechercher la valeur
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de l'intégrale définie a partir de plusieurs valeurs de la fonction sous le signe somme.
Si on donne une fonction f définie et intégrable sur [a,b] supposée connue (grace a

des mesures) en (n+ 1) points selon le tableau :

Xi Xo X1 Xn

f(x) fo fi fa

Pour approcher le nombre exacte I = f:f(x)dx, I'idée est la suivante :

1) On remplace f(x) par son polyndme d’interpolation P,(x)

2) On calcule I, = ff P,(x)dx

3) On estime 'erreur du résultat |I —1I,]
Une telle méthode est appelée souvent la méthode de QUADRATURE, elle fait appel
a linterpolation polynomiale de degré 0, 1 et 2. Respectivement on obtient les
formules simples des rectangles, des trapézes et de Simpson.
En pratique et pour avoir une précision haute de l'intégrale, on subdivise l'intervalle
[a,b] en plusieurs petits intervalles : [a+ (i — 1)h,a + ih],i = 1,2,...,n de longueur h = b_Ta
auxquels on applique la formule simple puis par sommation on déduit les formules
dites composites.
Le choix d'une méthode dépend généralement du type de fonction qu’on doit intégrer.

On peut éventuellement combiner les trois méthodes sur des intervalles bien choisis.

2.1) Méthode des rectangles
2.1.a) Formule simple

Supposons que f(x) est connue en un point a € [a,b], le polyndome d’interpolation de

f(x) est la constante Py(x) = f(a). Le nombre I est donc approché par Iy = f; Py(x)dx =
2 f@).dx=(b-a) f@)

Mt f(x)

f(e)

Méthode simple des rectangles

Dans le cas particulier ou le point « est le milieu de [a,b], « =azlb, on obtient Iy

(b — a)f (aTH’) c’est la formule simple des rectangles Point-milieu.

2.1.b) Formule composite

On généralise la formule précédente a (n + 1) points équidistants x, = a,x; =a+h, ..., x; =
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a+ih, x, = b,ouh = b;—a en appliquant le méme principe précédent sur chaque intervalle

[x;, xi+1], on obtient la formule composite des rectangles :
n—1%Xi+1
= | fleax= —Z £
i=0 Xi

Dans le cas des rectangles point—milieu

n-1

—a f (xl + xl+1)

i=0

n

Exemple
Soit la fonction f(x) = Vx définie sur l'intervalle[1,2].
1) Calculer flzf(x)dx pour n = 10. Utiliser les formules point—milieu simple puis la

formule composite.

Solution

1. Formule simple

a=1,b=2, «a =‘12Lb= 1.5. La formule de l'intégration par la méthode des rectangles

simple est : Iy = (b — )f (£2) = (2 - 1)f(1.5) = V15
2. Formule composite

La formule d’intégration par la méthode des rectangles point—milieu

n—1

I _b—az (xl-+xi+1>h_b—a 2-1 — 01
M™ n f 2 T on 10 '
=0
x; xX=1]1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
Xi + Xiyq 1.05 1.15 1.25 1.35 | 145 | 155 | 165 |1.75 |1.85 |1.95
2
£ (xi+xi+1) 1.025 | 1.072 | 1.118 | 1.162 | 1.204 | 1.245 | 1.285 | 1.323 | 1.360 | 1.396
! 2

—a 1
Iy = (fot++f)= E* (12.19) = 1.219

2.2) Méthode des trapézes
2.2.a) Formule simple

Si on suppose connue la fonction f aux deux points a et b. L’interpolation de Lagrange

a ces deux points donne : P;(x) = gf(a) +Ef(b) et par intégration, on obtient :
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b

b —
L= [ Pi dx =22 (7@ + £0)

Méthode simple des trapézes

2.2.b) Formule composite

En généralise le méme principe précédent aux (n+ 1) points équidistants, on obtient :

n—1Xi+1

n-1
_ _b=a~C (f) + f(xis1))
IT—Zf P; (x)dx = - ; 5

i=0 x;

n-1

b—a
n

1
(5 (@ +f(b))> + f(xi)]

i=1

Exemple
Soit la fonction f(x) = Vx définie sur l'intervalle [1,2].

1) Calculer flzf(x)dx pour n=10. Utiliser la formule simple puis la formule

composite des trapezes.

Solution

1) Formule simple

a=1,b=2. La formule d’'intégration par la méthode des trapézes simple est :
b

b 2-1
Ly = f Py (x) dx = Ta(f(a) + ) = = (F(D) + f(2)) = 05 + (1 +1.414) = 1207

a

2) Formule composite

La formule composite est :

n—1
b —
= — [@ (fl@)+ f(b))> £ f(xa]
i=1

a
n

X x=1]1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

filxp) |1 1.049 | 1.095 1.140 | 1.183 | 1.225 | 1.265 | 1.304 | 1.342 | 1.378 | 1.414

b—al/l
Ir = " [(E(f0+f10)>+f1+'“+f9]

_2-1

1
=10 <E a1+ 1.414)) +1.0049 + --- + 1.378] =1.218
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2.3) Formule de Simpson

2.2.a) Formule simple

. . . ; .. A +b
On suppose que la fonction f est connue aux trois points équidistants : x, = a,x; = aT =

b-a : (x-%2)(x-b) (e-a)(x-22)
athetx;=a+2h=>b le pas h==—, alors: P,(x)=——f(a)+ V) +
—(x_a,igx_b)f(a?w) et par intégration, on obtient :

b

e = [ Pty =222 @ + 47 (52) + £

Py (x)

Méthode simple de Simpson

2.3.b) Formule composite

On réitére la formule précédente en partageant l'intervalle [a,b] en S =% intervalles.

S—1 S-1
I = g[f(a) + f(b) + ZZf(a + 2ih) + 42 fla+ (2i+1Dh)
i=1 i=0

Exemple
Soit la fonction f(x) = Vx définie sur l'intervalle[1,2].

3) Calculer flzf(x)dx pour n = 10. Utiliser la formule composite de Simpson.

Solution
La formule composite de Simpson est :
S—-1 S—-1
h n 10 b—a
Is =§[f(a) +F(b) + ZZf(a+ 2ih) +4Zf(a+ (2i + 1)h)],avec$ === =5eth=
i=1 i=0

_2—1_01

4 4
I = g [f(a) +f(b) + ZZf(a + 2ih) + 4Zf(a +(2i+ 1)h)]
i=1 i=0

= % [F(D+ F(2)+2(F(1.2) + f(1.4) + f(1.6) + f(1.8))
+4(f(LD) + F(1.3) + fF(1.5) + f(1.7) + £(1.9))]
= 03—1 [1+1.414+ 2(1.095 + 1.183 + 1.265 + 1.342) + 4(1.049 + 1.140 + 1.225 + 1.304 + 1.378)]
=1.219
La valeur exacte de cette intégrale est Zflz Vxdx = %(x%)f =1.219
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2.4) Gestion d’erreurs
2.4.a) La méthode des trapézes

L’erreur de la méthode des trapézes est :

_|f"(©x(b-a)? (b—a)?
|En ()= < b, &)

déterminer le nombre de sous-—intervalles de lintervalle d’intégration tel que :

avec c € [a,b] et My = max|f"(x)|jqp) ainsi on peut

|fff(x)dx - Inl <e ou e est le seuil d'erreur fixé d’avance, d’aprés la formule suivante :
—a)3% . —
n= /% dans ce cas, on obtient : f;f(x)dx =IrFe

2.4.b) La méthode de Simpson

La méthode de Simpson est caractérisée par 'erreur :

p— _h4 mnrr (b_ )5 nrr (b_ )5 S nrr 3
|En(F)I=|z35 (b — 0 "(0)| = [Toamr £"(0)| < My s 011 ¢ € [a,b] et My = maxiqplf " (0)], si

on note par e le seuil d’erreur qu'on veut atteindre, alors dés que :

>"’ (b—a)> * M, ,
n> 1806 , 1 pair.

Dans ce cas, on obtient : f:f(x)dx =k Fe

Exemple
1) Evaluer 'erreur commise par la méthode des trapézes dans |'exemple précédent.

2) Trouver n pour avoir une exactitude de trois décimales exactes si on utilise la
méthode de Simpson.

Solution

1) Parla méthode des trapezes

f(x) = vx définie sur l'intervalle[1,2],n = 10.

(b-a)?

' (©)*(b-a)?

L'erreur de la méthode des trapézes est ! |E,(f)|= o < M, avec
c € [a,b] et My = max|f" (X)|[q,p]-
n 1 _i n
fx) = 2% % Sur [1,2] My = |f"(x)x=1| = 0.25
IE, ()| < 025(2_1)3 0.00021 < 0.5 * 1073
—_— *
Tl(f) —_ . 12 * 102 . —_ -

Donc trois décimales exactes : I = 1.2190 ¥ 0.0021 = 1.219 ¥ 0.001
a) Une exactitude a trois décimales c.—a—d. 'erreur maximale est e = 0.5 * 1073

>4 (b —a)®* M, ot M, = £ ()|
n= 1800 ,npair et My = maxpqp)|f"" (x

15 1
f""(x) = ———= - cette fonction est maximale quand x = 1, ce qui donne M, = 0.9375

167

4[(2-1)5%0.9375
n > |GDH05TS _ g 596 p = 2.
180%0.5%1073
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Chapitre 1I : Equations Différentielles Ordinaires

1) Définitions

- Une équation différentielle ordinaire (EDO) est une relation fonctionnelle entre une
fonction inconnue d'une seule variable et ses dérivées y'(x) = F(x,y).

- Le probléme de Cauchy (probléme condition initiale) consiste a trouver la fonction
y = F(x) satisfaisant a y'(x) = F(x,y) avec la condition initiale y, = F(x,).

- On distingue deux méthodes de résolution ; les méthodes a pas séparés ou chaque
point de la solution y,,,; est calculé a partir de la solution en x,, et les méthodes a

pas liés ou la solution y,,; est calculé a partir des solutions en x,,, x,_1, ..

2) Méthodes a pas séparés

2.1) Méthode d’Euler

En x,0n connait y,, selon la méthode d'Euler, on approche la solution de I’équation y’ =
F(x,y) sur (xo,%;) par sa tangente en x,, donc y; —y, = y'(x0)(x; — x,). Sur l'intervalle
(x1,x,) la solution est remplacée par la tangente en x,, et ainsi de suite. L’algorithme

d'Euler est donc donné par :
b—a
n

Yiz1=Yi+hF(x;,y;);i=0,1,..,n—1;h =
Exemple
Soit I’équation différentielle : y'(x) = —y(x) + x + 1 et la condition initiale y(0) = 1.
1) Trouver la solution numérique pour n =5, dans l'intervalle [0,0.5] (effectuer les
calculs avec trois décimales exacte).
2) Comparer les résultats obtenus avec la solution exacte y(x) = e~ + t.
Solution
Les données sont : y'(x) = —y(x)+x+1, y(0) =1, n=5, [0,0.5].
L’algorithme d’Euler est : y;11 =y; + R F(x;,y;);i=0,1,....,n—1;h = ?
b—a 05-0

n 5
—Pouri=0,y, =yo+h(—=yo+x,+1)=1+01(-14+0+1) =1.000

—Pouri=1,y,=y; +h(—=y; +x,+1)=1+0.1(-1+4+0.1+1) = 1.010; etc.

h =

=0.1et F(x;y;) = —yi+x + letx; = ih

On obtient le tableau suivant:

X h F(x;,y:) Vi1
0 0 1.000
0.1 0.010 1.000
0.2 0.019 1.010
0.3 0.027 1.029
0.4 0.034 1.056
0.5 0.041 1.090

10
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Le tableau des solutions exactes est:

Solution exacte Erreur
1.000 0.000
1.005 0.005
1.019 0.009
1.041 0.012
1.070 0.014
1.106 0.016

2.2) Méthode de Runge—-Kutta (RK2 et RK4)
Au lieu d’utiliser des segments de droites, c.—a—-d. des tangentes dans la méthode
d’Euler, on utilise des arcs de paraboles dans la méthode de RK2.
L’algorithme de RK2 est :
5C\i = Xi + h
Vi =yi + hF(x;,y:)
h o
Yit1 =i + > (F(xp,y) + F(Z, 90)
En pratique, la méthode RK4 est la méthode la plus utilisée. Son algorithme est :
(K1 =F(x,y)
h h
Kz =F (xi +E'yi +Ek1)
h h
K3 = F(Xi +E'yi +Ek2)
\ K, = F(x; + h,y; + hks)

h
Yis1 =Yi + g(k1 + 2ky + 2k + ky)

Exemple
Soit I'équation différentielle : y'(x) = —y(x) + x + 1 et la condition initiale y(0) = 1,h = 0.1.

- Calculer par les deux méthodes RKZ et RK4 les deux premiéres valeurs de la

solution.

Solution
1) Méthode de RK2

La fonction F(x,y) = —y(x) +x+ 1, y(0) = 1,h = 0.1.
L’algorithme de RK2 est :

fi = Xi + h
Vi =yi + hF(x;, yi)
h
Yisr =Y + > (F(xpyi) + F(%,90)
- La premiére itération :i =20

5C\0=XO+O.1=O+O.1=O.1
Vo=Yo+h(—yo+x,+1)=1+01(-1+0+1) =1

h

11
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- La deuxiéme itération : i =1

(X%, =%+4+01=014+0.1=0.2

y1=y1+h(=y; +x; +1) = 1.005 + 0.1(—1.005 + 0.1 + 1) = 1.0145

h
Lyz = y1 +5 (F(xy, 1) + F(#1,91)) = 1.005 + 0.05(~1.005 + 0.1+ 1) + (~1.0145 + 0.2 + 1)

= 1.0190
2) Méthode de RK4

L’algorithme de RK4 est :

Ky, = F(x;,y;)
h h
{KZZF(xi+E'”+§"1)

h h
|K3 = F(xl- +E,yi +Ek2>
LK, = F(x; + h,y; + hks)
h
Yis1 =Yi + g(k1 + 2ky + 2k + ky)
-  Premiére itérationi =0
K; = F(x0,%0) =0
4 K2=F(x0 +§,y0 +§k1)=0.05
LK3 =F (xo +§,y0 +§k2) = 0.0475
K4 = F(xo + h, yo + hkg) = 009525

Ce qui donne : y; =y, +%(k1 + 2k, + 2ks +ky) =1+ %(0 +2%0.05+ 2% 0.0475 + 0.09525) =
1.0048
- Deuxiéme itérationi=1

K; = F(x4,y,) = 0.09516

4 Kz = F(xl +g,yl +§k1) = 0.1404
LK3 =F (x1 +g,y1 +§k2) = (0.13814
K4_ = F(xl + h, yl + hkg) = 0.18134

Ce qui donne : y, =y, +%(k1 + 2k, + 2k3 + k) = 1.01873

3) Méthodes a pas liés
Il existe deux types de ces méthodes ; les méthodes ouvertes et les méthodes
fermées, elles sont basées sur le développement de Taylor.

3.1) Méthode d’Adams—Bashforth (AB)
C’est I'une des méthodes ouvertes. Soit le développement de Taylor de 'équation y’ =
F(x,y) au point x;,,(x; + h) :
h? h3
Yier =Yi t hy'(x) + Ey”(xi) + i)’”'(xi) + -

h?2 h? F(x;,v;) — F(xj_1,Vi_
Yis1 = Vi +hF(xi'yi)+?F,(xirYi)+E =Y +hF(xir3’i)+7 G 1) h( 1. 0t-1)

h
Yier =Yit5 GBF(xy, yi) — F(%i-1,Yi-1))
C’est la formule d’Adams-Bashforth d’ordre 2 avec yyet y;connues.

12
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3.2) Méthode d’Adams—Moulton (AM)
Cette méthode est 'une des méthodes fermées, son algorithme est :

h
yi(ffl) =yt 7 (F(xi» yi) +F (xi+1»3’i(ﬁ)>

© est donnée pour k=0,1,...

Avec y; ]
yi(fiest dite le prédicteur de y;,,, les yi(fi sont appelés les correcteurs, pour les
calculés, on utilise la méthode d4euler comme prédicteur et la méthode d’Adams-

Moulton comme correcteur.

Exemple
Soit I'équation différentielle : y'(x) = —y(x) + x + 1 et la condition initiale y(0) = 1,h = 0.1.

- Utiliser la méthode AB puis celle AM pour calculer la solution au point 0.2
Solution

1) Méthode AB
L’algorithme AB est :

h
Yier =Vits BF(xy,yi) — F(xi—1,Yi-1))
vo = 1 et y; = 1.005 par Euler
- Premiére itération : i=1

h
Y, =y, + E(3F(x1,yl) — F(x0,¥0)) = 1.005 + 0.05(3 * (—1.005+ 0.1 + 1) — (-1 + 0+ 1)) = 1.0193

2) Méthode AM

L’algorithme AM est :

yi(ffl) =y; +2(F(xl-,yl-) +F (xi+1,yi(fi)) avec yéo) =1let yl(o) = 1.005 par Euler

On itére le correcteur une seule fois :
- Premiere itération :
YD = y1 4+ h(F(x0,¥0)) + F (x1,5”) = 1+ 0.05(0 + 0.1) = 1.005
- Deuxiéme itération :
3’2(1) =y, + h(F(xy,y1)) + F (xz'yz(o))

= 1.005 + 0.05(0.095 + 0.19) = 1.0193

4) Equations différentielles d’ordre supérieur a 1 et systémes d’équations différentielles
La forme générale d'une équation différentielle (ED0O) d’ordre (m) avec conditions
initiales est :

{y(m) =F(x,y,y, ... y™ V) avec x € [a,b]

y(@ =a,y' (@) = ag, .,y ™V = a,

Cette équation peut étre transformée en un systéme de (m) équations différentielles
d’ordre 1, en effet posons :
uy (%) = y(x), uy (%) = ¥' (%), ..., uym (x) = y™ D (x), nous obtenons le systéme suivant :

13
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du,
dx Uy = Fy(Uq, Uz, ooy Upn)
du,
e uz = Fp(uqg, Uy, oo, Upy)
3 .
du,,
dx = U1 = F2 (0, ug, up, oo, Uy)

\wy (@) = (@) = a3, ux(@) = y'(a) = az, ., up (@) =y V(@) = ay,

Pour faire la résolution de ce systéme on utilise les méthodes de résolution d’ordre
un (Euler, Runge Kutta, ...). Par exemple, pour appliquer la méthode d’Euler au
systéme précédent, nous précédons de la maniére suivante :
Soit W;; une approximation de la ime composante de la solution du systéme au point
t;, i=12..,metj=012.,NouN="""ett;=a+jh
Les conditions initiales sont données par
Wyo =X, Wy g =X3, e, Wiy o =%, €1

Wi,j+1 = Wi,j + hFl-(x]-, Wl,]" WZ,]'J 'Wm,]) aveci=1,2,...,m

Exemple

Soit I'équation différentielle :

{ y'(x) =2y"(x) — 2y(x)

y(0) =2,9'(0)=1,h=0.1

- Donner la premiére solution par méthode d’Euler puis par la méthode de RK2.

Solution

a) L’algorithme de résolution par la méthode d'Euler est :
Wijs1 = Wi+ hF(x;, Wy, Wy )}) aveC{Wl'o ~ 2
i,j+1 — i,j i\ V1, Vv2,j WZ,O =1
- Premiere itération : j=0,x,=0eti =1,2
{W1,1 =W + hF; (xo; Wi 0, Wz,o)
Wy, =Wy + hF, (xo'WLo: Wz,o)
W11=2+0.1*1=2.1 . W11=2.1
{ - _ . donc: { .
Wor =14+01%(2%1-2)=1 Wy, =1
b) L’algorithme de résolution par la méthode de RK-2 est :
! I7I7l,] = Wi,j + hFi(ijWleWZ,j) Wl,O =2

avec {Wz,o =1

h PN
lWi,j+1 =W;; + > (Fi(xj, Wy j, Wy j) + Fi (R, Wy j, Ws )

- Premiere itération : j=0,x,=0eti =1,2
5('\0 = xO + 01 = 01
Wl,o = W]_o + hFl(xO,Wl’O, Wz'o) = 2 + 01 * 1 = 21
WZO = WZO + th(xo, Wl()’ Wzo) = 1 + 0.1 * (2 * 1 — 2) =1

0.1 - -
i(W1,1 =W+ > (F1 (xo» Wi, Wz,o) + F (9?0' Wi, Wz,o))
—24005%(1+1) =21
{ 0.1 P
i Wy =Wy + > (Fz (xo» Wi, Wz,o) + F, (xo» Wi0, Wz,o))
\ =1+0.05+((2x1-2)+(2*1-2.1)) =1.005
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5) Probléme aux limites pour les équations différentielles ordinaires
Le probléme aux limites ou probléme de Dirichlet (conditions aux limites) peut étre
y"(x) = F(x,y(x),y' (x)), x € [a,b] )

y(@ =a,yb)=p
L’équation différentielle F(x,y(x),y'(x)) est dite linéaire si elle est de la forme :
p(x)y'(x) + q(x)y(x) + r(x), dans ce cas a et f sont des constantes et le probleme est dit
linéaire.

donné par : {

5.1) Méthode de tir
La méthode de tir consiste a réduire la résolution du probléme (1) a celle de deux

problémes du Cauchy (2) et (3).

y'(x) =p)y'(x) + q(x)y(x) + r(x),x € [a, b] @
y(@ =ay@=0
{y”(x) =p()y'(x) + q(x)y(x),x € [a, b] 3)
y(@) =0,y(a) =1

La solution y(x) du probléme (1) est donnée par :

_ B — y1(b)
y(x) =y (x) + Wh(x)

ou . y;(x) et y,(x) sont les solutions des problémes (2) et (3), respectivement.

Exemple

Soit le probléme aux limites suivant :
{ y'(@) =y (x)—yx) +x+1 )
y(1) = 0.1,y(1.4) = 0.15 et h = 0.2

- Donner la solution au point x = 1.2 par la méthode de tir.

Solution

- Les deux systémes (2) et (3) sont :
{ V') =y'(x)—yx)+x+1 @) et { y'(x)=y'(x) —yx) 3)
y(1)=0.1,y'(1) =0et h=0.2 y(1)=0,y(1)=1eth=0.2

La solution du probléme (1) est donnée par :
—y1(b) 15 —y,(b)
y() = ;) + £ 2

0.
WyZ(x) =y (%) + W}’z(x)
ol - y;(x) et y,(x) sont les solutions des problémes (1) et (2), respectivement.

- Résolution du probléme (2) par la méthode d’Euler
{ ') =y'x)—yx)+x+1 )

y(1) =0.1,y'(1) =0et h=0.2
- Transformation du probléme (2) vers un systéme d’équations, en mettant u; =y

duy

Fraal

dj avecu (1) =01etu;(1) =0
2

E =U; —Uq +x+1

L’algorithme d'Euler est :
W je1 = Wy + hE;(x;, Wy ;, Wy, ;) avec {Wl"’ =04
Lj+1 i i\Xj» W1, jy W2, Wyo =0

- Premiere itération : j=0,x,=1eti =1,2
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Equations Différentielles Ordinaires

{

{ Wip=Wio+ hFl(xo; Wi 0, Wz,o) = Wi+ hxW,,
Wy, =Wy + hF, (xo,WLo'Wz,o) =Wy + h=* (Wz,o —Wio+x+1 )

Wy, =014+02%0=0.1
{Wz,'1 =04+02+(0-01+1+1)=0.38"
- Deuxiéme itération : j=1,x; =1.2eti=1,2
{ Wyo =Wy + hFy(x, Wi, Woy) = Wig +hx W,y

Wyq =Wyq +hFy(xy, Wy, Wyy) =Wy +hx (W —Wyg +x,+1)

Wy, =0.1+02%038=0.176
Wy1=038+02%(038—-0.1+12+1)=0876"

- Résolution du probléme (3) par la méthode d’Euler

- Transformation du probléme (3) vers un systéme d’équations, on mettant u; =y

L’algorithme

y(1)=0,y(1)=1eth=0.2

{ y'(x) =
duy
o
du,
o T

d’Euler est :

Wijer =W; + hFi(xj; Wi j, Wz,j) avec{ ’

y'(x) —y(x)

donc : {

(3)

donc : {

Wl,l = 01
W2,1 = 038

Wl,l = 0176
W2’1 = 0876

avecu (1) =0etu (1) =1

- Premiere itération : j=0,x,=1eti =1,2
{ Wip=Wio+ hFl(xo; Wi 0, Wz,o) = Wi+ hxW,,

Wy, =Wy + hF, (xo,WLo'Wz,o) =Wyo+ h=* (Wz,o—WLo )

W1’1=0+0.2*1=0.2
{WM =1+402+(1—0)=0.12"

- Deuxiéme itération : j=1,x; =1.2eti=1,2
{ Wi, =W, + hF; (x1' Wiy, W2,1) = Wi +hxWy,

W1 =W, 1+ hE, (x1' Wi, W2,1) =Wy, +h* (Wz,l - W1,1)

donc : {

Wl,l = 0.2
W2,1 = 1.2

Wi =02+02%12=044 done - (Wi =044
{Wz_l =12+02%(1.2-02) =14 O"¢" {Wz_l =14
- La solution finale au point x = 1.2 est :
(12) = y,(12) + 22 20UD oy 014+ 227017805 0088
YiLal =Nk y,(14) 2T 044 T
Systéme (2) Systéme (3) Systéme (1)
x=1 0.1 0 0 1 0.1
x=12 |01 0.38 0.2 1.2 0.088
x=1 0.176 0.876 0.44 1.4 1.4
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Chapitre 1II : Equations Différentielles aux Dérivées Partielles
3.1) Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDP) interviennent dans la description de trés
nombreux problémes de l'électronique, physique, chimie, sciences de la terre,
biologie...

Une équation différentielle aux dérivées partielles (EDP) est une relation fonctionnelle
en une fonction de plusieurs variables et ses dérivées. Si on se limite aux EDPs

d’ordre 2 a deux variables, ses formes sont :
aZ'yx + bZ"yy +cZ"y, +dZ'y +eZ', + fZ+q=0

L'ordre d'une équation aux dérivées partielles est l'ordre de la dérivée partielle
d'ordre le plus 0délevé intervenant dans 1'0équation.
Selon le signe de A= b? — 4ac, on sépare trois types :

e siA=0, I’équation est dite parabolique,

e siA>0, I'équation est dite hyperbolique,

e siA<0, I’équation est dite elliptique.
Pour ces équations, les solutions analytiques (par exemple par la méthode de
séparation des variables) ne peuvent étre déterminées que dans des cas trés simples.
Plusieurs méthodes numériques permettent d’approcher les solutions telles que la
méthode des éléments finis (MEF), la méthode des volumes finis (MVF), la méthode
des intégrales finies (MIF) et la méthode des différences finies (MDF). Seule la
méthode MDF est mise en ceuvre ci—aprés pour chaque type d’équations précédents.

3.2) La méthode des différences finies (MDF)

La méthode MDF est trés classique, simple a mettre en ceuvre et convient pour
beaucoup de problémes rencontrés en pratique. Les calculs sont effectués suivant un
maillage obtenu par un double réseau de paralléles aux axes et régulierement
espacées.

ti j+2} {I+Il,j+2} i+2:j+2

(i, }+1) (i+1,j+1) (i42,j+1)

> || Ax
<

o] %) (i+1,) (#2.]) ;
L’intersection de deux droites du maillage définit un nceud de cordonnées. Si Ax = Ay

le maillage est dit régulier sinon 1l est irrégulier.

3.3) Expressions discrétes de la premiére et deuxiéme dérivée
En utilisant le développement de Taylor au voisinage du point x;, on obtient :

a) Premiére dérivée
u(xi+h-)_u(xi) + H(h) — Ujp1—U§

o Différence en avant : u'(x;) = P W

u(x;)—u(x;—h)

o Différence en arriere :u'(x;) = -

+6(h) = ===

u(xi+h)—u(x;—h) + H(hz) — Yit1—Ui—g

o Différence centrée :u'(x;) = —~ -

17
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b) Deuxiéme dérivée

o Différence en avant : u''(x;) = W2 Ut u@i2R) | gy Uim2Uirituic

n2 h2
vy . i—2h)—2 u(x;—h)+u(x; 2 =2 Uj_q U
o Différence en arriére : u” (x;) = 2%~ Zz(x‘ Wb 4 gy = W
coe, L i—h)—2 u(x)+u(x;+h e =2 U
o Différence centrée : u'(x;) = “X=0 L;l(f‘) U | g(h2) = W

3.4) Equations elliptiques
On distingue deux équations classiques de ce type :
1) Equation de Laplace : u", +u", =0
2) Equation de Poisson -u", +u"y + g(x,y) =0
En général, ces deux équations décrivent des phénomeénes stationnaires non
évolutionnaire (ne dépends pas au variable temps ou régime permanent). Par exemple
le champ électrique dans un conducteur, les déplacements et les contraintes dans un
solide élastique, etc.
La forme canonique d’'une équation de type elliptique pour deux variables est :
V2u=aG.
Soit un domaine fermé D, avec la frontiére S, on définit :
a) Le probléme de Dirichlet (position)
V2u = f dans D
u=gsurS
b) Le probléme de Neumann (vitesse)
V2u = f dans D
up =gsurS
c) Le probléme de Fourier ou mixte (position et vitesse)
V2u = f dans D
up+ku=0surS
Dans la suite, on va illustrer la résolution d'un probléme elliptique par la méthode des
différences finies, en considérant I'exemple ci—dessous.

Exemple
2 2
Soit le probléme suivant : ?3TL2] + ZTZ =0,dans le carré [0 <x <2et0 <y < 3], vérifiant

les conditions suivantes :
U,y) =2y,U(0.2,y) =y +0.2,U(x,0) = xet U(x,0.3) = 0.6 — 0.5x .
1) Donner le type du probléme, et séparer ses conditions.
2) Résoudre le probléme par la méthode MDF en prenant Ax = h=Ay =k = 0.1.
Solution
1) L’équation est de type elliptique et le probléme de type de Dirichlet. Dans ce
probléme on a seulement des conditions aux limites.
2) Pour résoudre ce probléme, on doit suivre les étapes ci—apreés :
2.1) Tracer le probléme :onaAx=h=Ay=k=01et[0<x<2et0<y<3]
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2.2) déterminer les connues et les inconnues par les conditions aux limites.

- alaide de U(0,y) =2y : Uy, = 0,Uy; = 0.2, Uy, = 0.4 et Ups = 0.6.

- 4 laide de U(0.2,y) =y + 0.2 : Uy = 0.2, U,y = 0.3,U,, = 0.4 et Up3 = 0.5.

- alaide de U(x,0) = x : Uyy = 0,U;o = 0.1 et U, = 0.2.

- al'aide de U(x,0.3) = 0.6 — 0.5x : Uy; = 0.6,U;5 = 0.55 et U,3 = 0.5.

En remarque que le probléme est bien posé.

2.3) détermination des inconnues : les inconnues sont Uqqet Uqs.

2.3) Ecriture de 'algorithme

On remplace les formes discrétes dans la fonction continue, c-a—d, on remplace

02U - Uppr1j—2U;j + Uiy ot 02U - Upjpr1 =2 U+ Upjy
Ui axfz le itUi_1i U; -hz —2U;j+U;; ayz ’ kz
On obtient : £ 7Ly TR WYl —0eth =k, donc :

h2 K2
4U;j =Ujtqj Y Ui_qj+U;jye1 +U;jq

La valeur de la fonction au point (i, j) est obtenue en faisant la moyenne arithmétique
des valeurs aux points (i+ 1, j), (i-1, ), (4, j+ 1) et (4, j=1). Dont voici la maille du calcul

est :
(i, j+1)

(i, i)

(i+1, j)

2.4) Calculer les inconnues (Uqjet Uyy) : Uintérieur du domaine, on a :
AUy = Uy + Ugy + Upy + Ujg = 0.3+ 0.2 4+ Uy, + 0.1
hmz=Um+UH+Un+UB=OA+OA+Un+055
— U, =06
4U,, — Uy, = 1.35
Sous forme matricielle on obtient :
Sl =[]
Ul ~ 11.35

A 1"aide de la méthode de Crammer, on trouve (Uy; = 0.25et Uy, = 0.4)

3.5) Equations paraboliques

L’équation la plus simple de type parabolique est I'équation de la forme u; = a?u,,. Elle
est appelée équation de la chaleur ou équation de Fourier. Pour que la solution de
cette équation soit entierement déterminée, la fonction u(x,t) doit vérifier certaines
conditions initiales qui sont les conditions aux limites et conditions a l'instant initial
t = 0. La solution numérique est déterminée soit par le schéma explicite soit par celui
implicite a I'aide des formules centrées, en avant, en arriére ou avec une combinaison
des formules.

3.5.a) Schéma explicite

Dans le schéma explicite la solution u;;,, est calculée directement en appliquant le
schéma centré sur les termes u;_y j,u; ; et u;4q;, dont le systeme (la maille) de résolution
est itératif.

Gj+1)
(-1 +1))
» %
(9))

19



CHAPITRE IIT FEquations Différentielles aux Dérivées Partielles

up = %(ui,j+1 - ui,j)

Pour | 1
Ux = 75 (Winnj = 2Uj + Ui )

au point (ih, jk)

’ . .1 1
On remplace dans 1l'équation de chaleur : ;(ui_jﬂ—ui_j)=a2*ﬁ(ui+1,j—2ui,j+ui_1_j),

d’ou :

2ka? ka? ka? .
Ujjpg = (1 —7) U j +h—2(ui+1_j +u;_y;), en posant r= — la formule précédente
devient :

Upjpy = Wi+ (Uppyj— 2u55 +uy_q )
Ce schéma est stable pour r < 0.5 et instable pour r > 0.5 dont les erreurs s amplifier
rapidement. Pour r = 0.5, alors :
Upjrg = 0.5y + Uiy )

La maille du calcul est donc :
@GLj+1

=10 (i ‘;1,1')

3.5.b) Schéma implicite
Dans ce schéma, on approche la dérivée u,, au temps (t = (j + 1)k) au lieu du point
t = jk et pour obtenir la solution, il faut résoudre un systéme d’équations linéaires.

, . . (Uijer—uij Ujgq j+1—2U j41TUi—1 N

L équation de chaleur est alors : (uira=ti) _ q? 2t ;l';“ L d’ou
a’k
ui,j = - ui_1,j+1 + (1 + Zr)ul-,jﬂ - rul-+1,j+1 avec r = ?

Ce schéma est inconditionnellement stable c.—a-d. il est stable quel que soit 7.

Exemple
On étude la température a l'intérieur d’'un systéme électronique ol on maintient ses
limites a température 0°c avec :
Up = Uy pour0<x <1
u(x,0) = 2x pour 0 <x <0.5
u(x,0) =2(1—-x) pour0.5<x<1

- Résoudre le probléme avec la méthode MDF en utilisant le schéma explicite avec
r=01Ax=h=025et0<t<0.0125.

Solution
1) Tracer le probléme : on a r=0.1,Ax =h =0.25et 0 <t < 0.0125. On détermine k
pour limiter I'axe temporel.

a’k 2
r=——>k=At =—— aveca = 1dan ce cas.
h? a?
0.1 0.252 R ., .
k= At ==——7—=10.00625 (0.0125/0.00624=2 c-a-d on a deux itérations)
102 ul2 u22 u32 ud2
0.0125
101 ull 12l u3l u4l
0.006!
‘tIf ‘[0 1200 Jul0 w20 Ju30 140
X0 0.25 0.5 0.75 1
AX
—
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2) déterminer les connues du probléme.
- al'aide de u(x,0) = 2x pour 0 < x < 0.5:ugy =2 X 0 = 0,uyp = 2 X 0.25 = 0.5,uyp = 2 X 0.5 = 1.
- al'aide de u(x,0) = 2(1 — x) pour 0.5 <x < 1:uzg=2x (1—0.75) = 0.5,u40 = 2 x (1 —1) = 0.
- a l'aide de la condition (on maintient ses limites a 0°c) c-a-d u(0,t) = u(1,t) =
0 pour 0 <t < 0.0125: ugy = Upgy = Ugy = Uygg = Uy = Uyy = 0.
Le probléme est bien posé.
3) détermination des inconnues : les inconnues sont uyq, Uy, Uzq; Urz, Uzz, Usp.
4) Ecriture de 'algorithme :
L’algorithme est :
Upjpr = Uy + 1 (Upprj — 2055 + Uy_q )
Pour r=0.1,1'algorithme devient :u;j ;= u;; + 0.1 X (U1 — 2u;5 + u;—q ), et la maille du

calcul est :
@j+1

i-1,)) (i+1))
* »
@
4) Calculer les inconnues (uyq, Uyq, Usq; Uz, Ugz, Usz) -
4.1) Premiére itération : j =0,i = 1,2,3.
—pour i=1
Uyp = Uz + 0.1(uUyo — 2 Uyp + Uge) =05+ 0.1(1—2%0.5+0) =05
u;1 =0.5
- pour i =2
Uy = Uyg + 0.1(uz9 — 2 Uyg + Uyp) =1+ 0.1(0.5-2%x1+0.5) =09
Uy = 0.9
—pour i =3
Uzy = Ugp + 0.1(uUyg — 2 Uzp +Uy) =05+0.1(0—-2%05+1) =0.5
uz; = 0.5
4.1) Deuxiéme itération : j =1,i =1,2,3.
—pour i=1
Uyp = Uyg + 0.1(uy; — 2 Ugq + Ugy) = 0.5+ 0.1(0.9 — 2 X 0.5 + 0) = 0.49
Uz, = 0.49
—pour i =2
Upy = Upq + 0.1(usq — 2 Uyy + Uyq) = 0.9+ 0.1(0.5 — 2 X 0.9 + 0.5) = 0.82
Uy, = 0.82
—pour i =3
Usy = Uzy + 0.1(ugy — 2 Usy + Upy) = 0.5+ 0.1(0 — 2 X 0.5 + 0.9) = 0.49
usz, = 0.49

3.6) Equation hyperbolique
La plus simple équation de type hyperbolique est I’équation d’onde, sa forme générale
est : uy = c?uy, avec ¢ est la vitesse de propagation.
Ces équations dépendent souvent du temps c’est pourquoi on les appelle souvent
¢quations d’évolution ou équations dynamiques.
Pour obtenir la solution u(x,t) de ce type d’équation, il faut avoir des conditions
supplémentaires :

a) des conditions aux limites : u(0,t) etu(L,t), L est la dimension du probleme.

b) des conditions initiales ou I’état de la solution a l'instant t = 0:
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{u(x. 0) = f(x)
u'(x,0) = g(x)

Utilisant le schéma centré pour remplacer les dérivées de 1’équation d’onde : uj, =
Ujjy1—2Uj 5+ UG j—1 Uiy, j—2UjjtU_1f
k2 h2
d’onde, on obtient le schéma explicite :

et ul, = , remplacer ces quantités discrétes dans l'équation

— .2 2(1 2 2 — Ck
WUjjer =T U—qj +2(1 =1y + 1 (uHLj - ui‘j_l) avecr = —-
La maille du calcul est :
G+ 1)

i—1,)) I @+ 15

@n

@ji—1)

Cet algorithme est stable pour r < 1. Pour r = 1, 'algorithme devient donc :

Ujjpr = Uj—g,j + Ujpgj — Ujj
Pour lancer l'algorithme, les valeurs (ugo + uyo, ., uno) sont calculées a partir de la
condition initiale u(x,0) et les valeurs (uget uy, ) sont calculées par u(0,t) et u(L, t).
Dans la premiére itération l'algorithme fait appel a des points appelés points fictifs
(u;—1 pour j =0). Ces points sont trouvés en utilisant la condition initiale de vitesse u;(x,0) =
g(x).

Exemple
Soit I’équation d’onde : uy = 16 u,,, avec les conditions suivantes :
_ X
{ u(L,)=t+1, t=0 u(x,0) = 0.5+
u(2.6,t) =18+t t=>0 ul(x,0) ==
2

1) Séparer les conditions du probléme précédent.
2) Trouver la solution pour r = 1,Ax =04 et 0 < t < 0.1S.

Solution
1) Séparation des conditions :
u(x,0) = 0.5 +§

up(x,0) ==

u(l,t) =t+1

u(2.6,t) =18+t

2) La solution pour r = 1,Ax = 0.4et 0 <t < 0.1S.

2.1) Tracer le probléme : on a ¢ =4,r =1. On détermine k=At pour limiter 'axe

- Les conditions initiales sont : {

- Les conditions aux limites sont : {

temporel.
k rh
r=cﬁ—>k=7 avec ¢ = 4 dan ce cas.
k=At=22%%_01 (0.1/0.1=1 c-a-d on a seulement une seule itération)

4
u01 ull u2l 131 udl

0.1
‘tIf |‘0 uo
X1

0 1110 120 130 140
14 1.8 22 2.6
AX
—>
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2.2) déterminer les connues du probléme.

- alaide deu(L, ) =t+1:up=0+1=1uy =01x1=1.1.

- alaide deu(2.6,t) = 1.8+ t: uy = 1.8,uy; = 1.8.

- a l'aide de u(x,0) = 0.5 + g: Ugo = 1wy = 1.2, upp = 1.4,uzp = 1.6,uy9 = 1.8.

Le probléme est bien posé.

2.3) détermination des inconnues : les inconnues sont u,q, Uy et Us;.
2.4) Ecriture de 'algorithme :

L’algorithme est :
ck
_ 2 2 2 _
Wjjer =T U j +2(0 =1y + 1 (ui+1,j —Ujjq )avec r=a
Pour r=1
Ujjrr = WUjmqj T Wjpgj— Uijgq
La maille du calcul est :

u Uef+ 1
=10 i+ 1.7}
- T -
w i=1)

2.5) Calculer les inconnues (uyq, Uy €t Usq) :
4.1) Premiére itération : j =0,i = 1,2,3.
- Pour i=1
Upp = Uge + Uzo — Uz .
u;_, est point fictif (hors domaine du calcul), on va utiliser la condition u;(x,0) = =
pour 'éliminer.
_ W T W1 X
2k 2
Xi

donc: ui,j_l = ui,j+1 - Zk? - ui,j_l = ui,j+1 - kxi

U;_1 = Uy — kxy, on remplace dans uy,
Upy = Ugo + Ugo — (uyy — kxy), donc : uyy = 0.5(ugg + uzo + kxy) avec £=0.1 et x; = 1.4.
Uy =0.5(1+ 1.4 + 0.1 x 1.4)
uq = 1.27.

Uy

- Pour i=2
Uy = Ugo + Uzp — Uz
u,_; est point fictif. u, _; = u,; — kx, , on remplace dans u,,
Uy = 0.5(uyg + uzg + kx,) avec £=0.1 et x; = 1.8.
Uy, = 0.5(1.2 + 1.6 + 0.1 x 1.8)
Uy, = 1.49.

- Pour i=3
U3q = Upo + Ugo — Uz—g
uz_; est point fictif. uz_; = uz; — kx3, on remplace dans uz,
Uz = 0.5(uyo + uyo + k3) avec £=0.1 et x; = 2.2.
Us; = 0.5(1.4 + 1.8+ 0.1 X 2.2)
Usy = 1.71.
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Chapitre IV : Introduction a I’Optimisation Numérique

1) Introduction

L’optimisation numérique est une branche des mathématiques permettant de choisir
automatiquement la meilleure solution parmi un ensemble de solutions possibles. Les
applications possibles couvrent des domaines variés de la recherche opérationnelle
aux statistiques et bien sfir l'industrie.

Résoudre un probléme doptimisation numérique signifie trouver les meilleurs
paramétres (ou variables de controle) résolvant le probléme a minimiser (ou a
maximiser) une quantité mathématique donnée, appelée fonction objectif (ou critére).
Cette fonction objectif peut étre sujette a des contraintes (conditions).

Dans tous les problémes d’optimisation, il est nécessaire d'avoir modélisé (mis en
équations) la grandeur qu'on cherche a minimiser ou maximiser.

La classification des problémes d'optimisation change d'un auteur a l'autre. On peut
distinguer :

- Les problémes d'optimisation avec et sans contrainte.

- Les problémes d'optimisation continue ou discreéte.

- Les problémes d'optimisation mono—-objectif ou multi—objectif.

- Les problémes d'optimisation déterministe ou stochastique.

Dans cette partie, on se limitera au probléme d'optimisation mono—-objectif a variables
continues avec et sans contrainte selon une approche déterministe.

2) Example

Un étudiant cherche a obtenir les meilleures notes possibles a une unité composée de
trois matiéres, et qu'il révise (x;) heures sur la i“”° matiére, =1, 2, 3.

Supposons que la note (n;) de la matiére (i) dépend uniquement du temps passé (x;)
par exemple : n;(x;) = xq1, np(xy) = 2x,, nz(x3) = x3.

Cet étudiant veut passer au plus (10 heures) au total a réviser et veut optimiser sa
moyenne totale. On note x = (x4, x,,x3) le triplet qui correspond aux heures passées a

travailler, et on note f(x) =§(x1+2x2 +x2%) sa moyenne. D'aprés les données du

probléeme (x) ne peut pas prendre n'importe quelles valeurs réelles, on dit que le
probléme est avec (contraint). En effet (x) doit appartenir a (X), I'ensemble des
contraintes :

X = {(z1, 22, 23) € R*tel que Vi, z; > Oet 21 + 29 + 23 < 10}
On note le probléme de l'étudiant :

max f(z)

Dans cet exemple d’optimisation, on distingue trois étapes :

a) Identification des variables de décisions (désignées par le vecteur x € R? ) : ce sont
les paramétres sur lesquels l'utilisateur peut agir pour faire évoluer le systéme
considéré.

b) Définition d’une fonction cofit ou fonction objectif (la fonction f dans l'exemple)
permettant d’évaluer 1'état du systéme (rendement, performance, ).

c) Description des contraintes imposées aux variables de décision (I’ensemble X).
Donc, un probléme d’optimisation consiste alors a déterminer les variables de décision
conduisant aux meilleures conditions de fonctionnement du systéme (ce qui revient a

25



CHAPITRE IV Introduction 4 I'Optimisation Numérique

minimiser ou maximiser la fonction cofit), tout en respectant les contraintes
d’utilisation.

3) Algorithme du simplexe (avec contrainte)
L'algorithme du simplexe est un algorithme de résolution des problémes d'optimisation
linéaire. Il a été introduit par George Dantzig en 1947. Cet algorithme est donné par :

Ajout des variables d’écart (excées) (1)

'

Déterminer une solution de base réalisation (2)

>
<«
4

Est-elle

optimale (3) Trouver une solution admissible (4)

Fin et écrire la solution

L'étape (4) est composée de :

- Tableau de la solution,

- Variable entrante (colonne pivot : plus basse entre les négatifs min(z)),
- Variable sortante (ligne pivot : min(k)positifs),

- Mise a jour du tableau,

- Critére de sortie.

Exemple
Trouver la solution du probléme :
3x; +2x, < 21
max z = 4x; + 3x, avec {4x1 _x, <12

xX1,%X; =0

Solution
1) Ajout des variables d’écart : on ajoute deux variables (x3,x4)
3x1 +2x, +x3 =21
[4xl—x2+x4=12, X1,%X2,%3,X4 =0
zZ—4x; —3x, =0

2) La solution de base réalisation : généralement on prend x; = 0 et x, = 0.

x3 - 21
Donc {x4 = 12, cette solution elle n’est pas optimale.
z=20
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3) Tableaux de la solution

a.1) Premiére itération
X1 X, | X3 | x4 | C | K
. x3 |3 2 1 0 |21
P oxy |4 =1./.0|- 1112
Z | -4 -3/0 |0 |O
C
/ P \ hors base
base
a.2) Colone pivot (variable entrante) :
min(z) = —4 - C, = x;.
a.3) Ligne pivot (variable sortante) :
C
K=—"—
(Cp = xl)p
minpositif(K) =3-=Ly, =x,.
et pivot = 4.
a.4) Actualiser le tableau de solution :
X1 Xy X3 X4 C K
X3 0 11/ 1 -3/ 112 | 48/
Ly 4 74 711
X1 1 -1 4 0 1/4 3 -12
Z 0 —4 0 1 12 -3
Co
coef(z) 20 ?,non. donc,la solution n'est pas optimale.
b.1) Deuxiéme itération
b.2) Colone pivot (variable entrante) :
min(z) = —4 - C, = x,.
b.3) Ligne pivot (variable sortante) :
C
K=—"—
(Cp = xz)p
, 48
mlnpositif(K) = H - Lp = X3
_ 11
et pivot = T
b.4) Actualiser le tableau de solution :
X1 Xy X3 Xq C
4 —-12 48
¥2 | O ! /11 /11| /11
4 -1 180
ool 0 | %44 /44 /44
16 —37 324
4 0 0 /11 /11 /11
Apres deux itérations : coef(z) =0 ?,oui. donc,la solution est optimale.
_180 48 324
T T T

27



CHAPITRE IV Introduction 4 I'Optimisation Numérique

4) Algorithme de gradient (sans contrainte)

Cette méthode consiste a passer d’'un estimé d'un estimé X® 3 la solution exacte X*
par 'algorithme :

X0 = xO — W gr(x®) - jusqu’a ce que ||[VFX*D)|| <e, et t® est le pas a
déterminer par la méthode pas optimal, on détermine t® minimisant f(X**V). Ou par
la méthode de descente, on choisit t® tel que fF(X**+D) < F(x@).

Exemple

Soit la fonction de deux variables : f(x,y) =x?+y% —2x —y + 1.

1) Calculer la valeur exacte X* du point de minimum de cette fonction.

2) Utiliser deux itérations pour minimiser cette fonction par la méthode du gradient
en partant du point initial X =[0.1 0.1]t.

Solution
1) La valeur exacte X*
{f;;=o {f;;=2x—2 =0 {x=1
f - -
fy =0 fy=2y—-1 =0 y =1/,

x=1
Donc la valeur exacte X* = {y _ 1/ et la valeur minimale égale a f = —0.25
- /2

2) Algorithme du gradient
2.1) Ecriture de l'algorithme
L’algorithme est : X®+1 = x(&) — (&) yrx &)y,

2.2) Détermination de t®
Mettant Vf(X) = —P = [2] - [Z—Zx]

1-2y
f(X(kH)) =fXP+tOP)y=(x+tp)?+ @ +tp)* —2(x+tp) —(y+tp) +1.
Cette fonction est minimale pour f; = 0.
fi=2p1(x+tp)+2p, Y +tp) —2p1 —p2=0

(k) — P2*2P1=2P1x-2pyy
2p1+2p2
2.3) Premiére itération

Donc :

xo =" 0.1

[Pl]_Z—Zx] [2—2><01] [
Pl 1l1-2yl 11-2x01

0.8+2X1.8—2X1.8X0.1-2%X0.8%X0.1

ete 2x(1.8)2+2%(0.8)2 0.5.
0.1 1.8
XD = x© 4 +Op = [ ] 0.5 [
+ 0.1 + X 0.8
1
X(l) = ]
0.5
2.4) Deuxiéme itération
1
¥ = [
0.5
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[Pl]_ 2—2x]_[2—2x1]_[0]
Pl l1-2y]l l1-2x05] 10

et t@M =0.5.
X2 = xM 4 +Wp = [ 1 ]+05x[0]
0.5 ’ 0

1
2) =
@ =[]

La solution estimée aprés deux itérations est donc : X = [0?5] et 'erreur d estimation e =0.
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