Chapitre 111- Dynamique des fluides incompressibles parfait

Chapitre 111

Dynamique des fluides incompressibles parfaits

L’écoulement d’un fluide réel est généralement trés complexe. L’analyse mathématique
des problemes d’écoulement des fluides est généralement possible seulement si certaines
suppositions simplificatrices sont tenues en compte. L’une des principales suppositions est que le
fluide est idéal c'est-a-dire que le fluide est non visqueux (u=0). Dans ce cas 1’écoulement est dit
parfait. Une autre simplification est de supposer que 1’écoulement ne change pas avec le temps,
I’écoulement est dit stationnaire ou permanent.

Dans ce chapitre nous allons traiter le principe de conservation de la masse et discuter
I’utilisation de la seconde loi de Newton F =mj appliquée & une particule fluide. Nous
obtenons alors la fameuse équation de Bernoulli et I’appliquons pour différents écoulements.
I11-1- Principe de conservation de masse : En I’absence d’une réaction nucléaire, la
masse ne peut étre produite ou détruite. La masse reste constante quand le temps varie.

Considérons une région fixe traversée par un fluide (Fig. 111-1).

Masse de fluide

Région | _— sortant de la

) F région
Masse de fluide fixe |__—7 9
entrant dans la

reglon _Fig lI-1

Le taux de masse de fluide qui entre dans cette région = le taux de masse qui sort de cette région
+ le taux d’accumulation de masse du fluide dans cette région.

Si I’écoulement est stationnaire il n’y a pas d’accumulation de masse dans la région considérée.
L’expression précédente devient donc :
Le taux de masse de fluide entrant dans cette région = le taux de masse sortant de cette région.
Le principe de conservation de masse est exprimé mathématiquement par I’équation de
continuiteé.
I11-2- Equation de continuité - Forme intégrale

L’équation de continuité est obtenue selon deux formulations mathématiques, 1’une
différentielle et I’autre intégrale.

Avant d'entamer la forme intégrale de 1’équation de continuité on présente quelques

définitions.
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Chapitre 111- Dynamique des fluides incompressibles parfait

-Une ligne de courant est une ligne de champs du vecteur vitesse. C’est une courbe tangente en

tout point M(X, y, z) au vecteur vitesse V] (X,y,Z,to) a I’instant to. L’ensemble des lignes de
courant peut évoluer au cours du temps.

-Un tube de courant est un ensemble de lignes de courant s’appuyant sur une courbe fermée. Le
fluide ne traverse pas la paroi du tube de courant

-Un filet de courant est un tube de courant dont la section est infiniment petite.

U (X2,¥2,22,t

Ligne de courants,

N

U (X1,y1,21

Fig. 111-2 Tube de courant [White]

e Appliquons dans ce qui suit le principe de conservation de masse dans le cas d’un écoulement
stationnaire pour lequel il n’y a pas d’accumulation de masse dans le volume fluide considéré.

e Soit un filet de courant de section infiniment petite AA pour Ss
AA

pouvoir supposer que la vitesse ne varie pas le long de cette section
(figure 111-3).

¢ Choisissons deux plans B et C distants d’une longueur &s Si petite

Fig. 111-3

que la variation de section de B a C est négligeable. Filet de courant

La masse du volume fluide limitée par les plans B et C est dm= p dASs

Le débit massique dm qui traverse C pendant un laps de temps St est dm :i—T: pd;tés ; or

oS . o Lo o -~ .
5t est la vitesse linéaire u perpendiculaire a d.A Ainsi le debit massique dm = pudA.

Pour un écoulement stationnaire dans le filet de courant, le méme débit traversant C traverse

toute section du méme filet de courant, ainsi
dm = p,u,dA = p,u,dA, = p,u,dA, =...=constante (In-1)
11-3-Débit massique et débit volumique

Pour calculer le débit massique traversant un tube de courant de section A, 1’équation (III-

1) doit étre intégrée sur toute la surface A, elle donne:
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Chapitre 111- Dynamique des fluides incompressibles parfait

m= [ pudA=C' (111-2)
A

L’équation (ITI-2) représente la forme intégrale de 1’équation de continuité ou u est la vitesse
linaire perpendiculaire a la section choisie.

= Si p et u ne varient pas le long d’une section A; du tube de courant le débit massique

traversant cette section est m= p,u, A .

= Si le fluide est incompressible donc p ne varie pas le long du tube de courant, le produit de
la section et de la vitesse représentant le débit volumique Q (m*/s) reste constant le long du tube
de courant

Q=[udA=c" (11-3)

En général I'écoulement est caractérisé par sa vitesse moyenne U et le débit volumique s'exprime
alors:

Q = UA=C" (11-4)
De cette formule on déduit que la vitesse moyenne d'écoulement U et la section de passage du

fluide A varient a l'inverse.

Exemple 111-1

De I’cau s’écoule dans une conduite de diamétre 50 mm a
une vitesse moyenne de U;=10 m/s puis traverse radialement

I’espace entre deux disques comme montré sur la figure ci

contre. Les disques sont paralléles et la distance entre eux est

h=10mm. A _j‘atD=50mm
. 3-A
-Calculer la vitesse moyenne U, de I’eau au rayon de 300mm TU 110 /
. . 1=10m/s
a la sortie de I’espace entre les deux disques. Fig. Exp. I11-2
Solution

- Calculer la vitesse moyenne entre les deux disques
Dans cet exemple on considere que le fluide est incompressible et les vitesses d'écoulement
a travers les sections A; et A, sont des vitesses moyennes donc constantes le long des sections.
En appliquant I'équation de continuité on a
Q1 = Qz donc U1A; = U, A,
nD?

.. A
Ainsi U, = ﬁU1 = -,

D2 _ (0.05m)?

m
=srn U1 = 8(0.3m)(0.01m) (10?) = 1.042m/s

=



Chapitre 111- Dynamique des fluides incompressibles parfait

I11-4-Equations générales de la dynamique des fluides parfaits

111-4-1 Equations d’Euler: ces équations traduisent 1’équilibre des forces intervenant dans un
écoulement d’un fluide parfait. En appliquant le principe fondamental de la dynamique, la
seconde loi de Newton a une particule fluide de masse dm constante on trouve.

{La somme des forces qui s'exercent}_{la dérivée temporelle de la quantité de mouvement }

sur la particule fluide de la particule fluide

S dE, =3 (amU) (111-5)
dt
Les forces qui s’exercent sur la particule fluide sont les forces volumiques de pesanteur pGd ¥

N
et les forces surfaciques de pression grad pd @ comme il a été présenté au chapitre précédent en

les remplacgant dans 1’équation (I1I-14) on trouve :

- d(, - du du
gd?0—gradpd? |=—(dmU |]=dm— = pd 0—
[pg Jracp } dt( ) a7 dt
. _ 1 - du
En divisant par pod ¥ on trouve : g——grad DZE (111-6)
Yo,

C’est I’équation d’Euler qui est I’équation fondamentale de 1’écoulement instationnaire d’un

fluide parfait.

On peut I’écrire aussi : dd—LtJJrlgradp ~g=0 (m-7)
p

I11-4-2 Equation de Bernoulli sans échange de travail

Pour établir I'équation de Bernoulli nous allons faire Fig. 111-4
quelques considérations:
» considérer une ligne de courant (figure 111-4) quelconque dans un écoulement permanent

d’un fluide parfait incompressible,
» nous allons considérer un déplacement élémentaire dr(dx,dy,dz) de la particule fluide
ayant une vitesse U le long de cette ligne de courant (qu = L]dt)

»  nous formons le produit scalaire de 1’équation d’Euler (ITI-8) avec dl et obtenons:

W i L gradpdi —g di =0 (111-8)
dt P

&



Chapitre 111- Dynamique des fluides incompressibles parfait

or dI =Udt donc on obtient:

d—UUdt+igr§dpdT—g dl =0 (111-9)
dt 0
3 2
W Gt =Gag = Lag2 =g Y-
dt 2 2
Sachant que <{gradp dl = a—'Ddx+a—lodyjta—lodz =dp (111-10)
OX oy 0z

g dl =—gdz

En remplacant I'équation (111-10) dans (111-9) on trouve

u? 1
d—+—dp+gdz=0 (1-112)
2 p
Puisque le fluide est incompressible 1’équation (111-20) devient :
u? p
d—+—+9gz|=0 (1m-12)
2 p
La variation d’une fonction est nulle donc cette fonction est constante alors
U 2
= i Pg-ce (111-13)
2 p

La relation (111-13) est la fameuse équation de Bernoulli (Daniel Bernoulli (1700-1782)).
Elle traduit la conservation de 1’énergie totale par unit¢ de masse pour un fluide parfait
incompressible en écoulement permanent dans le champ de pesanteur. La charge totale le long
d'une ligne de courant pour un fluide parfait reste constante.
L'unité des termes de I'équation (111-13) est joule/kg.

2
e Leterme Y représente 1’énergie cinétique par unité de masse

o Leterme P représente le travail des forces de pression par unité de masse du fluide.

p
e Leterme gz représente I’énergie potentielle par unité de masse.
Divisons 1’équation (II1-13) par 'g' on obtient
2
U, P, ce (111-14)
29




Chapitre 111- Dynamique des fluides incompressibles parfait

Tous les termes de 1’équation de Bernoulli écrite sous la seconde forme (I11-14) sont homogenes

a une hauteur, leur unité est le metre.

2
o l;— représente la hauteur dynamique
g

. Py représente la hauteur piézométrique.

e z représente la cOte ou la hauteur de position.

En multipliant I'équation (I111-14) par pg on obtient une équation ou tous les termes sont

pU’

équivalents a une pression tel que +p+pgz=C"*

Si on considére deux points 1 et 2 de la méme ligne de courant 1’équation de Bernoulli (I11-14)

s’écrit alors

2
U =1 4 Iol+21:U—2+&+22:Cte (111-15)

29 9 29 M

111-4-3-Equation de Bernoulli avec échange de travail
En présence de machines, le fluide fourni un travail wt a une machine telle qu'une turbine
et recoit un travail wp d'une machine telle qu'une pompe, I'équation de Bernoulli généralisée
s'écrit alors
Iol+—+gz +W, IO2+—+gz W, (In-16)
p 2 p 2
En termes de hauteur, en divisant I'équation I11-16 par g on obtient
P +—+z +h, = P +—+z +h; (11-17)
P9 29 A9 29
La puissance d'une machine (M) installée dans le circuit du fluide entre les points 1 et 2 est
donnée par I'expression
Pv=mwy=m ghy =p Q g hy (111-18)
Exemple 111-2

On pompe de I’huile de densité¢ d=0.861 jusqu’au réservoir C par une conduite de 40 cm
de diametre (figure Exp. 111-3). La pression effective en A est 1400 Pa quand le débit est de
197litres/s.

a- Quelle est la puissance fournie par la pompe?

b- Quelle doit étre la pression effective en B?

*



Chapitre 111- Dynamique des fluides incompressibles parfait

Solution

a-Calculer la puissance fournie par la pompe
Pour trouver la puissance de la pompe on utilise

I'équation de Bernoulli entre A et C en présence d'une

pompe (éq.111-28).

&+U—’§+ z,+h, =&+U—°2+ z,

P9 29 P9 29

On a choisi le point C car on a U.=0, pc=pam €t

Zc=54m Pompe

Pact = 1400 Pa, Za=30m Fig. Exp.111-3

De I'équation de continuité on a Q=Ux A=UazD%/4
Donc Ux=4Q/ zD?=4. 197.10° (m*/s)/x. (0.4m)*=1.57m/s

B 2 _ 2
hp :_(MJ_ﬁ_’_Z _ZA:ﬂ_ﬁ—FZC_ZA

C

yois 29 A9 29
_ -1400(Pa)  @S57(%)f .,
= 86119817, 2X9_81(ng)+54 30(m)
hp=23.75(m)

La puissance de la pompe est donnée par la formule
Fo=p Q g hp=861 (*¥/) 197x10°(m%s) 9.81 (%, )23.75(m) = 39525.68Watt
b- La pression effective en B

On applique I'équation de Bernoulli entre A et B

Uy = Up (On a la méme conduite)

Zy = Zp

En remplagant ces données dans I'équation de Bernoulli on trouve:

DBeff = Paeff +PIhy

On remarque que le role de la pompe est d'augmenter la pression du fluide par pgh,

Pesr =1400(Pa)+861(kg/m®) 9.81(N/kg) 23.75(m)=202002.24(Pa)=2.02bar

I11-5- Applications de I’équation de Bernoulli: Cette équation constitue I’un des résultats le
plus fondamental en M.D.F. En effet son application a permis de résoudre de nombreux

problemes. Nous allons présenter quelques un.
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111-5-1-Ecoulement libre a travers un petit orifice
Considérons la figure ci-dessous qui représente un réservoir ayant une section A; rempli d’un

fluide qui s’écoule par un petit orifice de section Aj.

A

A ivd

Ug

h h| |\ Ligne dé
courant

A

Fig. 111-5 Réservoir a petit orifice

Appliquons 1’équation de Bernoulli (111-24) le long de la ligne de courant passant par les points 1
et 2.

—+&+z _—+&+z

29 29 9
Les particules 1 et 2 sont en contact avec I'atmosphere alors p, = p, = P, €n les remplagant

dans I’équation précédente on trouve
2, -1,=——-——=Nh (11-31)
En supposant que les vitesses sont uniformes le long des sections du réservoir et de l'orifice, le

A
principe de continuit¢ nous permet d’écrire Q=U A =U,A, donc U, =U2E2. En

remplacgant la valeur de U, dans (111-31) on obtient :U, =

Si la section de l'orifice est négligeable devant celle du réservoir alors la vitesse d'écoulement du

fluide a travers cet orifice est donnée par la formule (111-32).

U, =,/2gh (11-32)
C’est la formule de Torricelli.

Le débit volumique est Q = 4,./2gh

&



Chapitre 111- Dynamique des fluides incompressibles parfait

I11-5-2-Mesure des vitesses : lls existent plusieurs appareils pour mesurer la vitesse dans des
écoulements des fluides. Nous allons présenter les plus simples d’utilisation.
11-5-2-1-Tube de Pitot: Ce simple tube est utilisé pour mesurer la vitesse dans des

écoulements a surface libre (les canaux, les H- i-Ah
rivieres...). S
Considérons une particule fluide M de vitesse Uy, Le h
tube de Pitot est placé dans le fluide au méme niveau ! Un "

o— e [ -

'h' que le point M. Il est envahi par le fluide jusqu'a

une hauteur Ah de la surface libre du fluide. Le point ec——————-—--——x
Fig. 111-9 Tube de Pitot

‘0" est un point d'arrét.
Appliquons la relation de Bernoulli (111-24) entre le point M et le point O qui appartiennent a la

méme ligne de courant, on trouve:

Or 1z, =1,¢etU, =0 (point d’arrét) donc :

Pu Y _ B
M 20 N
2
Alors Po = Py +pUTM (1-33)

po est la pression totale
pwm est la pression statique

2
pUTM est la pression dynamique

En appliquant I'équation de I'hydrostatique entre M et un point de la surface libre on trouve

Pw = Pam + pON
En appliquant I'équation de I'nydrostatique entre '0' et un point de la surface libre dans le tube de
Pitot on trouve Po = Pury + £9(N+ AN).
En remplacant les expressions de py et po dans la formule (I11-33) on trouve la vitesse
d'écoulement du fluide au point M comme suit U,, =./2gAh

Connaissant la valeur Ah par lecture directe sur le tube de Pitot, on peut déterminer la valeur de

la vitesse de I’écoulement de n’importe quel point de 1’écoulement.

&




Chapitre 111- Dynamique des fluides incompressibles parfait

111-5-2-2-Tube de Pitot statique : Le tube de Pitot a été amélioré (voir figure ci-dessous) pour
mesurer la vitesse des écoulements internes c'est-a-dire des écoulements dans des conduites.

Connexion a un

. i R crps X
Po. Pression totale manométre différentiel oy

p: Pression statique

. . Y

4 T
T T " i

3D 8D & 10D L
< &
D p i
| o rrzar rrzrrrrrred P P
M e—>03n o8 D — ———
fpohf_{//'// T AT 777 . ]

Fig. 111-10 Tube de Pitot statique

Deux pressions, la pression statique p et la pression totale p, sont transmises & un manomeétre

différentiel qui indique la différence de pression Ap=pg—p.

La pression po représente la pression au point d'arrét, et p la pression au niveau des trous
qui se trouvent sur le périmetre du tube de Pitot.
Si on considere que la vitesse au droit de la fente est égale a Uy et la pression est pu, 1’équation

de Bernoulli entre M et le point d’arrét 0 s'écrit:

2 2
p_M+U_M+ZM =&+U—°+zo
M 29 M 29
Oor 1z, = U, =0 (point d’arrét) et p —pdonC'£+%:&
M 0+ Yo p M= .,Dg 29 M

2
M

2

En termes de pression, I'equation précédente peut s'ecrire: p, = p+ o

La valeur de la vitesse d'écoulement de n’importe quel point dans la conduite est déterminée en

connaissant la différence de pression (p,—p) par la relation suivante:

UM _ 2(po_ p)
\ Yo

(p, — Pp) est calculée a partir d'un tube manométrique.

Connaissant la valeur de la vitesse, dans une station de la conduite, le débit volumique peut

étre déduit.

&



Chapitre 111- Dynamique des fluides incompressibles parfait

111-5-3-Tube de Venturi: c’est ’effet le plus courant et le plus spectaculaire associé a
I’équation de Bernoulli. Il est utilis¢é pour
déterminer la  vitesse moyenne d'un
écoulement donc le débit de I'écoulement dans
une conduite (voir figure 111-11).

L’application de I’équation de Bernoulli entre

les points 1 et 2 donne:

P UL 7, = P Yo, 2, Fig. I11-11 Tube de Venturi

Dans le cas d'un venturi horizontal, z,=2,
En considérant le principe de continuité et en l'appliquant entre les deux surfaces 1 et 2 on
Obtient U1 Al = UZ AZ

2 2 2
Ou A4, = %, et A, = %, donc U, = U; Z—z. En remplacant cette expression dans I'équation de

2p2_p1
pli-(D/a)’)

L'application de I'équation de I'hydrostatique permet d'obtenir p,-p; ou

Bernoulli on trouve I'expression de la vitesse par la relation: U, =

p1 = patm +m(h + Ah)

P2 = Patm + Pgh
En remplacant ces expressions dans la relation de U; on peut déterminer la valeur de la vitesse

moyenne de I’écoulement en connaissant la déviation obtenue dans les tubes manométriques du

2
Venturi et ainsi que le débit de I'écoulement par les relations:U; = /2gAh et Q=U, %

&



Chapitre 1V - Dynamiques des fluides incompressibles réels

Chapitre IV

Dynamiques des fluides incompressibles reels

Pertes de charge dans les conduites

IV-1-Régimes d’écoulement, expérience de Reynolds

En 1883 Osborne Reynolds (1842-1912) professeur de I’ingénierie a 1’université de
Manchester a réalisé des expériences lors de I'écoulement d'un fluide dans une conduite
cylindrique rectiligne. En injectant sur 1’axe de la conduite un colorant (figure IV-1-a) il a
remarqué qu'a faible vitesse, le colorant reste concentré trés prés de 1’axe, caractéristique d’un
écoulement stable laminaire (figure 1V-1-b), puis a vitesse/débit plus important, des structures
tourbillonnaires se forment, de plus en plus énergétiques, provoquant une diffusion rapide due a
la turbulence (figure IV-1-c et d) qui prend largement le dessus sur la diffusion moléculaire a

peine observable a faible vitesse.

6 —— b~ ke

a-Injection du colorant b-Laminaire c-Transitoire d-Turbulent

Fig. VI-1 Expérience de Reynolds

En utilisant des fluides divers (viscosité différente), en faisant varier le débit et le diamétre
de la canalisation, Reynolds a montré que le parameétre qui permettait de déterminer si
I'écoulement est laminaire ou turbulent est un nombre sans dimension appelé nombre de
Reynolds Re. Il exprime le rapport entre la force d’inertie et la force visqueuse. Il est donné par

Force d'inertie ~ pUD,, UD

la relation suivante : Re = -
Force visqueuse Y7 1%

U: vitesse moyenne d'écoulement en m/s
D: diamétre de la conduite en m
w : viscosité dynamique du fluide en Nm™s
v : viscosité cinématique du fluide en m%s.
¢ Si Re<2000 : I’écoulement est laminaire.
¢ Si 2000<Re<3000: I’écoulement est transitoire.

¢ Si Re>3000 : I’écoulement est turbulent.

&



Chapitre 1V - Dynamiques des fluides incompressibles réels

Ces valeurs peuvent varier 1égérement d’un ouvrage a un autre, mais en pratique, les valeurs ne
laissent pas d’ambiguité. Elles seront franchement supérieures ou inférieure a ces limites. Dans

les écoulements turbulents, la valeur de Re est trés importante et peut atteindre 10° jusqu'a 108,

Exemple 1V-1

Un fluide s'écoule dans une conduite de 5 cm de diamétre. Quelle est sa vitesse de

transition du régime laminaire au régime turbulent si le fluide est (a) l'air et (b) I'eau.

Solution

La transition du régime laminaire au régime turbulent est déterminée par le nombre de Reynolds

Re =2300.

Re u
pD

Re=%donc U=

2300x1.80x10 5 (X4,

a) L'airr U= 122500 050m) 6.76(%)
-3 k_g
b) L'eau U = ——ro . — 0,046(%)

kg -
1000 (5%)0.05 (m)
On remarque que ce sont de tres faibles vitesses. La plus part des écoulements de fluides dans

des conduites sont turbulents et non laminaires.

IV-2 Généralisation de I'équation de Bernoulli aux fluides reels-Pertes de

charge

Un fluide visqueux ou réel, a ’opposé de fluide parfait, qui s’écoule dans une conduite ou
a travers une singularité (coude, élargissement brusque, robinet,...) subit des pertes d’énergie
dues au frottement entre le fluide et la paroi de la conduite, ou entre les particules de fluide elles
méme. L’énergie utile se dégrade. L’énergie perdue est transformée ou dissipée sous forme de
chaleur lors de la déformation continue des particules fluides.
Le principe de conservation de 1’énergie entre deux points 1 et 2 appartenant a la méme ligne de
courant est exprimé par 1’équation (1V-1).

el+U—212+%+gzl+q=e2+U—222+%+gzz+W’ (Iv-1)
Ou e : L’énergie interne par unité de masse
g : La chaleur transférée vers le systéme fluide par unité de masse.

w' : Le travail fourni par le systeme fluide par unité de masse.

.l



Chapitre 1V - Dynamiques des fluides incompressibles réels

Si on suppose qu'il n’y a pas de transfert de chaleur g=0 et s’il n’y a pas de travail fourni par le
fluide w'=0, I’équation (IV-1) devient:

2 2 _
U_1+&+21:U_2+&+22+u (IV-2)
29 9 29 9 g

(e,—e,) représente I’augmentation en énergie interne par kg de fluide équivalente a 1’énergie
utile perdue entre les deux positions 1 et 2 sur une ligne de courant. On appelle le rapport

€ —e) perte de charge. 1l est exprimé par
g

(ez — el)

AH, , =———=. Son unité est le métre.

L'équation de Bernoulli pour un fluide réel (1\VV-2) s'écrit alors:

2 2
U—1+ﬂ+zlzu—2+&+zz+AHl_2 (IV-3)
29 M 29
Il'y a deux types de pertes de charges, des pertes de charge linéaires ou dites régulieres et
des pertes de charge singulieres.

La perte de charge totale dans une conduite est la somme des pertes de charge linéaires et

singuliéres AH = ZAHIinéairq + ZAHsinguliérej (IV'4)
i j

IVV-3-Pertes de charge lineaires dans une conduite:
Considerons I'écoulement d'un fluide réel de volume 0 et de masse volumique p en régime
stationnaire dans une conduite droite a section A et de longueur L. Elle est inclinée par rapport

au plan horizontal par un angle a (voir figure (1V-2)).

P1A

Périmétre Pe,

Fig. IV-2 Bilan des forces sur un volume fluide

&



Chapitre 1V - Dynamiques des fluides incompressibles réels

Les forces extérieures appliquées sur ce volume de fluide sont:
- les forces de pression du fluide extérieur a ‘0: p,A et p,A
- le poids du volume: pgs= mg
- la force de frottement de la paroi de la conduite avec le fluide: F=.t P, L
Per est le périmetre de la paroi de la conduite mouillée par le fluide.

Le bilan des forces sur le volume 0 suivant la direction de I'écoulement donne:

p1A +mgsina —t P, L —p,A=0 (IV-5)
Sachant que m=p 0 = p A L et en divisant I'équation (IV-5) par p g A on obtient:
p1 P2 , Per L
= _ Pz L = T— V-
(pg pg) +Lsina=r1t oA (IV-6)
Puisque z;-z,= L sina, I'équation (IV-6) s'écrit alors
P1=P2 Y — o Perl ]
( - )+ (21— 2) = T (IV-7)

D'autre part en appliquant I'équation de Bernoulli pour un fluide réel (équation 1V-3)

s'écoulant dans une conduite droite entre 1 et 2 avec une vitesse moyenne U on trouve:
p1-pP2
—_ - = AH;_ V-8
( 0 )+ (z1 — 22) 1(1-2) (IV-8)
Ou AH, (1) est la perte de charge linéaire causee par le frottement entre les sections 1 et 2.

En comparant les deux équations (1V-7) et (1V-8) on déduit que

Per L
AHl(l—Z) = TPJT (IV-9)

La perte de charge linéaire est exprimée par la relation 1V-10
L

AHl(l—Z) =47 gD (lV-lO)
Ou Dy est le diameétre hydraulique défini par:
A Section de passage du fluide
Dy =4—=4—"— — -
P, Périmetre mouillé de la conduite

On présente ci-dessous I'expression du diameétre hydraulique de quelques formes géométriques

b
- Section rectangulaire : D,, = 2ab a
a+b
- Section triangulaire : D, =
2+ \/E a

&
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- Section circulaire : D, =D

D,

- Section annulaire: D,, =D, - D, * b
1

Un coefficient adimensionnel f représentant le frottement appelé coefficient de frottement

ou coefficient de perte de charge linéaire est considéré. 1l exprime le rapport entre la contrainte

T

de cisaillement et la pression dynamique, ou f = 1 7
5P
2

U est la vitesse moyenne d'écoulement du

fluide dans la conduite. En introduisant ce coefficient dans I'équation (IV-10) on aboutit a la

formule de Darcy donnée par I'équation (IV-11).

U L

AHl(l—Z) = 4f 29 Dy (IV-ll)
On définit un autre coefficient de frottement A = 4f. L'équation (IV-11) s'écrit alors:
Ut L
AHj1-p) = AEE (IV-12)

C’est la perte d’énergie (en métre) due au frottement entre le fluide et la paroi d’une conduite

droite a section constante.

Ce raisonnement est valable aussi pour le .
Section

cas d’une conduite partiellement remplie de du liquide

liquide (figure I1V-3). La section est celle du
Périmétre mouillé

liquide et le périmétre est celui du contact entre de la conduite

liquide et paroi de la conduite, c'est a dire la ou il ) _ ) _
o . Fig. IV-3 Conduite partiellement remplie

y a frottement entre liquide et conduite. Il est

appelé périmetre mouillé.

L'équation (IVV-12) est applicable aux régimes laminaire ou turbulent.

IVV-3-1-Coefficient de frottement, cas d'un régime laminaire
Dans ce cas une expression théorique exacte du coefficient de frottement f est obtenue. Il
est donné par 1’expression

Fo16 6,084 (IV-13)

Re Re
Exemple 1V-2

&
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De l'eau de viscosité dynamique p=10 *kg/ms s'écoule avec une vitesse de 10 cm/s dans
I'espace annulaire de deux tubes circulaires concentriques. Le diameétre intérieur du tube externe
est D=5cm et celui du tube interne est d=3cm. Calculer la perte de charge linéaire pour 1m de

longueur de la conduite.

Solution

2
La perte de charge linéaire est AH; = 1 L
29 Dy
A dépend du régime d'écoulement. On calcule Re.

pUDy
e =
U

U= 10cm/s=0.1m/s

Le diametre hydrauliqgue d'un espace annulaire entre deux tubes circulaires concentriques,

comme il a été montré précédemment, est Dy = D —d = 0.05(m) — 0.03(m) = 0.02(m)

kg m

= 2000 < 2300 donc I'écoulement est laminaire.

10-3¢2)
/1—64— o4 =0.032
"~ Re 2000

(0.12)%  1(m)

A H, = 0.032
! 2% 9.81(%)0.02(m)

= 0.815(mm)

I\V-3-2-Coefficient de frottement, cas d'un régime turbulent : Dans ce cas il n’y a pas de
relation théorique exacte donnant le coefficient de perte de charge linéaire. Il est donné par des
relations empiriques, qui mettent en évidence l'effet du nombre de Reynolds, le diametre
hydraulique et aussi I'état de surface de la conduite. Celle-ci est exprimée par la rugosité
absolue équivalente de la paroi de la conduite ¢ .C'est une épaisseur moyenne caractérisant la
hauteur, la forme, le nombre, et la répartition des aspérités. (figure.IV-3).

Le profil des vitesses et la perte de charge dépendent fortement de la rugosité des parois en

régime turbulent. Pour une conduite de diamétre « D », on définit une rugosité relative par le

- &
quotient .

*
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Fig. IV-3 Rugosité des parois [MUNSON]

Quelques valeurs de rugosité absolue sont données dans le tableau [Bigot]

Matiére Etat | Rugosité absolue & (mm)
Tube étiré (verre, cuivre, laiton) <0.001
Tube industriel en laiton 0.025
Neuf | 0.05
Tuyau en acier laminé Rouillé | 0.15 <& <0.25
Bitumé | 0.015

Neuf |0.03<¢<0.1
Rouillé | 0.4

Tuyau en acier soudé

Neuf 0.25

Tuyau en fonte moulé Rouillé | 1 <¢ <15

Bitumé | 0.1

Brut 1<eg<3

Tuyau en ciment

Liss¢e |03<e<0.8

Les formules empiriques les plus utilisées pour donner la valeur de A sont :
¢ Formule de Blasius : elle est utilisée quand 4000 <Re <10’ et le fluide s'écoule dans une
conduite de paroi lisse

~ 0.3164

A = Re'B (Iv-14)

¢ Formule de Von Karman: elle est utilisée si Re>10° et la paroi de la conduite est lisse:

1 251 _
i ZIOQIO(—Reﬁ) (IV-15)
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¢ Formule de Nikuradse: elle est appliquee pour des nombres de Reynolds importants et
une conduite rugueuse. Dans ce cas le coefficient de frottement ne dépend plus de Re et
dépend seulement de la rugosité relative de la conduite

L olog, (IV-16)

Ja 3.7D,

¢ Formule de Colebrook: En 1939 Colebrook a combiné entre les formules des parois

lisses et des parois rugueuses dans une formule astucieuse.

1 & 251 }

—_ =-2lo + (IV-17)
Ja 91{3.71DH Rev/ 2

e Diagramme de Moody
La formule de Colebrook est représentée par un graphe en 1944 par Moody appelé le

diagramme de Moody (figure 1V-4). C'est une représentation graphique de A en fonction de Re

paramétrée par les valeurs de la rugosité relative Di. Ce diagramme est trés utilisé dans la
H

mécanique des fluides.

o1
0.09 =
ooal) \\/1 Ecoulement entiérement turbulent |
— A
0.07}- gﬁ
.06 o-oa
< 005~ 0.02
‘q"g) oot 0.015
| 001
g 0.008
% 0.03 N Cw! oos €
& € ol 00t Dy
oozsf L S| \
2 € ‘TN 0.002
- o Sy \ \
S ooy 3 -4 R . 0.001
cRll i i = o
= - S . Y
S5 oosTT ] Paroi ‘\\ o004
2 T - 0.0002
O Ecoulement Lisse ~ 50001
L = :
transitoire o 0.0000
ool
ocos ~
1 1 | 1IN BN | 1 | I | 1 111 1 11
0.008 | (0% 4 68 | 209 4 6 s| 210% 4 6 8 | 200% ¢4 68 I 209 & 68 "t
10° 100 10° 108 107
Re=pUDy/u

Fig. IV-4 Diagramme de Moody [MUNSON]
Exemple 1V-3

On considere une conduite cylindrique de diamétre D=1m et de rugosité €=3.71mm, qui

véhicule de I'eau avec une vitesse de 2.51m/s. Calculer la perte de charge par unité de longueur.

Solution

2
La perte de charge linéaire est AH; = P
29 Dy

&
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A dépend du régime d'écoulement. On calcule Re.

pUDy
e =
u
U=2.51 m/s
Dy =D =1(m)

1000 (:1—93)2.51(%)1(711)

Re = = 2.51 x 10° > 2300 donc I'écoulement est turbulent.

10-3¢5
On calcule A a partir de la formule de Colebrook (IV-17)

L logui—t— + 2.51
— = —2log(€
Vi T3 71Dy T Red

C'est une équation non linéaire. Pour la résoudre on utilise la méthode du point fixe. C'est une

)

méthode numérique itérative.

1 i ot 4 25t
On met x= i Ja formule devient x = _210910"'(‘3.710,, +——%)

Y _(3.71x 107)m N 2.51
* = —2lg0lt 3o Ty T 251 x 1080

x = —210g;01073 + 10~6x)
x = 6 — 2logyoifl + 0.001x)

On propose une premiére valeur x, = 0 qu'on remplace dans la formule précédente puis on

estime une nouvelle valeur x;. De méme on fait plusieurs itérations jusqu'a ce que les valeurs
calculées se rapprochent.

X9 = 0,x1 = 6,x, = 5.9948,x3 = 5.9948

1

x? 599482

On peut déduire A directement du diagramme de Moody.

A= = 0.0278

£
A (Re, D_> = 1(2.51 x 10°,0.00371) ~ 0.028
H
(2512 1(m)

AInsi AHI = 0.0278 Wl(?ﬁ% = 00089(1’7’1) = 9(mm)

IV-5- Pertes de charge singuliéres : Ces pertes appelées aussi pertes de charge locales
ont pour cause la destruction du profil de vitesse par les singularités placees en travers de
I’écoulement (coudes, vannes, changement de section...). Elles sont données par des formules

empiriques exprimées sous la forme:-

U 2
AH. =k— (IV-18)
29

.
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k est une constante pour chaque type de singularité. Elle correspond a une vitesse U en amont ou
en avale (a spécifier) de la singularité.

IV-5-1 Coefficients de pertes de charge singuliéres: Voici quelques valeurs du coefficient de

singularite k pour différentes configurations de conduites dans lesquelles s'écoule un fluide.

- Elargissement brusque : —
u,’ ? : !
AH, =k — avec k=( —ij T, !
2 " —
A1 et Ay: sections de la conduite aux stations C
I
let2. 2
- Rétrécissement brusque : -
2 !
AH, = =t 'y, —
Zg : 1’ :
A2/A1 0.1 0.4 0.7 1 : 2
k | 037 | 027 | 01 | 0O T_

- Coudes arrondis (Formule de Weisbach)

2
AH, =k
29
D Y’ |6(deg ré)
k=|0.131+1.847 g
2R, 90
- Coude a 90° a angle vif :
U 2 L’
AH, =k—
29
k=1.3
- Coude commercial a 90°:
2 U E—
an, -9’ U

29
k=0.75
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- Vanne guillotine (porte)
k=0.2

Vanne globe

k=2

Vanne papillon

30

60

a(®)
K

0.24

391

118

Entrée et sortie d'une conduite: L'écoulement d'un fluide d'un réservoir vers une conduite

(entrée) (figure 1V-5) ou d'une conduite vers un réservoir (sortie) (figure I\V-6).cause une perte

de charge a cause du changement de section de I'écoulement et la forme de la région d'entrée.

Saillie
k=0.8

Entrée brusque Profile Profile arrondi
k=05 k=0.2 k=0.04

Fig. IV-5 Entrée dans une conduite

e

Fig. I\V-6 Sortie d'une conduite

E
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IV-6- Méthode générale de calcul d’un réseau

Il existe plusieurs types de réseaux de conduites, éléments en série (Fig. IV-7-(a)) et éléments en
paralléles (Fig. IV-7-(b)).

@ ® ®

Ae — —_— —_— *RB

(a)

®

Fig. IV-7 Exemples de systi‘abr:les de conduites [WHITE]
(@) systéme en série, (b) systeme en paralléle
a-Eléments en série
Lorsque des éléments de conduites (troncons droits et singularités) sont placés en série
(Fig. VI-7-a), ils sont tous traversés par le méme débit et la perte de charge totale apparait
comme la somme de toutes les pertes de charge (linéaires et singulieres).
Q1 =02=03
Pour des conduites cylindriques V;d? = V,d3
AHy_p = AH; + AH, + AH;3
b-Eléments en paralléle
Lorsque les conduites sont liées en paralléle, le débit total est la somme des débits des
différentes branches (1), (2), et (3) et la perte de charge est commune a tous les éléments en
paralléle
Qu=01+0Q2+0Q3=0Qp
AH,_p = AH; = AH, = AH;
Exemple IV-4

Deux grands réservoirs remplis d’eau sont reliés par un systéme de trois conduites A, B et

C de méme diameétre d=8cm, voir figure Exp. IV-4.
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Les coefficients de perte de charge linéaire des conduites sont Ax=0.027, Ag=0.03 et Ac=0.035.
Le coefficient de perte de charge singuliére de la vanne est k=0.5.

Calculer les débits volumiques dans les trois conduites.

YO | o5m
@ L z=0m

Eau LB:50m

LA=100m 5

A
]

Lc=70m

Fig. Exp. IV-4 VELTE

Solution

Pour déterminer les débits d'eau a travers les trois conduites on a besoin de trois équations.
Ces équations sont:

1- L'équation de Bernoulli entre 1 et 2 a travers les conduites A et B.

V2 v
L + _pl +zi=—+ _pZ + 2z, + AHl(l -2) 4B
29 pg

V; =V, = 0 (Surface d'un réservoir)

P1 = P2 = Patm

z1=25m,z, =0

La perte de charge linéaire entre 1 et 2 a travers les conduites A et B est
AH)(1-2),_, = 21 — 25 = 25(m)

2- L'équation de Bernoulli entre 1 et 2 a travers les conduites A et C.
vz 4

_1+&+Z1 +&+Z2+AHI(1 -ac

29 pg 29 pg

On a les mémes conditions donc on trouve

AHl(l—Z)A_C =2Z1—Zp = 25(m)

3- L'équation de continuité.

Qs =05+ Q¢

On remarque que les conduites sont en paralléles, donc les pertes de charges sont égales et le
débit est la somme des débits a travers les autres conduites.

VA LA VB LB

+AB P

¢ AHj-2),_, = AH 1), + AHi1-2), = Aa 5

=
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4QA 40p

d2
8QA Ly, 80%Ly
n2g d5 nzg d>

Vy=—>etlVp =

AH|1-2),_, = AA

AH 0027 8 x 100(m) 02 +0.03 8 x 50(m) 0
178 = T 12 509,810 x (0.08 m)® T2 x 9.81¢%) x (0.08 m)s ”
AHy_p), , = 68082.43 Q% + 37823.57 Q3 = 25(m)
VAL V L
¢ AHl(l—Z)A_C = AHl(l—Z)A + AHl(l—Z)C /1A A + /10 ZC dC + kv 29
4Q,
Ve=re
AH =2, ks, 80 (2¢ £ +k, )=25(m)
l(l_z)A c An’ gds nzgd4 C d v
AH 68082.4302 + 8Qc (o 035 4. 5) 25(m)
— = . — — m
-2 17 2 x 9.81¢Y) x (0.08 m)* 0.08

AHy(_p), . = 68082.43 Q} + 62787.13 Q2 = 25(m)

Les trois équations obtenues sont:

68082.43 Q% + 37823.57 Q4 = 25 (éq.1)
68082.43Q3% + 62787.13 Q2 = 25 (éq 2)
Q4 =05 +0Qc¢ (€9.3)

. . 37823.57
(é9.2) - (éq.1) donne: Q, = 8713 Qg = 0.776 Qp

On remplace la valeur de Qc dans (ég.3) on trouve

Q4 = 1.776 Qp, on remplace ce résultat dans (ég. 1) on trouve

Qp = 0.0099 (™), et donc @, = 0.01758(™2), et Q¢ = 0.00768(™2)




