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Chapitre 1

L’ensemble des nombres réels



1.1 Les bornes dans un ensemble ordonné

1.1.1 Relation d’ordre

Soient £ # & et R une relation définie sur E.

Définition 1.1.1 On dit que R est une relation d’ordre sur E si

1. R est reflexive :

Ve e E,zRx.

2. R est antisymétrique :

Vax,y € E,(ztRy NyRr) = (x =y).

3. R est transitive :

Va,y,z € E,(xRy NyRz) = (xRz).

Exemple 1 Considérons l’ensemble des nombres rationnels Q = {% D, qELNGF 0} .

Ici 7. représente l’ensemble des nombres entiers relatifs. On définit sur Q la relation

suivante

Vr,re Q:rRri<r <7’

R est une relation d’ordre sur Q. En effet,

1. On a, pour tout r € Q : r < r, alors rRr. Ce qui implique que R est reflerive.

2. Soient r,1" € Q telles que rRr" et ¥Rr, dour < 1 etr < r alorsr = 1. Ce qui

implique que R est antisymétrique

3. Soient r,r,r" € Q telles que rRr" et ' Rr”, d’our < 1 et ¥ < r"” alors r < r”,donc

rRr"”. Ce qui implique que R est transitive.



Exemple 2 On définit sur P (E) (I’ensemle de toutes les parties de F) la relation suiv-

ante

VA,B€ P(E): ARB < A C B.

R est une relation d’ordre. En effet,
1. On a, pourtout A€ P(F):AC A, alors ARA. Ce qui implique que R est reflezive.

2. Soient A, B € P (E) telles que ARB et BRA, donc A C B et B C A alors A= B.

Ce qui implique que R est antisymétrique.

3. Soient A,B,C € P(E) telles que ARB et BRC, donc A C B et B C C alors
A CC, donc ARC. Ce qui itmplique que R est transitive.

Définition 1.1.2 Si 'ensemble E est muni d’une relation d’ordre R on dit que (E, R)

est un ensemble ordonné.
Notation 1 Une relation d’ordre R est notée, parfois, par le signe < .
Dans tout ce qui suit, (£, <) est un ensemble ordonné.
Définition 1.1.3 Soient x,y € E. On dit que x et y sont comparables st x < y ouy < x.
Exemple 3 Dans (Q, <), % et % sont comparables car % < %.

Exemple 4 Si E = {0,3,1} alors P (F) = {2,{0},{3},{},{0,3},{0,J} , {3,0}, E}.

On munit P (E) de la relation d’ordre <:=C . Les éléments {0} et {{J} ne sont pas com-

parables car {0} ¢ {1} et {0} € {0} .

Définition 1.1.4 On dit que < est une relation d’ordre total sur E si deux éléments

sont toujours comparables :

Vo,y€ E,(x <yVy<x).



Définition 1.1.5 On dit que < est une relation d’ordre partiel sur E s’ils existent deux

éléments de E noncomparables :

Jr,ye E,(x Lyny Lx).
Exemple 5 < est une relation d’ordre total sur Q. (Pourquoi)

Exemple 6 Si £ contient au moin deux éléments différents x et y alors C est une

relation d’ordre partiel sur P (E). En effet, on a {z} € {y} et {y} € {z}.

1.1.2 Les majorants et les minorants d’un ensemble.

Soient @ # A C Eet m,M € E.

Définition 1.1.6 On dit que m est un minorant de A si
Vee A:m <uz.

Définition 1.1.7 On dit que M est un majorant de A si
Vee A:x < M.

Exemple 7 Dans (Q, <), on considére A = {2, g, 7} )

1. Ona0<20<3e0<7 C. ad
Vee A:0<uzx.

Alors 0 est un minorant de A.

2. OnalﬁQ,lS%etlS?.Alom

Vee A:1<ux.



Donc 1 est un minorant de A.

3. Ona2§8,g§8 et 7 <8. Alors
Vee A:x <8.

Donc 8 est un majorant de A.

4. Ona2§9,g§9 et 7<9. Alors
Vee A:x <9.

Alors 9 est un majorant de A.

Exemple 8 Soient E = {0,3,} et A ={{0},{E}} C P(F).

1. Ona @ C {0} et @ C{[@}. Alors
VX eA:oCX.

C. ad
VXeA:o<X.

Alors & est un minorant de A.

2. On a {0} C{0,0} et {0} C {0,3}. Alors
VX eA: X C{00}.

C.ad
VX eA: X <{0,0O}.

Alors {0,[3} est un majorant de A.

Remarque 1.1.1 Le majorant et le minorant d’un ensemble A peuvent appartenir ou
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non a A. En effet, dans Q, si A = {2, g, 7} alors 0 est un minorant de A et il n’appartient

pas a A. 8 est un majorant de A et il n’appartient pas a A.

Preuve 1 En général, le majorant et le minorant d’un ensemble A ne sont pas uniques

(Voir les exemples précédents).

Définition 1.1.8 On dit que l’'ensemble A est minoré (ou borné inférieurement) dans E

sl admet un minorant dans E c¢. ¢ dire
dme EXVNr e A:m <.

Définition 1.1.9 On dit que l’ensemble A est majoré (ou borné supérieurement) dans

E sl admet un magorant dans E c. a dire
IM e ENVreA:xz <M.

Définition 1.1.10 On dit que l’ensemble A est borné dans E s’il est majoré et minoré

dans E c. o dire

Im,M e ENv e A:-m <z <M.

Exemple 9 L’ensemble A = {2, g, 7} est borné dans Q car
Vee A:1 <z <8.
Exemple 10 Soit £ ={0,1,[0}. L’ensemble A ={{0},{[0}} est borné dans P (E) car
VXeA: o< X<E.

Remarque 1.1.2 On considére [’ordre strict correspondant a < défini comme suit : Pour
toutx,y € Eona(x<y):=(x<yetx#y).

On suppose que < est total.



1. L’ensemble A n’est pas minoré (ou n’est pas borné inférieurement) dans E s’il

n’admet pas un minorant dans E :

Vme E,dJr € A:x <m.

2. L’ensemble A n’est pas majoré (ou n’est pas borné supérieurement) dans E s’il

n’admet pas un majorant dans F :

VM e E,dvre A: M < x.

1.1.3 Le minimum et le maximum d’un ensemble

Soit @ # A C E.

Définition 1.1.11 Le minorant de A qui appartient a A est appelé le plus petit élément

(minimum) de A. On le note par min A. C. a d.

Ve e A:a <z (a est un minorant de A)
a=minA ¥ et

a€ A.

Définition 1.1.12 Le majorant de A qui appartient a A est appelé le plus grand élément

(mazximum) de A. On le note par max A. C. & d.

Vee A:a <b (b est un majorant de A)
b=maxAY et
be A

Exemple 11 Dans (Q, <), on considére A = {2, g, 7} . Ona
1. min A = 2 car 2 est un minorant de A et 2 € A.

2. max A =7 car 7 est un majorant de A et 7 € A.
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Exemple 12 Soient E = {0,3,10} et A={{0},{E}} C P(FE). Ona
1. min A n’existe pas car il n’existe pas un minorant de A qui appartient a A.

2. max A n’existe pas car il n’existe pas un majorant de A qui appartient o A.

Lemme 1.1.1 1. Simin A existe il est unique.

2. Simax A existe il est unique.

Preuve 2 1. Par l’absurde. Supposons que A admet deux minimums différents my et

mo (m2 % ml).
On a my est un minorant de A (car my est un minimum de A) et mg € A (car my

est un minimum de A) alors

m1 S mo. (11)

De méme, mo est un minorant de A et m; € A alors
mo S mai. (12)

(1.1) et (1.2) implique que ma = my, c’est une contradiction avec ma # my.

2. De méme, on montre que max A est unique (A faire).

1.1.4 Les bornes supérieure et inférieure

Soit @ £ A C E.

Définition 1.1.13 Le plus grand minorant de A est appelé la borne inférieure de A. On

la note par inf A. C. a d. inf A := max{m : m est minorant de A} .

Définition 1.1.14 Le plus petit majorant de A est appelé la borne supérieure de A. On
la note par sup A. C. a d. sup A ;= min{M : M est majorant de A} .

Exemple 13 Dans (Q, <), on considére A = {2, g, 7} . Ona
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1. L’ensemble des minorants de A estm (A) = {r € Q : r < 2}, alorsinf A = maxm (A) =

2 car 2 est un majorant de m (A) qui appartient a m (A).

2. L’ensemble des majorants de A est M (A) = {r € Q:r > 7}, alorssup A = min M (A) =
7 car 7 est un minorant de M (A) qui appartient a M (A).

Exemple 14 Soient E = {0,3,0} et A ={{0} ,{0}} C P(E). On a
1. L’ensemble des minorants de A est m (A) = {@}, alors inf A = maxm (A) = @
car @ est un magjorant de m (A) qui appartient & m (A).

2. L’ensemble des majorants de A est M (A) = {{0,J}, E'}, alorssup A = min M (A) =
{0,0} car {0,0} est un minorant de M (A) qui appartient a M (A) .

Remarque 1.1.3 inf A et sup A peuvent appartenir ou non a A. (Voir les exemples

précédents)

Lemme 1.1.2 1. inf A est un minorant de A.
2. (inf A € A) = (min A eziste et min A = inf A).
3. (min A existe) = (inf A ewiste et min A = inf A) .

4. (inf A ¢ A) = (min A neziste pas) .

Preuve 3 1. Montrons directement que inf A est un minorant de A.
Puisque inf A := max {m : m est minorant de A} alors, d’aprés la définition du
mazimun, inf A € {m : m est minorant de A}. Ce qui implique que inf A est un
minorant de A.
2. Montrons directement que (inf A € A) = (min A eziste et min A = inf A)

On ainf A € A (hypothése) et inf A est un minorant de A (La propriété (1)). Donc

min A existe et min A = inf A.
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3. Montrons directement (min A existe) = (inf A existe et min A = inf A) : On sup-
pose que min A existe. Soit m un minorant quelconque de A, puisque min A € A

alors m < min A. Ceci implique que

VYm minorant de A : m < min A.

Alors min A est un majorant de {m : m minorant de A}, alors

min A := max {m : m est minorant de A} = inf A.

4. Méthode 1 : Montrons que (inf A ¢ A) = (min A n'existe pas) .
On suppose que inf A ¢ A et on montre par l’absurde que min A n’eziste pas. On
suppose que min A existe alors inf A existe et inf A = min A mais par définition
min A € A donc inf A € A ce qui represente une contradiction avec inf A ¢ A.
Meéthode 2 : Montrons par contraposition que (inf A ¢ A) = (min A n’existe pas) .
Supposons que min A eziste alors, d’aprés (3), inf A = min A mais (par définition)
min A € A alors inf A € A.

De méme, on montre le lemme suivant :

Lemme 1.1.3 1. sup A est un majorant de A.
2. (supA € A) = (max A existe et max A =sup A).
3. (max A existe) = (sup A existe et max A =sup A).
4. (supA ¢ A) = (max A n’eziste pas) .

Remarque 1.1.4 Soient a,b € E.

1. Si on veut montrer que a = sup A, il suffit de montrer que

a est un majorant de A
et

VM majorant de A :a < M (a < tous les majorants de A).
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Ici on a utilisé la définition du minimum et le faite que a = min {M : M est majorant de A} .

2. De méme, si on veut montrer que b = inf A, il suffit de montrer que

b est un minorant de A
et

Vm minorant de A : m < b (Tous les minorants de A <b).

Définition 1.1.15 Soient x,y € F.

1. Le mazimum de x ety est le mazimum de {z,y}. On le note par max (z,y).

2. Le minimum de x ety est le minimum de {x,y}. On le note par min (z,y).

3. La borne supérieure de x et y est la borne supérieure de {x,y}. On la note par
sup (z,y) .

4. La borne inférieure de x et y est la borne inférieure de {x,y}. On la note par

inf (z,y) .

Lemme 1.1.4 Si E est un ensemble totalement ordonné (C. a dire < est une relation

d’ordre total) alors pour tout x,y € E on a

T sty <.
1. max (x,y) =

ysix < y.
2. max (x,y) = sup (z,y) .
) T stx < y.
3. min (z,y) =
ysiy <.

4. min (z,y) = inf (x,y) .
Preuve 4 1. Ona

(a) Si x < y alors y est un majorant de {x,y} et il appartient & {x,y}, alors
y = max {z,y} = max (z,y) .

(b) Siy < x alors x est un majorant de {x,y} et il appartient a {z,y}, alors

T sty < x.
r =max{z,y} = max (z,y). Alors max (z,y) =

ysix <y.
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2. Puisque max{z,y} existe alors sup {x,y} existe et max{z,y} = sup{z,y},alors
max (z,y) = sup (z,y) .
3 et 4 De méme (A faire)

Remarque 1.1.5 D’aprés le lemme précédent on trouve que si E est un ensemble to-

talement ordonné alors max (z,y), sup (x,y), min (x,y) et inf (z,y) existent toujours.

1.1.5 Propriété de la borne supérieure et inférieure.

Définition 1.1.16 On dit que E vérifie la propriété de la borne supérieure si toute partie

non vide de E qui est majorée admet une borne supérieure. C. & d.
VA C E(A # @) : A majorée = sup A existe.

Définition 1.1.17 On dit que E vérifie la propriété de la borne inférieure si toute partie

non vide de E qui est minorée admet une borne inférieure. C. a d.

VA C E(A # @) : A minorée = inf A euiste.
Théoréme 1.1.1 Si E vérifie la propriété de la borne supérieure alors il vérifie la pro-
priété de la borne inférieure.

Preuve 5 Voir exercice 4.

Remarque 1.1.6 On peut montrer aussi que si E vérifie la propriété de la borne in-

férieure alors il vérifie la propriété de la borne supérieure. (Voir exercice 4)

Exemple 15 (P (E), C) vérifie la propriété de la borne supérieure. En effet, pour tout

A € P(E) on a (voir exercice 3) A est borné par E et sup A :YUAY. Si on utilise le
S

théoréme précédent, on déduit que (P (E),C) vérifie aussi la propriété de la borne in-

férieure.
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Lemme 1.1.5 Q ne vérifie pas la propriété de la borne supérieure.

Preuve 6 Considérons 'ensemble A = {x € Q: z* < 3}.

1. A est un ensemble majoré dans Q car il admet un majorant M dans Q. En effet,

six € A alors 22 < 3 < 4, ceci implique que —2 < x < 2, alors M =2 = % € Q.

2. Montrons que A n’admet pas une borne supérieure dans Q. Par l’absurde. Supposons
que sup A eziste dans Q, c’est a dire, sup A = g tel que p,q € Z et q # 0. On sait
que 'équation x* = 3 n’admet pas une solution dans Q (Voir exercice 8). Alors,

2 2 2 2
%:(5) # 3, d’ou;%<30u;%>3.

2

[

2
Cas 2 < 3. Soit n > 1. Puisque n* > n alors # <1 donc (g + %) =

n’

_|_

R

+

|*5N »-Qwr'd
»QN|'E

1

n? q

IN

2 1 _p 1 (2
+qn+n—q2+n(q+1>alo7’s

1N? p2 1/2
(§+5) S%Jrﬁ(;erl). (1.3)

2
2> , alors % +

M

<

Mais, on remarque qu’il existe n € N* tel que 2(12 +1<n (3 —

)

2

% (249 + 1) < 3. De (1.8), on trouve qu’il existe n € N* tel que (5 + %) < 3 alors
§+% € A. On a% < g—l—%. C’est a dire on a trouvé un élémentr:§+% € A tel
que sup A = % < r. C’est une contradiction avec sup A = § est un majorant de A.

2
Cas Z’—z > 3. De méme, on montre qu’il existe n € N* tel que (g — %) > 3, alors

1\2
VxéA:(E——) 232932,
qg n

ceci implique que g—% est un magjorant de A mais g—% <supA = g. Contradiction

avec sup A <tous les majorants de A.
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1.2 Construction axiomatique de ’ensemble des nom-
bres réels

Théoréme 1.2.1 Il existe un ensemble unique E, qui contient Q, dans lequel sont définies

deuz lois de composition internes :

(x,y) — x +y (Paddition), (x,y) — xy (la multiplication)

et une relation d’ordre total notée < satisfaisant les axiomes suivants :

(A1) L’addition et la multiplication sont commutatives :
Ve,ye Eix+y=y+xet oy =y
(A2) L’addition et la multiplication sont associatives :
Vo,y,z€ Bz + (y+2) = (x+y) + 2 et 2 (y2) = (zy) 2.
(A3) Il existent deux éléments distincts e, € € E tels que
Ve E:x+e=uxetad=ux.

e est appelé I’élément neutre par rapport & 'addition et € est appelé 1’élément

neutre par rapport a la multiplication.

(A4) Pour tout = € F il existe 2’ € F tels que x + 2" = e et si © # e il existe z* € F

telque xa* = €.

(A5) La multiplication est distributive sur 1’addition :

Ve,ye E:x(y+2) =xy+ 2.

17



Ve,yze B x<y=zx+z<y-+z

Ve,ye E:(e<azNhe<y)= (e <uzy).
(A8) E veérifie la propriété de la borne supérieure.

Preuve 7 Ici on va construire un ensemble (qui vérifie les axiomes A1-A8) a partir de
I’ensemble des nombres rationnels Q. Ceci peut étre réalisé de plusieurs maniéres. (Voir
par exemple, le document de Kada Alab élément d’analyse, ot il a utilisé une construction

due & Dedekind basée sur les coupures.)
Corollaire 1.2.1 E vérifie la propriété de la borne inférieure. (Pourquoi)

Remarque 1.2.1 1. L’ensemble E du théoréme précédent est appelé ’ensemble des

nombres réels, on le note par R. e est noté par 0, 2’ par (—x), € par 1 et x* par

x L.

2. L’ensemble R\Q := {z € R : x ¢ Q} est appelé l’ensemble des nombres irrationnels.

Corollaire 1.2.2 Toute partie non vide bornée de R a une borne supérieure et une borne

inférieure. (Pourquoi)

1.3 Les propriétés de ’ensemble R

1.3.1 Propriétés de calcul

(P1) Opérations : Soient z,y,z € R. Siz <yalorsz —z < y—2z, 2z <yzsiz>0et

rz > yzsiz <0.

Remarque 1.3.1 On modifie le sens d’une inégalité seulement si on multiplie par un

nombre négatif.
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(P2) Passage au carré : Soient x,y € R. Siz < yalors 22 <3?si 0 < <y et 22 > 92
siz <y<0.

Attention : Si x < 0 et y > 0 alors on ne peut pas connaitre la comparaison de

leurs carrés. Par exemple —3 < 1 mais (—3)* > 12 et —2 < 4 mais (—2)° < 42.

(P3) Passage a linverse : Soient x,y € R. Alors

1. Sio<z<yalors 0 < = <

8 =

2. Six <y<0alors = <

8= QI
A
(@]

1
Y

3. Six<0ety>0alors

8 =
A
< =

(P4) Puissance : Soient v € R et n € N. On a

1. Sio<z<lalors0<z"<..<z?2<zx<1.

2. 511 <zalorsl1<z<..<z™
(P5) Sommes et produits d’inégalités :

1. Siz<yetz<talorsz+z<y+t

2.8510<z<yet0<z<talors 0 <xz <yt

1.3.2 Valeur absolue d’un réel

Définition 1.3.1 Soit x € R. On définit la valeur absolue de x, notée |z|, par |z| =

x st x>0,

—z s1x <0.
Théoréme 1.3.1 On a
1. Vx e R:

(P1) |z| > 0. (La valeur absolue est toujours positive)
(P2) =] = |x|.

(P3) |z| >z et |z| > —z.
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(P4) |z| = max (—z,x).
(P5) |[z] =0« 2 =0.
2. Vz,y e R:

P6) |xy| = |z||y| (La valeur absolue du produit égal au produit des valeurs absolue)

)
P7) Soit « >0 alors |z] <ae —a<z<a.
P8) x| = |yll < |z +y| < |z] + [y].

)

(
(
(
(P9) [lz] = lyl| < |z —y| <|z|+ ]yl
1. Soit x € R.

(P1) Par disjonction des cas :

i. Siz >0 alors |z] =2 > 0.

ii. Siz <0 alors |z| = —x > 0.
—zsi (—x) >0 —zsixzx <0
(P2) On a |—x| = = = |x|.
—(—z) st (—z) <0 xsiz >0
(P3) Par disjonction des cas :
i. Siz >0 alors |z] =2 > .
ii. Siz <0 alors |z| = —x >z, car x <0, —z > 0 et on sait que le nombre

prositif est supérieur au nombre négatif.
De méme, on montre |z| > —z. (A faire)
(P4) On a |z| > x et |x| > —x alors |z| est un majorant de {—z,z}. En plus
x
|z] =< ou alors |z| € {—x,z}.

—r
Ce qui implique que |z| = max {—z, 2} ;mais max {—z, z} = max (—z, x) ,d’ou

le résultat.

(P5) On montre 'implication et I'implication inverse.
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i. Montrons t =0= |z|=0.Onaxz =0 >0, donc |z| =2 =0.

ii. Montrons que |x| =0= 2 =0.On a |z| = 0 mais |z| = z ou |z| = —x
alors x = 0 ou —x = 0, donc dans les deux cas on trouve z = 0.

2. Soient z,y € R.
(P6) Par disjonction des cas :

i.Siz >0ety > 0alors || = x et |y = y, en plus zy > 0, alors
|zy| = xy = |z [yl

ii. Siz < 0ety <0 alors |[z] = —z et |y| = —y, en plus xy > 0, alors

lzyl = 2y = (—2) (—y) = |=][y|.

iii. Siz > 0ety < 0 alors || = z et |[y] = —y, en plus zy < 0, alors
[zyl = = (zy) = = (—y) = |=|[y].
iv. Siz < 0ety > 0 alors || = —x et |y| = y, en plus zy < 0, alors

lzyl = — (zy) = (=) y = |z]|y|.
n montre I'implication et 'implication inverse.
P7) O I'implicati I’implication i
i. Montrons |z| < a = —a < z < a. Par disjonction des cas :

A. Siz >0 alors x = |z| < «, alors z < . D’autre part, on a (—a) <0
et x > 0 alors —a < = (Pourquoi). Alors, on a démontré que r < «
et —a < x ce qui implique que —a <z < a.

B. De méme pour le cas < 0 (A faire).

ii. Montrons —a <z <a=|z|] <a.Ona

(—a<z<a) = 0<z<aou —a<z<0)

= (z|=rz<aou —a<z=-lz|)= (Jz| < a).

(P8) Montrons |z +y| < |z| + |y|. (La valeur absolue de la somme est inférieure

ou égale a la somme des valeurs absolue) Puisque — |z| < z < |z| et — |y| <
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y < |y| alors — (|z| + |y|]) <z +y < |z| + |y|. Ce qui implique en utilisant la
propriété (P7) avec v = |z| + |y| > 0 que |z + y| < |z| + |y] .
Montrons ||z| — |y|| < |z +y|. Puisque z = (z+y) + (—y) alors |z| =
[z +y)+ (=y)l <z +y[+ -yl = |z +yl + [yl alors |z] —[y| < |z +y|.
De méme, on a y = (z+y) + (—z) alors |y| = [z +y+ (—2)] < |z +y| +
|—z| = |z +y| + |z|] alors —|z+y| < |z] — |y|. C. & d. on a montré que
—lz+yl <z =yl < |z +y|. Ce qui implique [lz] —|y|| < |z +y].

(P9) Montrons |z —y| < [z[+]y|. Ona |z —y| = |z + (=y)| < [z[+]-y| = |z[+]y].

De méme, on montre ||z| — |y|| < |z —y].

1.3.3 Partie entiére d’un réel

Lemme 1.3.1 Pour tout x € R, il existe un unique m € Z tel que m < x < m + 1.
Définition 1.3.2 m est appelé la partie entiére du réel z. On la note E () ou [z].
Remarque 1.3.2 E (x) représente le premiér entier relatif classé avant x.

Exemple 16 On o E(0) =0,E(0,5) =0,E(1,5) =1, E(-0,5) = =1 et E(—1,5) =
—2.

Lemme 1.3.2 1. Pourtoutz e Rona E(z) <z <E(x+1)=FE(z)+ 1.

2. Pour tout v,y € Rona F(x)+E(y) < E(x+y)<E(z)+ E(y) +1.

Remarque

La deuxiéme propriété représente un encadrement de la partie entiére de la somme
E(z) + E(y)
de deux réels. Puisque F (z + y) € Z alors F (x +y) = ou

E(z)+ E(y)+ 1.
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1.3.4 La n’éme racine

Théoréme 1.3.2 Soient v > 0 et n > 1. L’équation y" = x avec l'inconnue y admet
une solution unique dans R™.

Cette solution est appelé la n’éme racine de x. On la note {/x.
Notation 2 Pour n =2 alors on note J/z par \/x.
Corollaire 1.3.1 Soit p un nombre premier alors \/p € R\Q.

Preuve 8 /p représente la solution unique dans R™ de Iéquation 22 = p. Comme dans

I’exercice 8 on peut montrer que cette équation n’admet pas une solution dans Q ce qui

implique que \/p ¢ Q. Alors \/p € R\Q.

1.3.5 Caractérisation de la borne supérieure et inférieure.

Théoréme 1.3.3 Soit @ # A C R.

1.
Vee Az < @oeeeiennen, (%)
a=sup A &
Ve>0,dz € A:a—e < x......(%x)
2.
Vee A:b<u.
b=infA &

Ve>0,dr e A:x<b+e.
1. On montre 'implication et I'implication inverse.

(a) Montrons a = sup A = [(x) et (x*)]. Puisque a = sup A alors a est un

majorant de A (car la borne supérieure est un majorant) ce qui implique ().

Montrons (xx). Par ’absurde. Supposons qu’elle n’est pas vérifie c. a d.

Ve>0,dr€eA:a—c<u,

alors

de>0VreAd:x<a-—c¢,
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ceci implique que (a — €) est un majorant de A mais a —e < a =sup A. C. a
d. on a trouvé un majorant de A qui est strictement inférieur au sup A, ce qui

représente une contradiction avec sup A <tous les majorants de A.

(b) Montrons [(x) et (xx)] = a = sup A.

i. (*) veut dire que @ est un majorant de A.

ii. Montrons maintenant que

VM majorant de A :a < M (a < tous les majorants de A).

Par ’absurde, supposons que

VM majorant de A:a < M

alors il existe M majorant de A telque a > M. Posons ¢ = a — M > 0,

d’aprés (xx) il existe © € A telle que a — (a — M) < x. Alors M < z.
~——

&€
C. a d. on a trouvé un élément x de A qui est strictement supérieur au

majorant M. C’est une contradiction avec la définition du majorant.

2. De méme, on montre la caractérisation de la borne inférieure. (A faire)

1.3.6 Intervalles de R

Définition 1.3.3 Soit I C R. On dit que I est un intervalle de R si pour tout x,y € I
on a

Vr:x<r<y=rel.
Définition 1.3.4 Soient a,b € R telque a < b.

1. L’ensemble {x € R:a < x < b} est appelé intervalle fermé de R et il est noté par
la,b].
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2. L’ensemble {x € R:a < x < b} est appelé intervalle ouvert & gauche et fermé a

droite de R et il est noté par ]a,b| .

3. L’ensemble {x € R:a <z < b} est appelé intervalle ouvert & droite et fermé a

gauche de R et il est noté par [a, b|.

4. L’ensemble {x € R:a <z < b} est appelé intervalle ouvert de R et il est noté par
la,b[.

5. L’ensemble {x € R :xz < a} est appelé intervalle owvert a droite et non borné a

gauche (on va voir pourquoi cette définition) de R et il est noté par |—oo, a.

6. L’ensemble {xr € R:a <z} est appelé intervalle ouwvert & gauche et non borné a

droite de R et il est noté par |a, +0o0| .

Lemme 1.3.3 1. supla,b] = max|a,b] = b et inf [a,b] = min [a, b] = a.
2. supla,b] = max|a,b] = b,inf |a, b] = a et min|a, b] n’eziste pas.
3. sup[a,b][ = b et inf [a, b] = min [a, b] = a et max [a, b] n'existe pas.
4. supla,b[ = b,inf]a, b = a et min|a, b] et max|a, b n’existe pas.

5. |—o0, a| n’est pas borné inférieurement alors inf |—oo, a| n'existe pas. En plus, sup |—oo,al =

a et max|—o0, a[ n'existe pas.

6. la,+oo[ n'est pas borné supérieurement alors sup|a,+oo[ n’existe pas. En plus,

inf Ja, +00[ = a et min |a, +oo| n'existe pas.

1. On a
Vo € la,bl:x<b

alors b est un majorant de [a,b], en plus b € [a,b]. C. & d. b est un majorant de
[a, b] qui appartient & [a, b], ce qui implique que b = max [a, b] . On sait que si max A
existe alors sup A existe et sup A = max A, alors sup [a,b] = max [a,b] = b.

De méme, on montre que inf [a, b] = min [a, b] = a. (A faire)

2. De méme que dans (1) on montre que sup |a, b] = max|a, b] = b.
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Montrons que inf ]a, b] = a. Pour cela, on va démontrer

Ve €la,bl:a < Toooiiviienn (%)

Ve> 0,3z €a,b]:z <a+e.... (%)

(a) Puisque
Vo €la,b]:a<x
alors (x) est vérifie (ici on a utilisé a < r = a < ).

(b) Montrons (xx). Soit € > 0, on essaye de montrer qu'il existe x € |a, b] tel que
x < a+ ¢ cest & dire de trouver = € Ja, b] N ]—00,a + ¢[. Ceci est possible car
Ja,b] N [—00,a + €[ D |a, min (b,a + )] # .

Pour (3) et (4), on procéde comme dans (1) et (2).

5. Montrons que |—oo,a| n’est pas borné inférieurement. Par I'absurde. Supposons

qu’il est borné inférieurement alors il existe m € R telque

Vo € ]—o0,a]:m <z,

alors

Vo:x € ]—o0,a] = x € [m, +o0],

Puisque

Ve:zeB=u2€(C)< (BCC)

alors |—o00, a| C [m, +o00[. Ceci représente une contradiction .

Montrons que inf |—o0, a| n’existe pas. Par absurde. Supposons qu'il existe, on a
inf |—00, a[ est un minorant de |—o0, a| (Pourquoi). Ceci est une contradiction avec
] =00, a] n’est pas minoré.

Pour montrer que sup |—o00, a| = a on procéde comme dans (2). (A faire)

6. On procéde comme dans (5) (A faire)
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Remarque 1.3.3 1. [ est un intervalle de R si et seulement si pour tout x,y € I on

alzr,y] C I
2. L’intersection de deuz intervalles de R est un intervalle de R. (Pourquoi)

3. La réunion de deux intervalles de R n’est pas nécéssairement un intervalle de R.

(Pourquoi)

Lemme 1.3.4 Pour tout € R on a E (z) = max (Z N |—o0,z]).(A faire)

1.3.7 Propriété d’Archimeéde

Théoréme 1.3.4 R vérifie la propriété d’Archiméde :
V(z,y) e RT xR, 3In € N":nz > y.
Preuve 9 Par Uabsurde. Supposons qu’il existe (xo,y0) € R* x R telque
Vn € N* : nzg < yo.

Posons A = {nxo : n € N*}. Si on utilise l’hypothése de l’absurde, on obtient A est borné
supérieurement par 1yo. Alors sup A existe car A C R et R vérifie la propriété de la borne
supérieure. Si on applique la caractérisation de la borne supérieure sur e = xg > 0 on

trouve mxzy € A(m € N*) tel que sup A < maxg+ z9 = (m+1)xg € A. C. a d. on

€
a trouvé un élément de A qui est strictement supérieur a sup A. Ce qui représente une
contradiction avec sup A est un magjorant de A.
Applications de la propriété d’Archimeéde

1. L’existence d’une solution dans N d’inéquations linéaire d’ordre un : On peut
utiliser la propriété d’Archimeéde pour montrer que les inéquations linéaire d’or-

dre un admet au moin une solution dans N.
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Exemple 17 Soit x > 1. Linéquation nx —n > 1 dont l'inconnue est n admet une
solution dans N. En effet, si on applique la propriété d’Archimeéde sur (x — 1,1) €
R x R, on trouve n € N* telque n(x —1) > 1. C. a d. il existe n € N* telque

nr—mn > 1.

. N n’est pas borné supérieurement dans R : Soit M € R. Si on applique la propriété
d’Archimede sur (1, M) € R% x R, on trouve n € N* telque n.1 > M. C. a4 d. on a
démontré que :

VM e R,dn e N* :n > M,

alors

VM eR,VneN:n < M,

alors

VM € R : M n’est pas un majorant de N*.

Ce qui implique que N* n’admet pas un majorant dans R alors elle n’est pas borné
supérieurement dans R. Puisque N = N* U {0} alors on trouve que N n’est pas

majoré dans R.

Remarque 1.3.4 N est borné inférieurement et on ainf N = min N = 0 (Pourquoi).

1.3.8 Densité des nombres rationnels et irrationnels dans R

Définition 1.3.5 Soit @ #% D C R. On dit que D est dense dans R si entre chaque deux

éléments distincts de R il existe un élément de D. C. & dire

Ve,ye R(x <y),dde D:xz<d<y.

Lemme 1.3.5 Z n'est pas dense dans R. (Pourquoi)

Théoréme 1.3.5 Q est dense dans R.
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Preuve 10 Soient z,y € R telque x < y. Si on applique la propriété d’Archimeéde sur
(y —x,1) € RL x R on trouve n € N* telqgue n (y — x) > 1, alors ny > nx + 1. D’autre
part, il existe m € Z telgue m — 1 <nx <m, icim —1=FE(nx). Onany >nx+1>
(m—1)+1 = m alors nt < m < ny, si on dévise par n on obtient x < r < y avec
r=m"¢eQ.

Donc, on a démontré que pour tout z,y € R telque © < y il existe r € Q [r =

33

ot n représente le nombre entier donné par Uapplication d’Achiméde sur (y — x,1) et

m = E (nz) + 1] telque x < r < y. Ceci implique la densité de Q dans R.
Corollaire 1.3.2 R\Q est dense dans R.

Preuve 11 Soient z,y € R telque v < y. St on utilise la densité de Q dans R on trouve
r € Q telque x < r < y. Si on applique la propriété d’Archimeéde sur (y -, \/5) € R} xR
on trouve n € N* telque n(y —r) > /2, alors y > 3? + r mais 3§ +r>r>uxdou
T < % +r <uy.

Posons v = 3? + 7. On a1 € R\Q (Pourquoi). Donc on a démontré que pour tout
x,y € R telqgue x < y il existe ¥ € R\Q [r' = 3§ +rour € Qtelguex <r <y etn
représente le nombre entier donné par l'application d’Achiméde sur (y -, \/5) | telque

x < r' <y. Ceci implique la densité de R\Q dans R.
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1.4 Exercices

Exercice 1 (Relation d’ordre)

Soit < une relation binaire définie sur Q x Q comme suit

V(,9), (@) € QxQ: (z,y) < (¢7y) & (v < a'et y <v).
1. Montrer que < est une relation d’ordre sur Q x Q.
2. Est ce que < est un ordre total. (Justifier)
3. Classer les éléments suivants (1,2),(5,8) et (0,0).
4. Soit A ={(1,2),(3,1)}.
(a) Trouver I’ensemble des majorants et des minorants de A.
(b) Trouver la borne supérieure et inférieure de A. (s’ils existent)
(c) Est ce que max A et min A existent. (Justifier)
Solution 1

2. < n’est pas un ordre total car (1,2) £ (2,1) et (2,1) £ (1,2). C. a dire, ils existent

deux éléments de Q x Q noncomparables.
3.0Ona0<1<5et0<2<8alors (0,0) <(1,2) < (5,8).

4.a On a

(M = (M, M;) € Q x Q est un majorant de A)

L’ensemble des majorants de A est M (A) ={M € QxQ:(3,2) < M}.

De méme, on montre que ’ensemble des minorantsde Aest m (A) ={m € Q x Q:m < (1,1)}
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4.b On montre que sup A = (3,2).

i On a (3,2) est un majorant de A.
ii De la question (4a) on a pour tout M majorant de A on a (3,2) < M, alors

(3,2) <tous les majorants de A.

4¢ Puisque sup A = (3,2) ¢ A alors max A n’existe pas.

Exercice 2 (Maximum et minimum de deux éléments)

Soit < une relation d’ordre définie sur Q* comme suit : pour tout (z,y, 2), (2,9, 2) €
Q3 on a

[(z,y,2) < (@Y, 2)) & [z <Ay <ynz <2

1. Soit A ={(1,2,3),(3,0,1)}.
(a) Trouver I’ensemble des majorants et des minorants de A.
(b) Trouver sup A et inf A (sils existent).
(c) Est ce que max A et min A existent. (Justifier)

)

(d) Que peut on dire sur max ((1,2,3),(3,0,1)) et min ((1,2,3),(3,0,1)). (Justi-
fier)

2. Trouver deux éléments a et b de Q3 tels que max (a, ) et min (a,b) existent.

Exercice 3 (Propriété de la borne supérieure et inférieure)

Soit E # &. P (E) I’ensemble de parties de £ muni de la relation d’ordre C .
1. Soit @ #A C P(FE).

(a) Montrer que A est borné dans P (F).

(b) Montrer que supA = U Y et infA=nNY.
YeA YeA
2. Que peut on dire sur P (F).
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Solution 3

l.a Puisque A C P (F) alors
VX eA: XeP(F),

alors

VXeA: X CE.

En plus, on a

VXeA:ogcCX.

C.ad.
VXeA:oCXCE.

Ce qui implique que A est borné dans P (F).
1.b Montrons que supA = U Y.
YeA

1 Ona

VXeA: XC UY
YeA

alors U Y est un majorant de A.
YeA

ii Montrons que U'Y < tous les majorants de A. Soit M majorant de A alors
YeA N~

c

VY €AY C M,

donc UY C M.
YEA

2. Chaque ensemble A de P (E) est majoré et il admet une borne supérieure alors P (£)

~~ ~~

p q
vérifie la propriété de la borne supérieure.

Rappel : Soient p,q deuz propriétés logiques on a (p A q) = (p = q).
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Exercice 4 (Relation entre la propriété de la borne supérieure et de la borne in-

férieure)

I. Questions de cours : Donner la définition de la propriété de la borne supérieure
et de la borne inférieure. Est ce que Q,R, (P (E),C) vérifient ces propriétés.

II. Soit (E, <) un ensemble ordonné.

1. On suppose que E vérifie la propriété de la borne supérieure. Soit A un ensemble
non vide et minoré de E. Posons L = {m : m < z,Vx € A}.

(a) Que représente ’ensemble L. Pourquoi L # &.

(b) Montrer que L admet une borne supérieure dans £. On la note par «.

(c) Montrer que inf A = «.
(d) Que peut on dire sur E. Faite une conclusion de cette partie.

2. Montrer que si F vérifie la propriété de la borne inférieure alors il vérifie la propriété

de la borne supérieure.
Solution 4

II.1.a L représente ’ensemble des minorants de A. L. # & car il existe au moin un

minorant de A. (car A est minoré)

II.1.b Puisque A # @ alors il existe zo € A. On a, d’aprés la définition de L,
Vm e L:m < xg,

ce qui implique que L est majoré. D’autre part L C E et E vérifie la propriété de

la borne supérieure alors L admet une borne supérieure.

II.1.c Montrons que a est un minorant de A et (Tous les minorants de A < «)

(i) Soit x € Aon a
Vme L :m<x,
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alors x est un majorant de L donc o = supL < z (car supL <tous les

majorants de L). C. a d. on a démontré que

Vee A:a<u,

alors o est un minorant de A.

(ii) Soit m un minorant de A alors m € L ce qui implique que m < supL = «

(car sup L est un majorant de L). C. & d. on a démontré que

VYm minorant de A : m < «.

I1.1.d On a démontré que si FE vérifie la propriété de la borne supérieure alors chaque
ensemble non vide et minoré de F admet une borne inférieure, ce qui implique que

E vérifie la propriété de la borne inférieure.

On déduit que

(E vérifie la propriété de la borne supérieure) = (E vérifie la propriété de la borne inférieure

Exercice 5 (Sous ensemble d’un ensemble borné)

Soient A et B deux parties non vide de R tel que A C B. Supposons que B est bornée.

1. Pourquoi sup B et inf B existent.
2. Montrer que A est bornée.

3. Montrer que sup A < sup B et inf B < inf A.

Exercice 6 (L’union de deux ensembles bornés)

1. Soient a,b € R. Montrer que
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(a) (z<aVz<b) = (r <max(a,b)).
(b) (x >aVx>b)= (r>min(a,b)).
2. Soient A et B deux parties non vide bornées de R. Montrer que A U B est bornée.

3. Montrer que sup (A U B) = max (sup 4, sup B) et inf (A U B) = min (inf A, inf B) .

Exercice 7 (L’intersection de deux ensembles bornés)
1. Soient a,b € R. Montrer que
(a) (z<aANz<b)= (r <min(a,b)).
(b) (z >aAx>0b)= (r>max(a,b)).
2. Soient A et B deux parties non vide bornées de R telque AN B # @.
(a) Montrer que AN B est bornée.
(b) Montrer que sup (A N B) < min (sup 4, sup B) et inf (A N B) > max (inf A, inf B).
3. Supposons que A = {—1,1,2,3} et B ={0,1,2,4}.
(a) Calculer sup (AN B) et min (sup A, sup B) .
(

b) Est ce que sup (AN B) = min (sup A, sup B).

)
)
(c) Calculer inf (AN B) et max (inf A, inf B) .
(d) Est ce que inf (AN B) = max (sup A, sup B).
(e) Que peut on déduire.

Solution 7

l.a Montrons (x <a A x <b)= x <min(a,b).

(x<a AN x<b) = (r€]-o00,a]AxeE]—00,b])
= (z €]—00,a]N]—00,b] = |—00, min (a,b)])

= 2 < min(a,b).
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Exercice 8 (L’insuffissance des nombres irrationnels)

1.

2.

Question de cours : Quelle est le principe du raisonnement par l’absurde.

Montrer que 'équation 2 = 3 n’admet pas une solution dans Q.

Solution 8

2.

On montre, par l'absurde, que l’équation x*> = 3 n’admet pas une solution dans Q.

On suppose le contraire, donc ils existent (p, q) € Z x Z* telque p et ¢ sont premiers

(g)z =3 (1.4)

Alors p? = 3¢? ce qui implique que 3\ p? puisque 3 est un entier premier et p* = p.p

entre eux et

alors 3\ p donc p = 3k. Remplagons dans (1.4) pour trouver 9q—k22 = 3 alors ¢® = 3k

d’ou 3\ ¢ contradiction avec p et g sont premiers entre eux.

Exercice 9 (Calcul de la borne supérieure et inférieure)

Les parties 1, 2, 3 et 4 sont indépendantes.

1.

Soient p,g € Q (p < q) et A ={reQ:p<r <q}. Montrer que supA = q et

inf A = p.

SoitA:{%—kzn’jrl :nGN}.

(a) Montrer que A est borné.

(b) Montrer que sup A =1 et inf A = 1.

(c) Est ce que max A et min A existent. (Justifier)
Soient A = [2,4[U]0,1],B = {a*+1:2€]1,2]},C = {L:neN} et D =
{n+1:ne€N*}.
Est ce que les ensembles A, B,C et D sont des ensembles bornés. Calculer leurs

bornes supérieure et inférieure puis leurs maximum et minimum (s’ils existent).
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4. Etudier 'existence de la borne supérieure, inférieure, maximum et minimum des
ensembles : [0,1]NQ, 0, 1[NQet {(—1)" + < : n € N*} . Déterminer leurs ensembles

des majorants et des minorants.
Solution 9

1. Puisque
Vre A:p<r

alors p est un minorant de A, en plus p € Q et p < p < q alors p € A, donc
p = min A alors inf A = min A = p.

Montrons maintenant que sup A = ¢. Puisque
VreA:r<gq

alors ¢ est un majorant de A. Reste a démontrer que pour tout M majorant de A
on a ¢ < M. Par I'absurde, on suppose qu’il existe un majorant M de A tel M < q.
Si on applique la densité de Q dans R on trouve ¥ € Q telque M < 1" < q. D’autre
part, on a

Vre A:r <M

mais p < 7 alors p < M. Donc p < 77 < ¢, c’est a dire on a trouvé un élément
r’ € A strictement supérieur au majorant M de A, c’est une contradiction avec la

définition du majorant.

2. Az{%—i—QnﬁlzneN}.

(a) Puisque pour tout n € Non a 0 < 525 < 5 (car 2n < 2n + 1) donc

2n+1
1 1 n
YneN: = <= 1, 1.5
ey s o (15)
alors A est borné
(b) De (1.5), on trouve que 3 est un minorant de A, en plus 5 = 3 + 555 alors
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% € A, donc % = min A alors inf A = min A = %
Montrons que sup A = 1. De (1.5), on trouve que 1 est un majorant de A. Soit

M un majorant de A telque M < 1, alors 1 — M > 0. D’autre part, pour tout

neNona%jL%Zl < M donc 2n7:-1 SM—%d’oﬂnS (M—%)(2n+1)

M-1 .
P 9 N 2
alors n < -0 C’est a dire on a trouvé que

M-—1
VneN:n< ——2_,
—2(1-M)
_1
alors N est majoré par %, ce qui représente une contradiction avec N n’est
pas majoré.

n
2n+1

(c) Puisque il n’existe pas n € N telque 1 = § + (sinon, on aura 1 = 0) alors

supA =1¢ A donc max A n’existe pas.

4.a Ona[0,1]NQ C[0,1], mais [0, 1] est borné alors [0, 1] NQ est borné (voir le résultat

de l'exercice 5). En plus,
Vee[0,1]NQ:0<z <1,

et 0,1 € [0,1] N Q. Ce qui implique que 1 est un majorant de [0,1] N Q qui appar-

tient a [0, 1] N Q, alors max ([0, 1] N Q) =1. En plus, sup ([0, 1] N Q) existe et on a

sup ([0,1] N Q) = max ([0,1]NQ) = 1.

De méme 0 est un minorant de [0, 1]NQ qui appartient a [0, 1]NQ, alors min ([0, 1] N Q) =0.
En plus, inf ([0, 1] N Q) existe et on a inf ([0, 1] N Q) = min ([0,1] N Q) = 0.

On déduit que I'ensemble des majorants de [0, 1] N Q est [1, +o00[ et ’ensemble des
minorants de [0, 1] N Q est |—o0, 0].

4b On a

r€0,1[NQ=0<z<1=0<z<1,

alors |0, 1[NQ est borné, en plus 1 est un majorant de |0, 1[NQ et 0 est un minorant
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de ]0,1[ N Q (mais il faut faire attention ici 0,1 ¢ ]0,1[ N Q donc on ne peut pas

procéder comme la question précédente).
On montre que sup (]0,1[NQ) = 1.

On a montré que 1 est un majorant de |0,1[ N Q. On montre par I’absurde que

1 <tous les majorants de |0, 1[N Q.

On suppose le contraire, c’est a dire, on suppose qu’il existe un majorant M de
10,1]NQ tel que 1 > M.

Puisque M est majorant de ]0,1[ N Q donc 0 < M.

D’autre part, il existe 7 € Q tel que 1 > r > M (car Q est dense dans R). D’ou
1 >r > M > 0.Ce qui implique que r € Q et r € ]0,1[, dou r € ]0,1[ N Q.
c’est a dire, on a trouvé un élement r de |0, 1[N Q qui est strictement supérieur au

majorant M. contradiction.
On montre que inf (]0,1[NQ) = 0.

On a montré que 0 est un minorant de 0, 1[ N Q. On montre
Ve>0,32€1]0,1[NQ:x<e=0+e¢.

Soit £ > 0, notre objectif est de trouver z € ]0,1[ N Q qui soit inférieur a . En

réalité, ceci est possible car

1
(e>0) = (0<5<10u1§6):>(0<5<10u§<1§5)
1 1
= 3r€@:0<r<5<10u3§6]0,1[ﬂ@:§<5
1 1
= 3r€]0,1[ﬂ@:r<50u5|§6]0,1[ﬂ@:§<5

= <E|:c:min <%,T) E]O,l[ﬁ(@:x<€.)

On déduit que I'ensemble des majorants de |0, 1[N @Q est [1, +o00[ et ’ensemble des
minorants de ]0,1[ N Q est |—o00,0].max (]0,1[N Q) et min (]0, 1[N Q) n’existent
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pas car sup (]0,1[NQ) =1¢]0,1[NQ et inf (]0,1[NQ) =0 ¢]0,1[N Q.
4.c Onpose A= {(-1)"++:neN}.

On remarque que

n 1
A = { "+ in est pair # 0 ou 1mpa1re}
1 no 1 . .
ﬁ : n est pair # 0} {(—1) + o est 1mpa1re}
n =2k et /{:EN*} {(—1)n+%
1
ke N )y ——— . keN
< } {( S TR

. 1
1+— keN} {2k+1—1.keN}

:n:2k+1etkEN}

(o
{or %
(7
\

avec A; = {1+2k kEN*} et Ay = {%H 1:/<:EN}.
Donc sup A = sup (4; U Az) = max (sup Ay, sup As) et inf A = inf (4; U A) =

min (inf Ay, inf A) .On a

1 1 3
keN:1=1 1+ —<14+-=-=-=
Vk € +0< +2k: +2 5
alors
VEEN 1<l <o
' 2k — 2’

ce qui implique que A; est borné. En plus, % est un majorant de A; qui appartient
a Ap (car % =1+ ﬁ) Donc, max A; = % et sup A; = max A; = 3

On montre que inf Ay = 1. On a 1 est un minorant de A;. On montre qu’il est
supérieur a tout les minorants de A; : Par ’absurde. On suppose qu’il existe une

minorant m de A; tel que m > 1 (m — 1> 0).
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Puisque

1 1
(‘v’k‘eN m_l—l—zk) = (Vk‘EN m 1_2k)

= (VkeN:2k(m—1)<1)
m:1>>0(VkeN*:2k§ 1 )

m—1
= (vkenp<—1t
T 2(m-=1))"

ce qui implique que m est un majorant de N* donc N* est supérieurement borné.

Contradiction.

Finalement, on trouve sup A = max (sup A;, sup A;) = max (%, 0) = % et inf A =

min (inf Ay, inf Ay) = min (1, —1) = —1.

Exercice 10 (Les intervalles de R)
Soit A un ensemble non vide de R. Montrer que les propriétés suivantes sont équiva-

lentes.
1. A est borné dans R.
2. IM >0,Vx € A: |z| < M.

3. A est inclus dans un intervalle borné de R.

(Rappel : Chaque intervalle borné de R est inclus dans un intervalle de la forme

la,b] avec a,b € R.)

Solution 10
Montrons 1 —> 2 :

On suppose que A est borné dans R alors
Vere A:inf A <z <supA.

Mais sup A < |sup A| < max (|sup 4|, |inf A]) et —inf A < |inf A| < max (|sup A, |inf A])
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alors sup A < max (|sup A|, |inf A|) et —max (|sup A|, |inf A|) < inf A donc pour tout
r € Aona—max(|supA|,|inf A]) <inf A <2 <sup A < max (|sup 4|, |inf A]), ce qui
implique

Ve € A: —max (|sup 4|, |inf A|) <z < max (|sup 4|, |inf A) .

Alors
Vo € A |z| < max (|sup 4], [inf A).

11 suffit de prendre M = max (|sup A|, |inf A|).
Montrons 2 = 3 :

On suppose qu’il existe M > 0 telle que

Vee A:|z| < M,

donc

Vee Az e|[-M,M],

alors A est inclus dans U'intervalle borné [—M, M].
Montrons 3 — 1 :
On suppose que A est inclus dans un intervalle borné I, puisque I est inclus dans un

intervalle de la forme [a,b] avec a,b € R alors A est inclus dans [a, b] ce qui implique que

Vee A:z € [a,b],

alors

VeeA:a<z<b,

d’ou A est borné.

Exercice 11 (Application de la propriété d’Archimede dans R)

1. Question de cours : Enoncer la propriété d’Archiméde dans R.
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2. Soient a,b € R telque a < 0 < b. Montrer qu’il existe n € N* tel que a < —% <

L <b.
Solution 11

2. On applique Archimede sur (b, 1) € R x R on trouve n; € N* telque n;b > 1 alors

L < . Puis, sur (—a,1) € R% x R on trouve ny € N* telque ny (—a) > 1 alors

ni

a < —n—lz. Si on prend n = max (ny,n2) on trouve a < —n% < —% < % < n—ll <b

alors a < —+ <1 <p.
n n

Exercice 12 (Application de la propriété d’Archimede)

Soit a € RY. Montrer qu’il existe n € N* tel que % <a<n.

Exercice 13 (Application de la densité de Q dans R)
Soit a € R. Montrer que

Ve>0,3reQ:|r—a|l<e.

Solution 13
Soit € > 0. Puisque a — ¢ < a + ¢ alors d’aprés la densité de Q dans R on trouve

r € Q telque a — ¢ < r < a+ € mais
(a—e<r<a+te)=(—e<r—a<e)=(lr—al<e).

Exercice 14 (Application de la densité de Q dans R)

Soit a € R. Montrer qu’il existe r € Q tel que a <7 < a + 1.

Exercice 15 (Valeur absolue)

1. Questions de cours : Donner la définition de la valeur absolue puis énoncer

littérairement ses propriétés.
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Les parties 2,3 et 4 sont indépendantes.

2. Montrer que pour tout z,y € R on a inf (z,y) = 3 [z 4+ y — [z — y|] et sup (z,y) =
sty +le—yll.

3. Soient z,y, z € R. Montrer que
lz+yl < zet |v—y[ <z]=[lz|+ |y < 22].

(Indication : Utiliser x = L[(z+y)+ (x—y)], vy = t[(z+y) — (z —y)] et les

inégalités triangulaires.)

4. Soient a,b,c € R.

(a) Montrer que |a + b| = |a| + |b] si et seulement si a et b sont tous deux positifs

ou tous deux négatifs.

(b) Déduire que |a —b| = |a—c|+|c—b| siet seulement sia < c<boub<c<a.

Solution 15

2. On a
Yowyolooyg={ 2Ty mulsiezy_pusiezy
2 tlrty+(x—y)siz<y rsiz <y 7

3. Onaz =3[(z+y) +(@—y)lety =3[ +y) —(z—y)alors|z| < 3[lx +y|+ ]z —y|] <

z. De méme, on montre que |y| < z ce qui implique que |z| + |y| < 2z.

Exercice 16 (Opérations entre les nombres rationnels et irrationels)

1. Questions de cours : Que représente ’ensemble des nombres rationnels et ’ensem-

ble des nombres irrationels. Est ce qu’il y’a un élément dans l'intersection (Justi-
fier).
2. Soient x € R\Q et r € Q.

44



(a) Montrer que = +r € R\Q.

(b) Que peut on dire sur x.r (Indication : distinguer les deuz cas v =0 et r # 0).

3. Est ce que V3, —v/3,2,2 + /3, 3§ sont des éléments rationnels (Justifier).

4. Montrer que 'addition et la multiplication dans R\Q ne sont pas internes.

Exercice 17 (Partie entiére d’un réel)
Les parties 1 et 2 sont indépendantes.

1. Soit # = 14 35 + 55 + ... + o—. Déterminer E (z).

(2009)
2. Soit x € R.
(a) Montrer que z — 1 < E (z) < z.
(b) Montrer que si z > 0 alors —z < (E (z))* — zE (z) < 0.
(c) Montrer que si # < 0 alors 0 < (E (z))> — zE (z) < 1 — .

Solution 17

1

1. Pour tout n > 2 on a # < oy o

=1 _ L jlors
n—1 n

1 1

IR SIS S (IR VI (E S DY (S S O S S
2232 (9009)2 2)"\2 3) "\2008 2009) " 2009 "

donc 1 < = < 2. Ceci implique que F (z) = 1.

2. Soit x € R.

(a) Puisque x < E'(z) + 1 alors ¢ — 1 < F (x). L’autre inégalité est évidente.
(b) x > 0 alors F (z) > 0. On multiplie z — 1 < E (z) < x par F (z) on trouve
(z—1)E(z) < (E(2))? < zE (x), don —FE (z) < (E(z))* — zE (z) < 0.

(¢c) x <0 alors F(z) < 0. On multiplie z — 1 < E (z) <
zE(z) < (E(z))’ < (zx—1)E(z), dou 0 < (E(z))’ — zE (z) < —E (x),
mais —F (z) < 1 —z alors 0 < (E (2))? — zE (z) < 1 — z.

x par F (z) on trouve
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Exercice 18 (Densité dans R)

Soit D un ensemble dense dans R.

1. Questions de cours : Donner la définition de D est un ensemble dense dans R.

Est ce que Z,Q et R\Q sont denses dans R.

2. Montrer que si F est un ensemble tel que D C E C R alors F est dense dans R.

Enoncer littérairement ce résultat.

3. Soit F' un ensemble fini de R. Montrer que D\F est dense dans R. Enoncer lit-

térairement ce résultat.

Exercice 19 (Densité dans R)

Soit I un intervalle de R qui contient au moin deux éléments distincts. Montrer que
I contient une infinité de nombres rationnels et une infinité de nombres irrationnels.

Solution 19

Si on applique la densité de R\Q dans R on trouve que I contient un intervalle de la
forme [z, y] avec © € R\Q et y € R. Pour montrer que / contient une infinité de nombres
rationnels il suffit de montrer que [z, y] contient une infinité de nombres rationnels. Par
'absurde. Supposons qu'il existe un nombre fini de nombres rationnels dans [z, y]. Soit
B l’ensemble de ces nombres. Alors il n’existe aucun nombre rationnel entre x et min B.
Contradiction avec la densité de Q dans R.

De méme, on montre que I contient une infinité de nombres irrationnels. (A faire)
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Chapitre 2

Les suites numériques
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2.1 Préliminaires

Définition 2.1.1 Soit E # @. Toute fonction [ définie de N vers E est appelée suite

des éléments de E.

Remarque 2.1.1 1. Soit n € N. Limage de n par la fonction f est notée par u,.
2. uy, est appelé le terme général de la fonction f.

3. La fonction f est notée par (u,), oy ou simplement (uy,) .
Définition 2.1.2 Si E = R alors (u,) est appelée suite numérique.

Remarque 2.1.2 On peut définir (donner) une suite par plusieurs maniéres :

1. Formule explicite : Exprimer u,, en terme de n. Par exemple, pour tout n € N on

a U, =n.
2. Propriété : Donner une caractérisation des termes de la suite (u,). Par exemple,
L éme . .
u, représente le n entier premaier.

3. Relation de récurrence : Donner le premier terme et u,1 en fonction de u,. Par

up =1,
exemple,
Upt1 = Up + 1 pour tout n € N.

Remarque 2.1.3 Iis existent des suites qui ne sont pas définies sur tout N. En général,

elles sont définies a partir d’un certain rang c’est a dire (uy,) ou ny € N. Par

n>ng ’

exemple, la suite ( L )) est définie pour n > ng = 3.

n(n—1)(n—2
Définition 2.1.3 L’ensemble A = {u, : n > no} est appelé l'ensemble des valeurs de la

suite (uy) -

Exemple 18 Si pour tout n € N on a u,, = —1 alors l’ensemble des valeurs de (u,) est

A={-1}.

Définition 2.1.4 Soit a € R. La suite numérique définie pour tout n € N par u, = a

est appelée la suite constante (a).

48



Exemple 19 Pour tout n € N on a u, = 1, alors (u,,) est la suite constante (1).

Définition 2.1.5 La suite numérique définie pour tout n € N par u, = 0 est appelée la

suite nulle.

2.1.1 Opérations algébriques sur les suites

Soient (u,) et (v,) deux suites numériques.

Définition 2.1.6 La somme de (u,) et (v,) est la suite numérique dont le terme général

est Uy, + vy, c’est a dire (u,) + (vn) = (Up + vVy)

Exemple 20 On a ("H) + (n

n

=
~—
I
—~
3
S+
—
_I_
3 |=
~—
I
—~
3
?|
[\
~

Définition 2.1.7 Le produit de (u,,) et (v,) est la suite numérique dont le terme général

est Uy vy, c’est a dire (uy) . (v,) = (Up.vy) .

Exemple 21 On a (%) (1) = (2L 1) — (z2l).

Définition 2.1.8 Soit A € R. Le produit de (u,) par A est la suite numérique dont le

terme général est \u,,, c’est a dire \. (u,) = (Auy,) .

Exemple 22 On a 4 (”TH) = (4"—“) = (M) .

n n

Définition 2.1.9 Si pour tout n on a v, # 0 alors la dévision de (u,) sur (v,) est la

suite numérique dont le terme général est 3>, c’est a dire (un) (M) .
n

@) — \vn
<€_i;) = (nr_ztl) =(n+1).

Définition 2.1.10 Si pour tout n on a u, # 0 alors l'inverse de la suite (u,) est la suite

Exemple 23 On a

numérique dont le terme général est -, c’est o dire —— = <i> .

Exemple 24 On a (%) = (%) =(n).

n
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2.1.2 Suites numériques de signe constant

Soit (u,) une suite numérique.
Définition 2.1.11 On dit que (u,,) est positive si u, > 0 pour tout n.

Exemple 25 On considére la suite numérique dont le terme général est u,, = n?. Pour

tout n € N, on a u, =n?* >0, alors (u,) est positive.
Définition 2.1.12 On dit que (u,,) est strictement positive si u, > 0 pour tout n.

Exemple 26 On considére la suite numérique dont le terme général est u, = n + 1.

Pour tout n € N, on au, =n+12>1>0, alors (u,) est strictement positive.

Définition 2.1.13 On dit que (u,,) est négative si u, < 0 pour tout n.

Exemple 27 On considére la suite numérique dont le terme général est u, = —n. Pour
tout n € N, on a u, = —n <0, alors (u,) est négative.

Définition 2.1.14 On dit que (u,,) est strictement négative si u, < 0 pour tout n.

Exemple 28 On considére la suite numérique dont le terme général est u,, = ’71 Pour

tout n € N*, on a u, = —% < 0, alors (u,) est strictement négative.

Remarque 2.1.4 Iis existent des suites qui n’ont pas un signe constant. Par exemple,
la suite ((—1)") n’a pas un signe constant. En effet, ils existent des termes positifs et

d’autres négatifs.

2.1.3 Suites numériques bornées

Soit (u,) une suite numérique.

Définition 2.1.15 On dit que (u,) est magjorée si

dM € R,Vn : u,, < M.
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Exemple 29 On considére la suite numérique dont le terme général est u, = % Pour

tout n € N*, on au, =+ <1, alors (uy,) est majorée par 1.

Définition 2.1.16 On dit que (u,) est minorée si
dm e R,Vn:m < u,.

Exemple 30 Soit u, = % pour tout n € N*. Pour tout n € N*, on a u, = % > 0, alors

(un) est minorée par 0.
Définition 2.1.17 On dit que (u,) est bornée si elle est majorée et minorée.

Exemple 31 Soit u,, = % pour tout n € N*. Cette suite est bornée car elle est majorée

et minorée.

Remarque 2.1.5 La suite (u,,) est majorée si et seulement si l’ensemble de ces valeurs
est magjoré. La suite (u,) est minorée si et seulement si l’ensemble de ces valeurs est
minoré. La suite (u,) est bornée si et seulement si l’ensemble de ces valeurs est borné

(Pourquoi).

Lemme 2.1.1 Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (uy) est bornée.

2. AM > 0,Yn : |u,| < M.

Application
La suite ((—1)") est bornée car pour tout n € N on a |u,| = [(—1)"| = 1. Donc, on

peut prendre M = 1.
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2.2 Suites numériques convergentes

Définition 2.2.1 Soit (u,) une suite numérique et | € R. On dit que (u,) converge vers

[ (ou tend vers 1) quand n tend vers linfini, et on écrit ligl_l Uy =1, St

Ve >0,INeNVn:n>N = |u, — | <e.
Remarque 2.2.1 Puisque
lup =l <el—c<u, <l+esu, €ll—¢el+¢]

alors la définition ci-dessus signifie que pour tout réel strictement positif € il existe
un entier N (rang) telle que tous les termes uy,uni1,Unt2,... Sont dans lintervalle

l—el+¢l.

Remarque 2.2.2 En général, on peut trouver N qui vérifie
n>N=|u,—1|<e

comme suit :
1. On essaye de trouver une fonction f telle que |u,, — | < f(n). (En général, f (n) =

-+ avec k,m >0).

2. Puis établir I’équivalence

f(n)<een>gle)

ol g est une fonction appropriée.

3. Ainsi la solution est N = max (0, E (g (¢)) +1).

Justification : Vérifions que N = max (0, E (g (¢)) + 1) vérifie
n>N=|u,—1| <e.
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Soitn > N =max(0,E (g(¢))+1) alorsn > E(g(e)) +1 car max (0, E (g (¢)) +1) >
E(g(e))+ 1, mais E(g(e)) +1 > g(e) alors n > g(e) si on utilise ’équivalence (b) on

trouve f (n) < e mais, de (a), |u, — 1| < f(n) alors |u, — 1| < e.

: ir _ 1
Exemple 32 La suite (u,) définie par u, = 1 pour tout n € N est convergente vers

zéro. En effet,

1. |un—l\:}n+r1—0|:n+r1§%:f(n).
2. f(n)=2<esn>1=g(

£).
8. N=max(0,E(g(c)+1)=E (1) +1.

Donc
1
V5>0,EIN:E<—) +1eNVn:n>N = |u, — | <e.
€
. 1 _
Alors nEIJPoon_H =0.

Exemple 33 Soit a € R. La suite constante (a) est convergente vers a. En effet, pour
toutn € N on a |u, — 1| = |a —a| =0 donc |u, — | =0 < ¢ est vérifie pour tout n > 0

alors N = 0 ce qui implique que

Ve >0,IN =0,Yn:n>0= |u, — | <e.

Alors lim a = a.
n—-+oo

Définition 2.2.2 On dit que lim u, = +00 st

n—-4oo

VA >0,dN e NNVn:n> N = u, > A.

Remarque 2.2.3 Cette définition signifie que pour tout réel strictement positif A il ex-
iste un entier N (rang) telle que tous les termes uy,unt1, Un+2, ... sont dans Uintervalle

JA, +o0|.
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Exemple 34 On a lim n = +4o00. En effet, sin > E(A)+1 alorsn > A (car E (A) +

n—-+o0o

1> A) donc u, =n> A alors N = E(A) + 1. Ce qui implique que

VA>0,AIN=E(A)+1eNVn:n>N = u, =n> A.

Définition 2.2.3 On dit que lirf Uy = —00 Si

VA >0,dN e NNVn:n> N = u, < —A.

Remarque 2.2.4 Cette définition signifie que pour tout réel strictement positif A il ex-

iste un entier N (rang) telle que tous les termes uy,uny1, Unt2, ... Sont dans Uintervalle

|—o0, —A][.

Exemple 35 On a lim —n = —oo. En effet, sin > E(A) +1 alors n > A donc

n—-+o0o

U, = —n < —A donc N = E(A)+ 1. Alors

VA>0,AN=FE(A)+1eN,Vn:n>N = u, = —n< —A.

Définition 2.2.4 Une suite est dite convergente s’il existe | € R telle que lim wu, = .

n—-4oo

Exemple 36 Toute suite constante (a) est convergente car liI}_l a=acRR

Définition 2.2.5 La suite numérique (u,) est dite divergente si elle n’est pas convergente
c’est a dire

VieER:3Je>0,YNeNIn:n>NA|u,—1| >e¢.

Exemple 37 La suite (n) est divergente car lim n = +oo ¢ R.

n—-+00
Remarque 2.2.5 Il y’a deux types de divergence :

1. Divergence de type infini : suite qui a une limite infinie. Par exemple, la suite de

terme général u,, = n.
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2. Divergence de type limite n’existe pas : suite qui n'a pas de limite finie ou infinie.
Par exemple, la suite de terme général u, = (—1)" n’a pas une limite finie ou
infinie. En effet,

(a) Elle n’a pas une limite finie. Par absurde, on suppose que ligl_l (-)"=1€eR

alors pour € = % on trouve N € N telle que sin > N alors u,, € }l — %,l+%[

donc —1,1 € ]l — %,l + %[ ce qui représente une contradiction.

(b) Elle n’a pas une limite infinie. Par l’absurde, on suppose que lim (—1)" =

+oo
+00 ou ligl_l (-1)" = —o0. Si liI}_l (—=1)" = +o0 pour A =1 on trouve

N € N telle que si n > N alors u,, € |A,+oo| donc —1 € A, +oo] ce qui

représente une contradiction.

De méme, on obtient une contradiction dans le cas ot lim (—1)" = —oc.
n—-+00

2.2.1 Propriétés des suites convergentes

Théoréme 2.2.1 La limite d’une suite convergente est unique.

Preuve 12 On suppose que (u,) admet deux limites différentes l; et ly. Alors pour ¢ =

il
|1—22|>00na

=1

aN; e N,Vn:n > Ny = |u, — [ <|1722‘

et
. ly — o]

E'NQEN,V?”L.HZN2:>‘U”—ZQ|< 2 .
Done, si n > max (Ny, Na) on trowve |ly — lo| = [(un —la) — (un — 1) < |un —lo| +
lup, — 14| < \ll_;lz\ + ul—;lz‘ = |l — lo|, c’est a dire |y — lo| < |l; — l2| ce qui représente une
contradiction.

Théoréme 2.2.2 Toute suite convergente est bornée.

Preuve 13 Soit (u,) une suite convergente vers | alors pour ¢ = 1 il existe N € N tel

que sin > N alorsl —1 < wu, <1+ 1 donc l'ensemble {uy,un1,...} est borné.
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D’autre part, l'ensemble {ug, u1, ..., un—_1} est borné (Pourquoi). Alors, l’ensemble des
valeurs de la suite (u,) donné par {ug, U1, ..., un_1,UN, UNt1, ...} = {Ug, U1, ..c,Un_1} U

{un,uny1,...} est borné.

Remarque 2.2.6 La réciproque est fausse. En effet, il existent des suites bornées non

convergentes. Par exemple, la suite ((—1)") est bornée mais elle n'est pas convergente.

2.2.2 Opérations algébriques sur les limites des suites

Théoréme 2.2.3 Soient (u,) et (v,) deux suites numériques.

1. 8i (uy) et (v,) sont convergentes, respectivement, vers | et I. Alors (u, +vy) et

(un.v,) sont convergentes, respectivement, vers | + 1" et [.[.
2. Soit A € R. La suite (Au,) est convergente vers .l

3. On suppose que u,, # 0 pour tout n. Si (u,) est convergente versl # 0 alors la suite

(%) est convergente vers %
n

4. Si (uy,) est convergente vers l et (v,) est une suite telle que v, # 0 pour tout n, de

plus, elle est convergente vers I'# 0 alors la suite (%:) est convergente vers ﬁ

Preuve 14 1. Au début, on remarque que |(u, + v,) — (L + )| = [(up — 1) + (v, = )| <
|un, — U + v, — 1] . Soit e > 0. Si on applique la définition de la convergence de (uy,)

et de (v,) sur €= 5 >0 on trouve N1, Ny € N telles que

Vn:n2N1:>\un—l|<%
et
Vn:n2N2:>|vn—l1<%.

Posons N = max (N1, Na) € N et soitn € N telle quen > N alors |(u, +v,) — (I +1)| <

[un, — U] + |v, =] < 5+ 5 =€. C’est a dire, on a démontré que

Ve >0,IN e NVn:n >N = |(u, +v,) — ([ + )] < e.
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Ce qui implique que ngrfm (U +v,) = L+ U alors (u, +v,) est convergente vers
[+

Montrons que (u,.v,) est convergente vers l.l. Puisque (v,) est convergente alors
elle est bornée donc il existe M > 0 telle que |v,| < M pour tout n. D’autre part,

pour tout n on a u,.v, — LU= (u, —1).v, + (v, — 1)1, alors

lup.v, — LU = |(un — 1) 0p + (v, = )|

< g — 1 [on] 1] Jom — 1 < M | — 1]+ 1] [ — 1.

Soit € > 0. Si on applique la définition de la convergence de (uy,) et de (vy),

respectivement, sur €1 = 55; €t €2 = ﬁ on trouve Ny, Ny € N telles que
Vn:n >Ny = |u, — | < c
= " 2M
et
€
Vn:n > Ny = |v, — ] <m.

Sin > N = max (N1, Na) alors n > Ny et n > Ny d’ot |u,.v, — LI < M55 +

|l s = € Clest a dire on a démontré que
Ve >0,AN e N,Vn:n > N = |u,.v, — Ll <e.

Alors lim wu,.v, = .l
n—-+00

. Pour montrer que (Au,) est convergente vers \.1, il suffit d’appliquer le résultat
précédent sur la suite constante (v,,) définie par v, = X pour tout n. Cette suite est

convergente vers .

. Au début, on remarque que u—ln — % = lﬁ:” = |u, — m Mais si on applique la
définition de la convergence de (u,,) sure; = % on trouve N1 € N telle que pour tout
n> Ny on alu, — 1] < %‘ mais 1] — |up| = = (Jun| = 1) < |Jun] =] < |un =1,

o7



5.

alors sim > Ny on a |l| — |u,| < |u, — 1] < %‘,ce qui implique que %‘ < |uy| donc

< # Ceci implique que pour tout n > Ny on a u—ln — %

_ 1
‘ = [t =1 gy <

|, — 1 ﬁ Soit € > 0, si on applique la définition de la convergence (u,) sur
€9 = %25 on trouve Ny € N telle que pour tout n > Ny on a |u, — 1| < %
2

Sin > N = max (N1, Ny) alors i - %’ < WT‘S# =e. C’est a dire, on a démontré
que

1 1

Ve >0,AN e NNVn:n> N — =7 <eg,

Un

donc lim -+ = %

n—+o0 Yn

1l suffit de remarquer que 3* = uni puis d’appliquer 1 et 2.

Proposition 2.2.1 1. Si (u,) est une suite convergente et (v,) est une suite diver-

2.

3.

gente alors (u, + vy,) est divergente.

On suppose que u,, # 0 pour tout n en plus elle est convergente vers une limite non

nulle. Si (vy,) est une suite divergente alors (u,.v,) est divergente.

Si (uy) est une suite convergente vers zéro et (vy,) est une suite bornée alors (u,.vy,)

est convergente vers zéro.

Preuve 15 1. Par l’absurde, on suppose que (u, + v,) est convergente. Puisque v,, =

2.

3.

(un +vp) + (—1) .uy. Alors, si on utilise le théoréme précédent on trouve que (vy,)

est convergente ce qui représente une contradiction avec (v,) est divergente.
De méme, on montre que (u,.v,) est divergente. (A faire).

(vn) est une suite bornée alors il existe M > 0 telle que pour tout n on a |v,| < M.

On a |uy.v, — 0| = |up.vn| = |un||vn| < Muy,|. Soit e > 0, si on applique la
définition de la convergence de (u,) sur €= v on trouve N € N telle que sin > N
on a |u,| = |u, — 0] < &= 5, alors |u,.v, — 0] < M |u,| < 5M =e. C’est a dire,

on a démontré que

Ve >0,IN e N:n> N = |u,.v, — 0| < ¢,
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donc lim u,.v, = 0.

n—-+0o
Applications

1. La suite ((—1)" + 7#1) est divergente car c’est la somme d’une suite convergente
(#1) et une suite divergente ((—1)"). La suite ((—1)" (1 + %)) est divergente car

c’est le produit d’une suite divergente ((—1)") et une suite convergente (1+ 1) qui

Vériﬁe1—|—%7é0p0urtoutnenplus lim (l—l—%): lim 14+ lim %zl—l—Oz

n—-o00 n—-4oo n—-4oo
140.
2. Ona lim &0 =0 car & = (=1)" 1 la suite ((—1)") est bornée et lim + = 0.
n—+oo M n n n—-+oo™
Formes indéterminées
? signifie on ne peut rien dire.
1. Si lim w, = lim v, =4oc0 alors lim (u, —v,) ="
n—-+00 n—-+00 n—-+00
2. Si lim w, =+occet lim v, =—occ alors lim (u,+ v,) ="
n—-+00 n——+o0o n—-+o0o
3. Si lim u,=0c0et lim v, =0 alors lim (u,.v,) ="
n—-+00 n—-+oo n—-+o0o
4. Soit (v,) une suite telle que v,, # 0 pour tout n.
(a) Si (uy,) est une suite non nulle et lim u, = lim v, =0 alors lim = =7?
n—-4o00 n—-00 n—-+oo """
(b) Si lim w, = lim v, = oo alors lim %= =?
n—-+4o00 n—-+o0 n—-+oo Un

2.2.3 Ciritéres de convergence et de divergence
Critére d’encadrement (de gendarmes)

Théoréme 2.2.4 (Critére d’encadrement (de gendarmes))Soient (u,,) , (vy,) et (wy,) trois

suites numeériques telle que, a partir d’un certain rang, on a v, < u, < w,. S lim v, =
n—-4oo

lim w, =1 alors lim u, = (.
n—-+4oo n—-+4oo

Preuve 16 Soit € > 0 alors

AN eNVR:n> N = |v, —l|<e = —e<v,—[l<¢
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et

AN, eNJVR:n > Ny = |w, — | <e = —e<w, -l <e.

Puisque v, < u, < w, alors v, — 1l < u, — 1 < w, — 1. Donc sin > N = max (N1, Ns)
alors —e < v, =l < u, — | < w, —1 < e ce qui implique que — < u, — Il < € donc

lu, — 1| < e. C’est a dire, on a démontré que
Ve>0,AIN e N\Vn:n> N = |u, — ]| < ¢,

donc lim wu, =I.
n—-+o00
Application

Montrons que (%) est convergente vers zéro. Par récurrence, on montre que, pour tout

ne€Nonanl=12..(n—1)n>22.2= %2”, donc v, = 0 < u,, = # < w, = 22%.

n—1
Mais, lim v, = lim 0 = 0 car (v,) est la suite constante (0) convergente vers 0,
n—-+4o0o n—-+o0o
et lim w, = lim 22% = 2 lim (%)n =20 =0 car ‘%} < 1. D’aprés le théoreme
n—-4o00 n—-4o00 n—-+4o0o

d’encadrement, la suite (#) est convergente vers zéro.

Critére des suites monotones

Définition 2.2.6 On dit que (u,) est croissante si
Vn > ng Uy — Uy > 0.

Exemple 38 On considére la suite numérique dont le terme général est u, = n* — 5n.
Pour tout n > 2, on a u,11 — u, = (n* —3n—4) — (n* —5n) = 2n — 4 > 0, alors (u,)

est croissante.

Définition 2.2.7 On dit que (u,) est strictement croissante si
Vn > mng: Uy — Uy > 0.
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Exemple 39 On considére la suite numérique dont le terme général est u, = n + 1.
Pour tout n € N, on a tupr1 —up, = (n+2)—(n+1)=1>0, alors (u,) est strictement

croissante.

Définition 2.2.8 On dit que (u,,) est décroissante si
Vn > ng: Uy — up < 0.

Exemple 40 On considére la suite numérique dont le terme général est u, = dn — n?.

Pour tout n > 2, on a i1 —u, =4 —2n <0, alors (u,) est décroissante.

Définition 2.2.9 On dit que (u,,) est strictement décroissante si
Yn > mng: Uy — U, < 0.

Exemple 41 On considére la suite numérique dont le terme général est u, = % Pour

—% = —2~ < 0 alors (uy,) est strictement

3 —
tout n € N*, on a, up1 — Uy, = n(n+1)

1
n+1

décroissante.
Définition 2.2.10 On dit que (u,) est monotone si elle est croisssante ou décroissante.
Exemple 42 La suite (5n — n?) est décroissante alors elle est monotone.

Définition 2.2.11 On dit que (u,) est strictement monotone si elle est strictement

croisssante ou strictement décroissante.

Exemple 43 La suite (%) est strictement décroissante alors elle est strictement mono-

tone.

Remarque 2.2.7 Il existent des suites qui ne sont pas monotones. Par exemple, la suite

((—=1)") n’est pas monotone.
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Théoréme 2.2.5 (Critére des suites monotones) Soit A l’ensemble des valeurs de la

suite (uy).
1. 8i (uy,) est croissante et majorée alors elle est convergente vers sup A.

2. Si (uy,) est décroissante et minorée alors elle est convergente vers inf A.

Critére des suites extraites (sous suites)

Définition 2.2.12 On dit que (ny) est une suite des entiers positifs si pour tout k on a

ng € N.

Exemple 44 Pour tout k € N on a ny = 2k € N alors (ny) est une suite des entiers

positifs.

Définition 2.2.13 La suite (u,, ) est appelée une suite extraite (sous suite) de (u,) si

(ny) est une suite des entiers positifs strictement croissante.

Exemple 45 (ugy), (uskr1) et (usg) sont des sous suites de (uy) .

Définition 2.2.14 (ugy) est appelée la suite des termes paires et (ugkt1) la suite des

termes impaires.

Théoréme 2.2.6 (Bolzano Weierstrass)

Toute suite bornée posséde une suite extraite convergente.

Théoréme 2.2.7 (Critére des suites extraites)
La suite (u,) est convergente vers | si et seulement si toutes les suites extraites de

(un) sont convergentes vers la méme limite .
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Proposition 2.2.2 (Critéres de divergence)

1. Si la suite (uy,) posséde une suite extraite divergente alors (u,) est divergente.

2. Si la suite (u,) posséde deux suites extraites convergentes vers deux limites dif-

férentes alors (u,,) est divergente.

Application

1. La suite ((—1)"n) est divergente car elle posséde une suite extraite divergente qui

est la suite (ugx) = (2k). En effet, on a klim Uk, = klim 2k = +o0.
—+00 ——+00

2. La suite ((—1)") est divergente car elle possede deux sous suites (ugx) et (ugpi1)
convergentes vers deux limites différentes 1 et —1. En effet, on a khI—P Ugp =

. . 2k: . _ . _ N . 2k+1: . . —
Jim (1= i )= Vet lim e =l (-)* = B (<) = -1

Proposition 2.2.3 (Critéres de convergence)

1. La suite (uy,) est convergente vers | si et seulement si (ugy) et (uggr1) sont conver-

gentes vers la méme limite [.

2. La suite (u,,) est convergente vers | si et seulement si (ugg), (usky1) et (uspre) sont

convergentes vers la méme limite .

Remarque 2.2.8 Le résultat de cette proposition signifie que la convergence de (ugy) et
(ugk1) (ou de (usy), (ugks1) et (usksz2)) vers la méme limite | est suffissante pour la

convergence de toutes les suites extraites de (u,) vers la méme limite .

Critére des suites adjacentes

Définition 2.2.15 On dit que (u,) et (v,) sont deuz suites adjacentes si l'une est crois-

sante, l’autre est décroissante et la différence est une suite convergente vers zéro.

Exemple 46 Considérons la suite (u,) définie par u, = 1+ % +..+ % pour tout n € N*

et posons v, = u, + <. On a

n!’

63



1. Pour tout n € N*

S I NI I
Hntl =t = U T T 1) U0 T e =

alors (uy,) est croissante.

2. Pour toutn € N* on a

1 1 1 1
Up+1 — Up = Unp+1 + (’)’L T 1)' — | Up + g = (un+1 — un) —+ m — g

2 1 1 2 2
o2 rt_ 1 1) <o —1<0
(n+1)n! n! nl (n+1 )_ 1 -

alors (vy,) est décroissante.

3. lim (v, —u,) = lim & =0.
n—-+o0 n—-+oo ™

Alors (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes.

Théoréme 2.2.8 (Critére des suites adjacentes)

Si (uy,) et (v,) sont adjacentes alors elles sont convergentes vers la méme limite.

Application
Puisque les deux suites (u,,) et (v,) définies dans 'exemple précédent sont adjacentes

alors elles sont convergentes vers la méme limite.

Critére de Cauchy

Définition 2.2.16 On dit que la suite (u,) est une suite de Cauchy si

Ve > 0,dN €e N\Vp,q:p,q > N = |u, —uy| <e. (2.1)

Remarque 2.2.9 Si on suppose que q > p alors ¢ = p+n avecn € N alors (2.1) est

équivalente o

Ve>0,IN e NNVn e NVp e N:p > N = |upy, — uy| < €.
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Exemple 47 On considére la suite (u,) définie par u, = 1 + 22 + ..+
n € N*.
On a

n2 , pour tout

\ \ = 1+—1—|— —l——l—i— —1—71 1+—1—|— +—1
Upry — U = —
P+ P 22 P2 ( )2 92 P2

1 _ 1
Mazs )2 < p(p+1) = T i

L1 1 L 1 1
(p+2? p+1 p+2"""(p+n)? p+n-1 p+n

Ce qui implique que

<

<

1 1 1 1
ot —— - — — ——— )+ -
(p+1)* (p+n)* (p p+1 (p+1 p+2> (p+n—1 p+n)
1 1

p ptn p

Done, pour tout p,n € N*, on a |upyy, — up| < L Mais lim 1 = 0 alors
p—00

1 1
VE>0,3N€N:p2N:>—:'——O'<5
p p

Ce qui implique que

1
Ve >0,AN e NNVn e NNVpeN:p > N = |upp, —up| < — < g,
p

d’ot

Ve >0,AN e NNVn e NNVp e N:p > N = |upin — up| < €.

Donc, (u,) est une suite de Cauchy.
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Théoréme 2.2.9 (Critére de Cauchy)
Soit (u,) une suite numérique. (u,) est convergente si et seulement si elle est une

suite de Cauchy.

Application La suite considérée dans I’exemple précédent est convergente car c’est

une suite de Cauchy.

Proposition 2.2.4 (Critére de divergence)

Si (uy,) n'est pas une suite de Cauchy alors elle n'est pas convergente.

Preuve 17 [l suffit de remarquer que le résultat de cette conséquence représente la con-

traposé de l'implication :

(u,) est convergente = (u,,) est Cauchy.

2.2.4 Les suites récurrentes

Définition 2.2.17 Une suite récurrente est une suite qui est déterminée en donnant le

, . Premier terme y,,
premier terme uy,, oung € N et u, 1 en terme deu,, :

Ups1 = [ (u,) pour tout n > ny.
Ou f est une fonction définie sur un ensemble D qui vérifie f (D) C D.

Lemme 2.2.1 Si f est continue sur D (Voir la définition de la continuité dans le chapitre

3) et (uy,) est convergente vers | € D alors | vérifie I’équation f (1) = 1.

. : . ug =0
Application On considére la suite 7
Upi1 = Z—Z% pour tout n > 0.

_ Tx+4
3z+3

La fonction f définie par f (z) est continue sur R — {—1}.
1. Pour tout n € N on a 0 < u,, < 2. En effet, par récurrence :

(a) On a0 < wuy =0 <2, donc la propriété est vérifiee pour n = 0.
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(b) On suppose que 0 < u, < 2 alors d’'une part 7u, +4 > 0 et 3u, +3 > 0

ce qui implique que v, = % > 0. D’autre part, puisque u,, < 2 c.a.d.

(7T—6)u, < (6—4) alors Tu, +4 < 2 (3u, + 3) d’olt Uy = gZZ:[g < 2 donc

0 S Un41 S 2.

2. On a, pour tout n € N,

— 992 _ _
o — 11y — Tu, +4 " — Aun +4 —3u,, (un, — 2) (Buy, + 2) >0,
3u, + 3 3u, + 3 3u, + 3
car u, — 2 <0 et % > 0. Ceci implique que (u,,) est croissante.

Alors la suite (u,,) est croissante et majorée par 2 alors, d’aprés le critére des suites
monotones, on trouve que (u,) est convergente vers [. Puisque f est continue car c’est
la dévision de deux fonctions polyndémes dont le doniminateur est non nul alors [ vérifie
'équation [ = f (1) :% c.a.d. 3>—4l—4=0doul=2o0ul==2 Mais 0 <u, <2

alors 0 < lim w, =1 < 2, donc, la solution accéptée est [ =2, c. ad. lim u, = 2.
n—-+00 n—+00
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2.3 Exercices

Exercice 1 (Suites fractionnaires)

1.

En utilisant la définition, montrer que pour tout £ € N* la suite (n—l,c) est convergente

vers 0 et (nk) est divergente.

Soient k,l € N*, ag,ay, ..., a; et by, by, ..., by des nombres réels (avec ay.b; # 0). On

aknk—ﬁ-ak,lnk’l—‘r...—&—aln—&-ao
blnl+bl,1nl*1+...+b1 n-+bg

pose u, = , pour tout n > ng ol ng est le maximum de

’ensemble des racines du polynéme byn! + b_1n'=t + ... 4+ bin + by.

Montrer que la suite (u,) a la méme nature que la suite <‘;)—fnk_l).

(Rappel : La nature d’une suite est la convergence ou la divergence de cette suite.)

Que peut on déduire.

; ; . fnd : 2n2+1 n24n+3 n242n+4
Application : Calculer la limite des suites ( " ) , ( priueall I s we sl I

Exercice 2 (Suites convergentes)

Pour tout n € N* on pose u,, =

1.

2n+1
=

Montrer, en utilisant la définition, que ligl_l Uy = 2.
n—-+0oo

2. Est ce que la suite (u,) est convergente. (Justifier)

3. Utiliser d’autre méthode pour démontrer le résultat de la question 1.

Solution 2

1.

On a

@) =21 = |25 2] = |3 =3 = 1 ().
(b) f(n)=2<e<=n>2=g(e).

(c) Donc N =max (0,E (1) +1) =F (%) + 1.
Alors

1

V<€>0,E|N:E(E

)+1€N,Vn:n2N:>|un—2|<6.
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2. Oui, cette suite est convergente car lirf u, =2 € R.
n—-—r+od

3. Onawu, = % =2+ %, alors (u,) est convergente car c’est la somme de deux suites

convergentes (2) et (1) . En plus, ligl_l u, = lim (2+21) = lim 24 lim 1=

n—-+o0o n—-+o0o n—4oo™

24+0=2.

Exercice 3 (Suites géométriques)

1. Soit (u,) une suite telle que u,, # 0 pour tout n, en plus, elle est convergente vers

zéro. Montrer que (ui) est divergente.

Formuler ce résultat littérairement.

2. Soit a € R.

(a) Montre que si |a| < 1 alors ngglooa” = 0.
(Indication : Distinguer deux cas a =0 et a # 0 dans le deuzxiéme cas utiliser
la définition de la convergence et la relation o = e®™® pour tout (a,3) €
Rf x R.)

Formuler ce résultat littérairement.

(b) On suppose que |a| > 1. Posons b = % Montrer que lim 0" = 0, puis déduire

n—-+oo

que (a™) est divergente.

(c) Etudier la nature de (a") dans le cas ou |a| = 1.

(d) Application : Etudier la nature des suites (2"), ((—=3)"), (35), <(_1)n) :
Solution 3

1. Par ’absurde, on suppose que (%) est convergente vers [. On a 1 = uiun alors
mn n
lim 1 = lim (iun) = lim L. lim u, = [.0 = 0. Ceci est une contradiction
n—-+o00 n—-+oo \Un n——+o00 %" n—+oo

car la suite constante (1) est convergente vers 1.

Le résultat de cette partie veut dire que 'inverse d’une suite, dont ses termes sont

non nuls et elle est convergente vers zéro, est une suite divergente.
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2.a Si a =0 alors a” = 0 pour tout n > 1, dans ce cas la suite (a”) représente la suite

2.b

2d

constante (0) , elle est convergente vers 0.

Sia#0alors0# |a| <1. Ona
(@) |un =0 = [a"] = |a[* = "™ = f (n).
(b) f(n)<e<=n> 11;‘2' =In(e—la|]) =g ()

(c) Alors N =max (0, £ (In (e — |a])) + 1) .

Donc

Ve > 0,IN =max (0, E(In(e —|a])) + 1) e N,Vn:n > N = |a" — 0| < &.

Alors lim a"™ = 0.
n—-+4oo

Le résultat de cette partie veut dire que la suite géométrique, dont la valeur absolue

de la base est strictement inférieure & un, est une suite convergente vers zéro.

Ona b = || = ‘714 < 1 car |a| > 1 alors (b™) est une suite géométrique de base b
qui vérifie || < 1 alors d’aprés la question (2.a) on trouve nEIEoobn = 0.

On a a™ = iﬂ = ;& alors (a”) est inverse de la suite (b") telles que b" # 0 pour
tout n en p(fus, elle est convergente vers zéro (car ngrilmb" = 0) alors d’aprés la
question 1 on trouve que (a™) est divergente.

Sija] =1 alors a = 1 oua = —1. Si a = 1 alors a” = 1" = 1 dans ce cas (a") est
la suite constante (1) et elle est convergente vers 1. Si a = —1 alors a™ = (—1)"

dans ce cas (a") est une suite divergente car elle posséde deux sous suites (us,) et

(ugn+1) convergentes vers deux limites différentes.

On a |2| =2 > 1 alors (2") est une suite divergente.
On a |—3| =3 > 1 alors ((—3)") est une suite divergente.

Ona gk = (3)" et 3] -

Ona G = (51)" et |3

< 1, alors (2%) est une suite convergente vers zéro.

—1)" .
% < 1, alors <( 3,3 ) est une suite convergente vers

Z€r0.
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Exercice 4 (Signe de la suite convergente et de sa limite)

1.

2.

Montrer que si la suite convergente (u,,) est positive alors sa limite est positive.

Montrer que si (u,) est une suite convergente vers une limite [ strictement positive

alors les termes u,, sont strictement positifs & partir d’un certain rang N.

Déduire des résultats analogues dans la cas négatif. (Indication : Utiliser la relation
entre le positif et le négatif)

A retenir : Il se peut qu’on démontre un résultat dans le cas négatif
(respectivement dans le cas positif) puis, en utilisant la relation entre
le positif et le négatif, on déduit le résultat analogue dans le cas positif

(respectivement dans le cas négatif).

4. Que peut on dire sur le signe d’une suite convergente vers zéro.
(Indication : Considérer la suite définie pour tout n € N* par u, = (_:;)n .)
5. Application :
(a) Soient (u,) et (v,) deux suites convergentes vers [ et [; en plus on suppose que
pour tout n on a u, < v,. Montrer que [ <[’
(b) Soient a,b € R (a < b). Si (u,) est une suite convergente vers [ et a < u,, < b
pour tout n. Montrer que a <1 < b.
Solution 4
1. (uy) est convergente alors il existe [ € R telle que nl_l)Iilooun = [. On veut démontrer
que si (uy,) est positive alors [ est positive. Par 'absurde, si [ < 0 alors on applique
la définition de la convergence sur ¢ = _71 > 0 pour trouver N € N telle que si
nZNalorsl—%l <un<l+’7l alorsun<l+%l:%<0d0ncun<0(:eciest
une contradiction avec (u,) est positive.
2. Puisque (u,) est convergente vers [ > 0 alors si on applique la définition de la

> 0 on trouve un rang N € N telle que sin > N on a

convergence sur € — é
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5.b

%l <u, —1l< é alors 0 < é =1 - é < un,donc les termes wu,, sont positifs & partir

du rang N.

Posons v,, = —u,, pour tout n.

Si (u,) est une suite négative convergente vers [ alors (v,) est une suite positive
convergente vers (—[). D’aprés la question 1 on trouve que (—[) est positive donc [

est négative.

Si maintenant (u,,) est convergente vers [ < 0 alors (v,,) est une suite convergente
vers (—[) > 0. D’aprés la question 2 on trouve que (v,) est positive a partir d’un
certain rang N donc (u,,) est négative a partir du méme rang N.

On ne peut rien dire sur le signe d’une suite convergente vers zéro. En effet, si on

. . Lo . —_1)" , .
consideére la suite définie pour tout n € N* par u,, = (T), elle représente le produit
d’une suite bornée et une suite convergente vers zéro, donc elle est convergente vers
zéro mais elle n’a pas un signe constant car elle contient des termes positifs et des

termes négatifs.

Pour tout n on a u, < v, alors (v, —u,) est une suite positive en plus elle est

convergente vers ['— [. D’aprés la question 1 on trouve ['— [ > 0 alors [ <[’

Puisque a < wu, < b, pour tout n, alors les deux suites (u,, — a) et (b — u,) sont
positives en plus elles sont convergentes respectivement vers [ — a et b — [ alors

d’aprés la question 1 on trouve [ —a >0et b—1>0,dota <[ <bh.

Exercice 5 (Un critére de divergence)

On suppose que u,, < v, pour tout n.

1.

Montrer que si lim u, = +o0 alors lim v, = 4.
n—-+oo n—-+oo

Si (u,) est convergente ou elle est divergente de type limite n’existe pas que peut

on dire sur la nature de (v,,) .

Si 1iI+I1 v, = —00 que peut on dire sur la nature de (uy,).
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Si (vy,) est convergente ou elle est divergente de type limite n’existe pas que peut

on dire sur la nature de (u,) .
Solution 5

1. Soit A > 0 alors il existe N € N tellequesin > N onau, > Acar lim u, = +o0.

n—-+o0o

Mais u,, < v,, alors v, > A. C’est a dire, on a démontré que
VA>0,AiN e NVn:n> N = v, > A,

ce qui implique que lilil Up, = +00.

Si (uy,) est convergente alors on ne peut rien dire sur la nature de (v,). En effet,

on consideére la suite (u,) = (%) qui est convergente vers 0 et

(a) (_i)n < n mais la suite (n) est divergente.

(b) =n" <

n

S =

mais la suite (%) est convergente vers 0.

Aussi, si (u,) est divergente de type limite n’existe pas alors on ne peut rien dire sur
la nature de (v,). En effet, on considére la suite (u,) = ((—1)") qui est divergente
de type limite n’existe pas et

(a) (—1)" < n mais la suite (n) est divergente.

(b) (—1)" < 2 mais la suite (2) est convergente vers 2.

2. Puisque u,, < v, pour tout n alors (—v,) < (—u,).Ona lim (—v,)=— lim v, =
n—-+o0o n—+o0o
+o00 d’aprés la question 1 on trouve lim (—u,) = +oo alors lim u, = lim —
n—+o0o n—-+00 n—-+o0o
(—u,) = — lir+n (—u,) = —oo. Comme dans la question 1, on peut construire
n—- oo

des exemples convenables pour démontrer que si (v,) est convergente ou elle est

divergente de type limite n’existe pas alors on ne peut rien dire sur la nature de
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Exercice 6 (Suite valeur absolue)

1. Montrer que
[La convergence de (u,) vers l] = [La convergence de (|u,|) vers []].

2. Considérons les suites (v,) et (w,) définies pour tout n € N par v, = (—1)" et

_ (=1)"cosn
=

Wn,
(a) Etudier la nature de (v,), (w,) et de (|v,]) etde (|w,]) .
(b) Que peut on déduire.
3. On suppose que (|u,|) est convergente vers 0.

(a) Montrer que la suite (u,) est convergente vers 0.

(Indication : Utiliser le critére d’encadrement et la propriété — || < x < |z

pour tout x € R)
(b) Que peut on déduire.

(c) Application : Etudier la nature de la suite (%) .

4. Montrer que si (|u,|) est divergente alors (u,,) est divergente. (Indication : Utiliser

la relation entre ce résultat et celui de la question 1)
A retenir : Si on a un résultat sous forme d’une implication P —- () alors
1. Sa contraposée () =—> P est vraie.
2. On se pose la question : Est ce que son inverse () — P est vrai.

Solution 6

1. Soit € > 0 alors il existe N € N telle que si n > N on a |u, —I|] < ¢ mais

l|wn| — U] < |u, — 1| alors ||u,| — |I|| < €. Donc on a démontré que
Ve>0,IN e NNVn:n > N = ||lu,| — |l|| <,

ce qui implique que (Ju,|) est convergente vers || .
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2.a

2.b

3.b

Soit (u,,) une suite dont tous ces termes sont non nuls et tel que lim

1.

2.

On a

(a) i |v,| =|(=1)"] =1 alors la suite (Jv,|) est convergente car c’est la suite
constante (1). Mais la suite (v,) est divergente car elle posséde deux

sous suites convergentes vers deux limites différentes.

ii. On peut vérifier que (Jw,|) est convergenteet (w,,) est aussi convergente.

Si la suite valeur absolue (|u,|) est convergente alors on ne peut rien dire sur la

suite (u,) .

On a w, = — |u,| < up < |u,| = v, avec lim w, = lm —|u,| =— lim |u,| =

n—-4o00 n——4oo n—-+4o00

0 = lim |u,| = lim wv,, alors, d’aprés le critére d’encadrement, on trouve que
n—-+00 n—-4o00

(un) est convergente vers 0.

On déduit que si la suite valeur absolue (|u,|) est convergente vers zéro alors
la suite (u,) est aussi convergente vers zéro.

(=D"

n

(=D"

n

= lim }l} = lim 1 = 0 alors la suite (
n—-+oo ' ™ n——+oo™

Puisque lim )
q n—-+o00

gente vers 0.

) est conver-

Puisque 'implication de la question 1 est vraie alors sa contraposée est vraie c’est

A dire

[(Jun|) est convergente vers |l|| = [(u,) est convergente vers ],

est vraie, alors

[(Jun|) est divergente] = [(u,,) est divergente] .

Exercice 7 (Critére de convergence)

Un41

Un

=L

n—-+4oo

Montrer que si L < 1 alors (u,) est convergente vers 0.

Montrer que si L > 1 alors (u,) est divergente.
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3. Que peut on dire si L = 1.

4. Application : Etudier la nature des suites (Z—Z) , (%) , <(2Ln'),) avec a,p € R.

Solution 7

Au début, on signe que (

ot ) est convergente vers L alors

u
Ve>0,IN e N*:Vn,n> N = |22 - L| <¢,
Unp,
rnais‘M —L‘<€impliquequeL—5<%: il < L+ecad (L—e)|u,| <

|tn 1| < (L +€) [un|, don

Ve > 0,IN e N* :Vn,n > N = (L —¢) |up| < |ups1| < (L +¢) |uy], (3)

Un4-1

n

1. On a lim
n—-4o00

pour obtenir : pour tout £ > 0 il existe N € N tel que

= L < 1 alors 1 — L > 0. Prenons la deuxiéme inégalité de (3)

pour tout n > N, |uy1| < (L +¢€)|uy|. (4)

Puisque n > n—1>n—-2 > ... > N+ 1 > N alors de (4) on obtient

|un| < (L + E) |un71| ) ‘un71| < (L + E) ‘un72| PREXY! |uN+1‘ < (L + 8) |uN‘ ) d’ou ‘un‘ <
(L+6) [un| < (L4 2) |up_s| < oo < (L+)"N |un| = (L +2)" [(L oy |uN|} ,
c.a .d.

Ve > 0,3N € N*:Vn,n > N = 0 < |un| < (L +¢)" [(L+e)*N|uN|] (5)

Onav, = (L+¢)" [(L +e) " \uN|] est le terme général d’une suite donnée par
un parameétre ¢, elle représente le produit de deux suites : la suite géométique
((L+¢€)") et la suite constante ((L +e) N |uN|> . D’aprés (5), pour que (|uy,|) soit
convergente vers 0 il suffit que (v,) soit convergente vers 0 (d’aprés le théoreme

d’encadrement). Donc, on choisit € de facons que lirll (L+¢e)"=0c.ad. L+e=
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IL+e| <1lc ad e<1—Letcechoix est possible; exemple ¢ = 15£ > 0.

Un41

n

2. Ona lim

n—-+o0o

mais cette fois ci avec la premiére inégalité de (3) on obtient

= L > 1 alors L —1 > 0. En utilisant la méme idée que dans (1)

Ve >0,3N e N*:Vn,n > N = (L —¢)" ((L e |uN\) <lun  (5)

On choisit € de facons que hIE Uy = lin} [(L —e)" ((L —e)™V |uN|>] = +o0
c.a d. satisfait |L — €] > 1 pour cela il suffit de prendre e = £51. Avec ce choix de
€ona

Vn,n > N v, < |uy|

avec ninioovn = 400 ce qui implique que (|u,|) est divergente, d’ou le résultat.

3. Si L = 1 on ne peut rien dire sur la convergence de la suite (u,,). En effet, on consid-
ére trois suites tels que L = 1 mais ils ont des résultats différents de convergence :
Si on prend u,, = 1, pour tout n € N, cette suite est convergente vers 1.

Si on prend u,, = (—1)", pour tout n € N, cette suite n’a pas de limite.

Si on prend u,, = n, pour tout n € N, cette suite est divergente de type infini.

Exercice 8 (Suites adjacentes 1)

En utilisant le critére des suites adjacentes, montrer que les deux suites (u,,) et (v,)

définies pour tout n € N par u, = 3+ —= +1 et v, =3 — ﬁ sont convergentes vers la
méme limite.
Solution 8
Pour tout n on a wu, 1 —u, = W(lnﬁ) < 0, vpy1 — v, = % > 0 et
lim (u, —v,) = hm n_+1 (1+ n_+1) = 0 alors (u,) est décroissante, (v,) est croissante

n—-+o0o

et leur différence est une suite convergente vers zéro, donc (u,) et (v,) sont adjacentes.
D’aprés le critére des suites adjacentes, on déduit qu’elles sont convergentes vers la méme

limite.
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Exercice 9 (Suites adjacentes 2)
up =1et vy =12,
On considére deux suites (u,,) et (v,,) définies comme suit ¢ 1, = “ 4:;’2” , pour tout n € N,
Unt1 = 2E3% pour tout n € N.
1. On pose w,, = v, — u, pour tout n € N. Ecrire w, 1 en terme de w, puis déduire

le signe et la nature de (wy,).
2. Montrer que (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes.

3. On pose t, = 3u,, + 8v,, pour tout n € N. Ecrire ¢, en terme de t,, puis déduire

la nature de (t,) .

4. Trouver la limite de (u,) et (v,) .

Exercice 10 (Application du critére des suites monotones)

1. Soit A 'ensemble des valeurs d’une suite croissante majorée (uy,) avec ng € N.

n>ng

Montrer que sup A = lim wu, et inf A = u,,.

n—-+00
Application : Soit A = {2 — n—}rl 'n € N} . Trouver sup A et inf A s’ils existent.

2. Enoncer un résultat analogue sur les suites décroissantes minorées.

3. Est ce qu’on peut utiliser cette méthode pour calculer sup {cosn : n € N*} et inf {cosn : n € N*

(Justifier)
Solution 10

1. Puisque (uy,) est une suite croissante majorée alors d’aprés le critére des suites

n>ng

monotones on trouve qu’elle est convergente vers sup A c. a dire sup A = lim u,.
n—-+00

On a inf A = wu,,. En effet, (u,) est croissante alors pour tout n on a wu,, < u,
ce qui implique que u,, est un minorant de A et il appartient & A, donc inf A =
min A = .

On remarque que A = {2 — n+r1 ‘n € N} représente l’ensemble des valeurs de la

suite (u,,) définie pour tout n > 0 par u,, = 2 — 11. Cette suite est croissante car

n+
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1

(CSCEe) > 0 et elle est majorée par 2 car pour

pour tout n on a Up4y — Uy =
tout n on a u, = 2 — == < 2, donc supA = lim w, = lim (2—#1) =2 et

+ n—-+o0o n—-+o0o
inf A=uwuy=1.

2. On montre de méme que si A est ’ensemble des valeurs d’une suite décroissante

alors sup A = u,, et inf A = lim w,.

minorée (uy,) I
n—-r+0oo

n>ng

Exercice 11 (Suite récurrente 1)

Ug = 1,
On considere la suite (u,,) définie comme suit :

Un

u =
n+1 1+ /_1_’_“%7

Montrer que (u,,) est positive puis calculer sa limite si elle existe.

pour tout n € N.

Exercice 12 (Suites récurrentes 2)

On considére deux suites (u,) et (v,) définies comme suit

up=aetvyg=>0 (1 <a<b)
‘v’nzlzunﬂzé(unjt\/ﬁ) ........... ()
Yn>1:v,q = % (vn—i-\/u_n) ........... (%)

1. Montrer que

(a) Vn € N: (u, > 1Av, > 1). (Remarquer que cette proposition est sous la forme

VneN: P(n))
(b) Vn € N: (u, —v2 < 0). (Rappelons que si a > 1 alors a® > a.)
2. Montrer que (v,) est monotone puis déduire sa convergence.

3. En utilisant (xx) , trouver u,, en terme de v,, et v,,1 puis déduire la convergence de

4. En utilisant (x), montrer que lim w, = lim v, = 1.
n—+o0o n—-+00
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Exercice 13 (Suite récurrente 3)

Uy = 1,

On considére la suite récurrente (u,,) suivante

Upy1 = Uy + % (a —u?) pour tout n € N.

1. Montrer que pour tout n € Non a 0 < u, < 1.

2. Pour tout n € N, on pose x,, = \/a — u,, et y, = \/a + u,. Montrer que pour tout

n € Nonax, >0ety, > 0. Puis déduire que (u,) est monotone.

3. Montrer que (u,,) est convergente puis calculer sa limite.

Exercice 14 (Critere de Cauchy)
Soit 0 < o < 1. On consideére la suite (u,,) qui vérifiee |upi1 — up| < a |ty — Up_q
pour tout n € N*.

1. Montrer que |u, — u,_1] < a™ ! |u; — up| pour tout n € N*.

1—a™
11—«

2. Montrer que |up, — u,| < o? |uy — up| pour tout p,n € N*.

3. Déduire que (u,) est une suite convergente.

Exercice 15 (Critere de Cauchy)

1. Donner la définition mathématique d’une suite qui n’est pas une suite de Cauchy.

2. Montrer que la suite (u,) définie pour tout n € N* par u,, = 1+ % + ...+ % n’est

pas une suite de Cauchy.

N =
N

(Indication : Montrer que pour tout N > 1 on a usy — uy >
Solution 15

1. On a

[(u,,) n’est pas une suite de Cauchy] <= [(u,) est une suite de Cauchy]

< [Ve >0,3IN,Vp,q:p,q> N = |u, —u,| <¢]

< [Fe>0,YN,3p.q: (p,g > N) A (Ju, — ug| > ¢)].
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l\?l»—t

2. Montrons par récurrence que pour tout N > 1 on a usy — uny >

wl)—l

(a) Por N=1lonaupy —uy=us—u;=(1+3)-1=13>1

(b) On suppose que ugy — uy > 5 et on montre que Uy(n41) — UN+1 > =. Puisque

U2(N+1) — UN+1
1 1 1 1 1
= I+-+ =+ .+ =+ +

2 N +1 N 2N +1 2(N+1)
(1+1+ LI )
2 N N+1
1 1 1
- (UQN_UN)+2N+1+2(N+1)_N+1
1

= oy =)+ S eN 1)

hyp. récurr. |
UsN —UN = 5

v

On a démontré que

1
VNEN 'U/QN_'U/N>§

Ce qui implique que (u,) n’est pas une suite de Cauchy. En effet, on pose ¢ = % > 0.

Soit N € N*onposep=2Netg=Nonap=2N > N et g= N > N. En plus,

[up — ug| = |uon — un| = tan — un > > = ¢. Alors

l\DI»—t

1
3825 >0,VN,dp=2N,q=N:(p,q = N) A (|up_uq| >

Exercice 16 (Nature des suites)

Etudier la nature des suites suivantes :

n sin = 3k,
1. La suite définie par u,, = Lsin=3k+1,
? sin = 3k + 2.
si n est pair,
2. La suite définie par v, = 20+l +1
—t7 sin est impair.
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3. Les suites (cosnm), (%) , ((—1)” (% + 1)) , (% + %ﬁ) et ((—1)" + %) .

Solution 16

1. On a lim wus, = lim 3n = +oo alors (u,) posséde une sous suite (us,) qui est
n—-+00 n—-+00

divergente, d’ou (u,) est divergente.

2. On a lim vy, = lim = 0 alors (vay)

n—-+o0o n—-+o0o

et (vg,41) sont convergentes vers la méme limite 0 donc (u,) est convergente vers

1 . . 1
=—=0et lim v = lim ———
2(2n)+1 0 n—-+4o0o 2+l n—>+oo(2n+1)2+1

Z€ro0.

3. Ona 1iI+Il cos (2nm) = 1iI+Il l=1et lirf cos((2n+1)m) = lir+n —1 = —1alors

les suites de termes pairs et impairs sont convergentes vers deux limites différentes

donc (cosn) est divergente.

La suite (C;j?) est une suite convergente vers 0 car c’est le produit de la suite bornée

(cosn) (car pour tout n on a |[cosn| < 1) et la suite (%H) qui est convergente vers

zEro.

La suite ((—1)" (% + 1)) est une suite divergente car c’est le produit de la suite

cosn
n+1

divergente ((—1)") et la suite ( +1) qui est convergente vers une limite non

nulle.

La suite (‘ﬁ? + ;;Tl) est convergente vers zéro car c’est la somme de deux suites

cosn sinn ’
(—n ) ) et (n2 +1) convergentes vers zéro.

La suite ( + COS”) est une suite divergente car c’est la somme de la suite di-

n+1

(=1)"
(=1)"

cosn)

) et la suite convergente (n 1

vergente (

Exercice 17 (Nature des suites)
Soient (u,) et (v,) deux suites numériques telle que u,, = (—1)" v,,. Que peut on dire
sur la nature de (u, ) dans chaque des cas suivants (avec justification) : (Indication : Dans

3 et 4, considérer les suites (uay,) et (ugny1)-)

1. (v,) est une suite convergente vers zéro.

2. (vp) est une suite convergente vers [ # 0.
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3. (v,) est une suite divergente de type limite n’existe pas.

4. lim v, = +oo.
n—-+4oo
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Chapitre 3

Fonctions numériques d’une variable réelle
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3.1 Limite de fonctions

Définition 3.1.1 Soient xo € R et V' un ensemble non vide de R. On dit que V' est un

voisinage de xo s’il existe a > 0 telle que |xg — o, z9 + | C V.

Exemple 48 Si xg = 3 alors V = [1,4[U {5} est un voisinage de 3 car pour a = & > 0

2
onalrg—a,zo+a[=1]3-33+1[=]3I[C[1,4u{5} =V

3.1.1 Limite finie d’une fonction en un point

Dans tout ce qui suit, g € R et V' un voisinage de x.

Définition 3.1.2 Soient f une fonction définie sur V- — {xo} et | € R. On dit que f

admet une limite | au point xq, et on écrit im f (z) =1, si

Tr—T0

Ve>0,30 >0,V e V:0< |z —axo| <d=|f(z) = | <e.

Remarque 3.1.1 1. 0 < |z — x| veut dire x # x¢ donc on s’intéresse & la valeur de

f () quand x s’approche de xy sans qu’il prend la valeur xo. Plus précisément, on

2. |z — x| < 0 veut dire =6 < x —x9 < donc xg— 9 < x < 9+ 9.

Exemple 49 (Fonction élementaire)
Soit C € R. La fonction f définit sur R par f(x) = C est appellée la fonction
constante C. Alors, pour tout xg € R on a lim f (z) = C. En effet, on a |f (x) — 1| =

Tr—T0

|C' — C| = 0 donc si, par exemple, 0 < |x — xo| < =1 alors |f (x) — | =0 <e. D'ou
Ve>0,30=1>0VzeR:0< |z —xo| <d = |f(2) = C| <e.

On peut remarquer que tout réel 6 > 0 vérifie l'implication précédente.
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Exemple 50 (Fonction élementaire)
On considére la fonction f définie sur R par f (z) = x. Alors, pour tout rog € R on a
lim f (z) = xo. En effet, on a |f () — 1| = |v — xo| donc si 0 < |z — x| < § = € alors

T—T0o

|f(z) = 1| = |x — 20| < &. Do
Ve>0,30=e>0,Vz e R:0< |z — x| <6 = |f (z) — x| <e.

Exemple 51 (Fonction élementaire)
On consideére la fonction f définie sur RY par f (x) = /x. Alors, pour tout xo € R}
. ‘Z‘—$ | ..
on a Q}EEOJC (z) = /To. En effet, on a |f (z) =] = [z — \/Zo| = \/E+\;x—0' On choisit

6 < B Puisque0<\x—x0|<5alorsi:x0—%<x0—5<xd’0u\/5> 2

. 1 1 _ |z —0] :
mais == < T alors |f (z) — 1| = g < \/_+\/_ Donc il suffit de prendre

0<5<min(%,e(,/z—20+\/:70)).
Théoréme 3.1.1 (Unicité de la limite)

Si la limite d’une fonction en un point xo existe alors elle est unique.

Théoréme 3.1.2 (Limite d’une fonction en terme de convergence des suites)
Soient f une fonction définie sur V — {xo} et | € R. Les deux propriétés suivantes

sont équivalentes :

1. f admet une limite | au point xy.

2. Toutes les suites (xy,) de V—{xo} qui sont convergentes vers xo vérifient lm}r f ()
.

Proposition 3.1.1 (Non existence de la limite 1)

S’ils existent deux suites (x,,) et (y,) de V —{xo} qui sont convergentes vers la méme
limite o mais les deux suites (f (x,)) et (f (yn)) sont convergentes vers deux limites
différentes alors EILIBO f (z) nexiste pas.

Application limsin$ n’existe pas. En effet, si on pose f(r) = sini et on con-
r—0 x x

1

o Ces deux suites

. . P _ 1 _
sidere les deux suites de terme général x, = T et y, =
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sont convergentes vers la méme limite zg = 0 mais lim f(x,) # lim f(y,) car
n—--+0oo n—--+o0o

. _ . . m _ . _ . . 31 _
lim f(x,)= nirﬁoo sin (£ +2nm) =1 et nirgoof (yn) = ninioo sin (22 + 2nm) = —1.

n—-4oo

Proposition 3.1.2 (non existence de la limite 1)
S’il existe une suite (x,) de V- — {xo} qui est convergente vers xo mais (f (x,)) est

une suite divergente alors lim f (x) n’existe pas.

T—X0

1

Application lim cos 1 n’existe pas. En effet, si on pose f (z) = cos ¥ et on considére
z—0 x z

la suite de terme général x,, = -=. Cette suite est convergente vers zo = 0 mais (f (z,,))

est une suite divergente car f (z,) = cos ﬁ =cosnm = (—1)".

Théoréme 3.1.3 (Opérations algébriques sur les limites finies des fonctions en un point)
Soient f et g deux fonctions définies sur V- — {xo} telles que lim f (z) =1 € R et
Tr—T0
lim g (z) =l'e R. Alors
Tr—T0
1. f+4 g admet la limite | + I au point xy.
2. f.g admet la limite .l au point xg.

3. Soit A € R. La fonction \f admet la limite \.l au point xy.

4. Si f#0 etl+#0 alors % admet la limite % au point xg.

v

. Sig#0 etl'#0 alors % admet une limite é au point xy.

Théoréme 3.1.4 (Signe de la fonction et de sa limite)
Soit f une fonction définie sur V — {xzo} telle que lim f () =1 € R. Donc
Tr—XT0
1. Si f est une fonction positive alors | > 0.

2. Si f est une fonction négative alors | < 0.

Preuve 18 1. En utilisant la définition de lim f (x) = avec un choix convenable de

Tr—X0

€.
2. f est négative alors (—f) est positive donc lim (—f) (x) > 0 mais lim (—f)(x) =
r—xo T—X0

lim — f(z) = —lim f (x) = =1 alors =1 > 0, d’ou | < 0.
T—T0

T—T0o
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Proposition 3.1.3 (Ordre et limites)
Soient f et g deux fonctions définies sur V- — {xo} telles que lim f () =1 € R et
Tr—T0
limg(x)=UeR. Si f<galorsl <.

T—T0o

Preuve 19 Ona f < g alorsg—f > 0 donc lim (g — f) (x) > 0 mais lim (g — f) (x) =
T—T0

T—X0

limg(z) — lim f (z) =0—1 alors'—1>0 doul <.

Théoréme 3.1.5 (Théoréme de l’encadrement)
Soient f, g et h trois fonctions définies sur V. — {xzo} telle que f < h < g. Si
lim f(z) = limg(z) =1 € R alors lim h (z) = 1.
T—xo

T—T0o T—X0

Théoréme 3.1.6 Si f est une fonction bornée au voisinage de xq et g une fonction qui
admet une limite nulle au point x¢ alors lim (f.g) (z) = 0. (Voir la définition d’une
Tr—x(Q

fonction bornée ci-aprés)

Exemple 52 lin(l]x sin% = 0 car la fonction donnée par h(x) = :Usini est le produit de
la fonction bornée f = sin et la fonction g donnée par g (x) = x qui admet une limite
nulle au point zéro.

Question : Trouver limz?sin * et lim (22 + z) cos .

z—0

Remarque 3.1.2 On note qu’on peut parler de la limite d’une fonction en un point xg

sans qu’elle soit définie a ce point.

Exemple 53 La fonction f donnée par f (x) = xsin% n’est pas définie au point xy = 0

mais limx sin% existe.

z—0

3.1.2 Limite a4 gauche et a droite

Soient f une fonction définie sur V' — {0} et [ € R.
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Définition 3.1.3 On dit que f admet une limite | a droite du point xy, et on écrit

1i>m f(x)=1, si

T5T0

Ve>0,30>0,Ve eV izgg<ax<azy+0=|f(z)—1 <e.

Exemple 54 On considére la fonction définie par f (x) = z. On a liinf (z) = 0. En effet,
pourxz>0onalf(x)—Il=|r—0=xdoncsi0<zx<d=c¢ al<fr?90|f(:z:)—l|::c<€.
D’ou

Ve>0,30=e>0,VzeR:0<z<i=|f(z) -0 <e.

Exemple 55 On considére la fonction définie par f () = \/z. On a limf (z) = 0. En
>
=0

effet, pour z > 0 on a |f () —1] = |/t —0] = Vx donc si 0 < z < § = & alors

1f(z) =1 =z < V6 =+Ve2=¢. Dou
Ve>0,36=e’>0Vz:0<ar<d=|f(z) - 0| <e.

Définition 3.1.4 On dit que f admet une limite | & gauche du point xzqy, et on écrit

lim f(x) =1, si

T—=T0

Ve>0,30>0,Ve eV izg—d<z<zg=|f(x)—I] <e.

Exemple 56 On considére la fonction définie par f (x) = x. De méme, comme [’exemple

précédent, on montre que lim f (z) = 0.
<

z—0
Remarque 3.1.3 On ne peut pas parler de lim\/xr = 0 car la fonction f donnée par
<

x—0

f () =+/z nlest pas définie pour x < 0.
Théoréme 3.1.7 Soient f une fonction définie sur V—{xo} etl € R. Les deux propriétés

suivantes sont équivalentes :

1. lim f(x) =1.

T—T0o
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2. lim f (z) = lim f (z) =

T=T0 T—=>T0

Exemple 57 Considérons la fonction f définie sur R par f (x) = |x|. On a hmf (r) =

730
lim |z| = limz = 0 et hmf( ) = lim |z| = lim (—z) = —limz = —0 = 0, donc hmf (x) =
=0 250 250 z—0 250 250
limf (z) =0 ceci zmplzque que hmf( )=0.
<
z—0
Proposition 3.1.4 Si lim f (x) # lim f (x) alors lim f (x) n’existe pas.
X0 r—x0 T—To
Exemple 58 On a hm = hm; = liml =1 car hr%l =1 donc liml = 1. On a ausst
:1:~>0 50 50 = 50
hm| 2| — = lim=* = lim (—1) = —lalors hm‘ 2] =+ hm ce qui implique que lim% n’existe
50 50 50 30 zHO Ll

pas.

Remarque 3.1.4 On parle de la limite a gauche et a droite d’une fonction f en un point

xo St, par exemple, [ est définie par deux formes différentes a gauche et a droite du point

1sixz>0
xo. Par exemple f (x) =
z+1six<0.

3.1.3 Limite infinie d’une fonction en un point

Soit f une fonction définie sur V' — {zo}.

Définition 3.1.5 On dit que f tend vers +oco quand x tend vers xo, et on écrit lim f (z) =
T—xQ

400, St

VA>0,30>0VeeV:0<|z—z9| <d= f(x) > A

Définition 3.1.6 On dit que f tend vers —oco quand x tend vers xg, et on écrit lim f (z) =

T—T0o

—00, St

VA>0,30 >0,V e V:0< |z —xo| <0 = f(x) < —A.

3.1.4 Limite finie d’une fonction a l’infinie

Soit a € R.
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Définition 3.1.7 On suppose que f est définie sur [a,+oo[. On dit que f tend vers |

quand x tend vers +oo, et on écrit 1iI+Il f(z)=1, si
Ve >0,3B > 0,Vz € [a,+o0[: x> B = |f(z) — | <e.

Définition 3.1.8 On suppose que f est définie sur |—oo,a]. On dit que f tend vers |

quand x tend vers —oo, et on écrit lim f(z) =1, si

r——00

Ve > 0,3dB > 0,Vx € |—00,a] : 2 < —B=|f (z) — | < e.

3.1.5 Limite infinie a ’infinie

Soit a € R.

Définition 3.1.9 On suppose que f est définie sur [a,+ool. On dit que f tend vers +o0o

quand  tend vers +oo, et on écrit 1iI+Il f(z) =400, si
VA >0,3B > 0,Vz € [a,+o0[: x> B=> f (z) > A.

Définition 3.1.10 On suppose que f est définie sur |—oo,a]. On dit que f tend vers

+00 quand x tend vers —oo, et on écrit lim f (x) = 400, si

T——00

VA >0,3B > 0,Vx € |—00,a] : v < —B = f (z) > A.

Définition 3.1.11 On suppose que f est définie sur [a,+oo[. On dit que [ tend vers

—o0 quand x tend vers +oo, et on écrit lim f(z) = —o0, si

T—-+00

VA >0,3dB > 0,Vz € [a,+o0[: x > B=> f (z) < —A.

Définition 3.1.12 On suppose que f est définie sur |—oo,a]. On dit que f tend vers
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—o0 quand x tend vers —oo, et on écrit lim f (r) = —o0, si

r——00

VA>0,3B > 0,Vz € |—00,a] : 2 < =B = f (z) < —A.

3.2 Fonctions continues

3.2.1 Préliminaires

Définition 3.2.1 Soit f une fonction définie sur un voisinage V- d’un point xy. On dit

que f est continue au point xo si lim f (z) = f(xg). C’est a dire
Tr—T0
Ve>0,30 >0,V e V:0< |z —xo| <d = |f (x) — [ (x0)] <e.

Exemple 59 Soient xg, C' € R. La fonction constante définie par f () = C est continue

au point xy car lim f(z) = lm C = C = f (zo) .
T—T0 T—T0

Exemple 60 Soit xy € R. La fonction f définie par f (x) = x est continue au point xg

car lim f (x) = limz =z = f (x0).
T—T0

T—T0

. 1 .
rsin six # 0,

Exemple 61 La fonction définie par f (x) = n’est pas continue au

1 six =0,

point xo = 0 car lin(l)f(x) =limf (z) = lin%:vsin% =0#1=f(0).

=0
Proposition 3.2.1 Soit f une fonction définie sur un voisinage V d’un point xy. Les

deux proprietés sutvantes sont équivalentes :

1. f est continue au point xg.

2. Toutes les suites (r,) de V qui sont convergentes vers xo vérifient lim f(x,) =

n—---+o00
f (o) -

Remarque 3.2.1 Ce résultat signifie que si f est continue au point xq et (x,) une suite

convergente vers xg alors lim f(xz,)=f| lm =z,

n—--4o00 n—-- 400
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Théoréme 3.2.1 1. Si f et g sont deux fonctions continues au point xq. Alors

2. Les fonctions f + g et f.g sont continues au point xg.

3. Soit A € R. La fonction \f est continue au point xy.

4. St f #0 alors % est continue au point xg.

5. 8ig# 0 alors 5 est continue au point .

Application Soit P, la fonction polynome, de degré n € N, définie sur R par P, (z) =
ap + a1x + ... + a,x™ ou ag, ay, ..., a, € R. Soit o € R on a

1. La fonction définie par fy(z) = ao représente la fonction constante donc elle est

continue au point .
2. Soit m € {1,...,n}. La fonction définie par f,, () = a,,™ représente le produit

d’un scalaire A = a,, et la fonction z — ™ = z.z...x qui est continue au point xg.
(gt
mfois

Alors P, est continue au point zy car c’est la somme des fonctions fy, f1, ..., f, qui

sont continues au point z.

Définition 3.2.2 (Composition de deux fonctions)
Soient @ #+ D, D" C R. Soient f : D — D' et g : D'— R. On définit la fonction

composée de f et de g, notée go f, par

gof : D—R
z — (gof)(x)=g(f(x)).

Théoréme 3.2.2 Soient f: D — D'et g: D'— R. Si f est continue au point xq et

g est continue au point f (xo) alors go f est continue au point xg.
Exemple 62 Soient 1o € R, f(z) = 22 + 1 et g(x) = /z. Considérons la fonction
h(z)=vVat+1lonah(z)=va2+1=+/f(z)=9(f(z)) = (g0 f)(x).Cst a dire

h o+ RLR LR

r o= 24+l Va241
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d’ot h = go f. Puisque [ est continue au point xq et g est continue au point yo = f (xy) =

3+ 1 € RS alors h est continue au point .

3.2.2 Continuité a gauche et a droite

Soit f une fonction définie sur un voisinage V' d’un point z.

Définition 3.2.3 On dit que f est continue & droite du point o si lim f (z) = f ().

T5x0

Définition 3.2.4 On dit que f est continue & gauche du point xo si lim f (z) = f (xg) .

T—=T0

Exemple 63 Considérons la fonction f définie par f(z) = |x|. On a imf (z) = 0 =
>
=0
f(0) et limf (z) =0= f(0) alors f est continue a droite et a gauche du point xo = 0.
>

=0

Proposition 3.2.2 Soit f une fonction définie sur un voisinage V' d’un point xy. Les

deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est continue au point xg.

2. f est continue a droite et a gauche du point xg.

Exemple 64 La fonction définie par f(x) = |x| est continue au point xo = 0 car elle

est continue a droite et a gauche de ce point.

3.2.3 Continuité sur un ensemble

Soit a,b € R avec a < b.
Définition 3.2.5 On dit que f est continue sur {a} si elle est continue au point a.

Définition 3.2.6 On dit que [ est continue sur l'intervalle |a, b[ si elle est continue sur

chaque élément de ]a,b].

Définition 3.2.7 On dit que f est continue sur l'intervalle |—o0,b| si elle est continue

sur chaque élément de |—o0,b|.
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Définition 3.2.8 On dit que [ est continue sur l'intervalle |a, +oo] si elle est continue

sur chaque élément de |a,+o0] .

Définition 3.2.9 On dit que f est continue sur l'intervalle |a, b] si elle est continue sur

la,b] et a gauche de b.

Définition 3.2.10 On dit que f est continue sur l'intervalle |—o0, b] si elle est continue

sur |—oo, b[ et a gauche de b.

Définition 3.2.11 On dit que f est continue sur l'intervalle [a,b] si elle est continue

sur]a,b[ et a droite de a.

Définition 3.2.12 On dit que f est continue sur lintervalle [a, +00] si elle est continue

sur la, +oo[ et a droite de a.

Définition 3.2.13 On dit que f est continue sur [a,b] si elle est continue sur |a,b[, &

droite de a et a gauche de b.

Lemme 3.2.1 1. Si f est continue sur des intervalles de la forme donnée dans les
définitions précédentes alors elle est continue sur leurs intersection et sur leurs

UNILON.
2. Soient @ # D'C D CR. Si f est continue sur D alors elle est continue sur D.
Exemple 65 La fonction constante est continue sur R =|—o0, 400 .
Exemple 66 La fonction polynome P, , de degré n € N, est continue sur R.
Exemple 67 La fonction f donnée par f(x) = |x| est continue sur R. En effet, on a
R = |—00,0[U {0} U0, 4+0o0].
1. Sur]—o0,0[ on a f (x) = |x| = —x alors f représente la fonction polynome de degré
1 alors elle est continue sur]—o0,0].

2. Sur {0} on a vu que la fonction f donnée par f(x) = |z| est continue au point

z€ro.
3. Sur)0,4o00[ on a f (z) = |z| = x alors [ représente la fonction polynome de degré

1 alors elle est continue sur |0, +o0].
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3.2.4 Prolongement par continuité

Soit f une fonction définie sur V' — {zo} (f n’est pas définie au point x).

Lemme 3.2.2 Si lim f (z) =1 € R alors la fonction f définie par
T—Io
~ f(z) six eV —{xo},

[ st x = Xy,

est continue au point xg.

Preuve 20 On a lim f (z) = lim F@)=lim f(z)=1=f(x0).
z —>Oz0 Tr—X0

Définition 3.2.14 La fonction fs’appelle le prolongement par continuité de la fonction

f au point xg.

Exemple 68 f(z) =xsin etzg=0. Ona linéf (z) = limzsin< = 0 = alors f admet

z—0
. 1 .
rsin st x # 0,

un prolongement par continuité au point 0 donné par f(:ﬂ) = -
f0)=1=0 stz =0.

Lemme 3.2.3 1. Sile prolongement par continuité de la fonction f au point xo existe

alors il est unique.

2. St lim f (z) n'existe pas alors f n’admet pas un prolongement par continuité au
T—T0

point xg.

Exemple 69 La fonction f donnée par f (z) = sin% n‘admet pas un prolongement par
1

continuité au point xo = 0 car lim sin n’existe pas.

x—0

Remarque 3.2.2 Iis existent une infinité de prolongement d’une fonction f en un point

xo (Pas nécessairement continue au point xq). Ils sont donnés par

= f (=) S1.& # o

f(zo) =a  six=um,



avec a € R. Dans cette partie on s’intérésse a trouver s’il existe le prolongement qui
est continue au point xg. Plus précisement, de trouver la valeur de a pour laquelle f est
continue au point xo. Pour cela on calcul lim f (z). Si cette limite n’existe pas alors le

T—T0

prolongement par continuité n’existe pas. Si lim f (x) =1 € R alors le prolongement par

f(z) SLT # o

flzo)=1  six=umx.

continuité existe, il est unique et il est donné f (z) =

3.2.5 Extrémums et extrémants

Soit f une fonction définie sur un ensemble non vide D de R. Soit f (D) = {f (z) : € D}

I’ensemble des valeurs de la fonction f.

Définition 3.2.15 On dit que f est majorée sur D si l’ensemble de ces valeurs f (D)

est majoré, c’est a dire, si
dM e R Vz e D: f(z) < M.

Définition 3.2.16 sup f (D), s’il existe, est appelé la borne supérieure de f sur ’ensem-

ble D. Il est noté par supf ou supf (x).
D xeD

Définition 3.2.17 max f (D), s’il existe, est appelé le marimum de la fonction [ sur

I’ensemble D. Il est noté par mgxf ou mz%(f (). Soit xy € D telle que mgxf = f(zo),
BAS

on dit aussi que [ admet une valeur maximum au point xg.

Définition 3.2.18 Les maximants de la fonction f sur ’ensemble D sont les éléments

x de D qui vérifient mgxf = f(z).

1 six €]—00,0]
Exemple 70 Considérons la fonction f définie sur D = R par f (x) = x six €]0,3]

3 six €3, 400].
On a
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r € R={(r€]-00,0] ouz€]0,3] oux€]|3,+0]).
fz)=1<3 ou

== f(z) =2€]0,3] donc f(x) <3, = f(x)<3
ou f(z) =3 <3.

alors

VreR: f(x) <3

donc f est majorée sur R.

2. f(R)={f(x): 2z e R} =]0,3] donc s%pf :mgxf = 3.

3. Les maximants de la fonction f sont les éléments x de R qui vérifient max f=f(x)
c’est a dire qui vérifient 3 = f(x) donc Uensemble des mazimants de f sur R est

3, +o0].

Définition 3.2.19 On dit que [ est minorée sur D si l’ensemble de ces valeurs f (D)

est minoré, c’est a dire, si
dneRVreD:m< f(x).

Définition 3.2.20 inf f (D) est appelé la borne inférieure de f et elle est notée par irll)ff
ou inf f (x).

zeD

Définition 3.2.21 min f (D), s’il existe, est appelé minimum de la fonction f sur ’ensem-
ble D et il est noté par mgnf ou m%lf (x). Soit xg € D telle que m[i)nf = f(zo), on dit
xe

aussi que [ admet une valeur minimum au point xg.

Définition 3.2.22 Les minimants de la fonctions f sur l’ensemble D sont les éléments

x de D qui vérifient mgnf = f(x).
Exemple 71 On prend la méme fonction f de l’exemple précédent. On a
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1. Ve € R:0< f(x) donc f est minorée sur R.
2. f(R)={f(x): 2z e R} =]0,3] donc i%ff = inf f (R) = inf]0, 3] = 0.
3. On a m]Rjnf = min f (R) mais min f (R) = min |0, 3] n'existe pas donc f n’admet

pas un minimum sur R. Ainsi, elle n’admet pas des minimants sur R.

Définition 3.2.23 On dit que f est bornée sur D si [’ensemble de ces valeurs f (D) est

borné, c’est a dire, si
dn,M e RVe e D:m < f(z) < M.

Définition 3.2.24 Les extrémums de la fonction f sur l’ensemble D sont le mazximum

et le minimum, s’ils existent, de la fonction f sur I’ensemble D.

Définition 3.2.25 Les extrémants de la fonction f sur D sont les minimants et les

maximants de la fonction f sur D.

Définition 3.2.26 On dit que f atteint sa borne supérieure sur D s’il existe v € D telle

que supf = f ().
D

Définition 3.2.27 On dit que [ atteint sa borne inférieure sur D s’il existe x € D telle

que i%ff = f(x).

Définition 3.2.28 On dit que [ atteint ses bornes sur D si elle atteint sa borne supérieure

et inférieure sur D.

Exemple 72 f (z) = z atteint sa borne supérieure sur |0,1] car supf =1 = f (1) mais
10,1]

elle n’atteint pas sa borne inférieure sur |0, 1] car f&lﬁf =0# f(x) pour tout x €]0,1].

Lemme 3.2.4 1. max f, m[i)n fysupf et i%f f s’ils existent ils sont unique.
D
2. Si max f existe alors f atteint sa borne supérieure sur D.

3. St ml%n f existe alors f atteint sa borne inférieure sur D.
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Preuve 21 1. Par définition, max f, m[%n f,supf et irll)f f représentent, respectivement,
D

max f (D), min f (D), sup f (D) etinf f (D) qui sont uniques.

2. Puisque m[z}xf := max f (D) existe alors sup f (D) = max f (D) € f (D) donc il
existe x € D telle que sup f (D) = f (x) alors supf = f (z) donc f atteint sa borne
D

supérieure sur D.

3. A faire.

Théoréme 3.2.3 Si f est continue sur [a,b] alors elle est bornée et elle atteint ses bornes

sur [a, b] .

3.2.6 Continuité uniforme
Définition 3.2.29 On dit que [ est uniformément continue sur un ensemble non vide
D deR si

Ve > 0,30 > 0,Va, 20 € D:0 < |z1 — 2| < 0 = |f (21) — [ (z2)] < e.

Exemple 73 Soient f () = 2? et D = |0,1]. Soient x1,29 € D alors |xq| + |z2| =
1+ 29 <14+ 1=2. D’autre part, on a

|f(z1) = f(z2)] = |2} — 23| = [(21 — x2) (w1 + 22)| = |71 + 22| |21 — 2

< (|LE‘2| -+ |.T2‘) ‘.flfl — .CCQ| <2 ‘.’L‘l — .132| .

Soit € > 0 et on choisit 0 = 5 donc si |z, — 23| < 0 alors |f (x1) — [ (z2)| < 2|21 — 22| <

[S—
22—5.

Lemme 3.2.5 5@ f est uniformément continue sur D alors elle est continue sur D.

Remarque 3.2.3 Iis existent des fonctions continues sur D mais qui ne sont pas uni-

formément continues sur D. Par exemple, f (x) = * est continue sur D =10, 1] car c’est
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Uinverse d’une fonction non nulle et continue sur ]0,1] mais on va démontrer qu’elle

n'est pas uniformément continue sur ]0,1]. Par 'absurde, on suppose que

Ve > 0,30 > 0,V1,22 €]0,1]: 0 < |21 — 22| < d = |f (1) — [ (22)] < e.

Szonprend0<x1<m1n( %i) etx2—2x1 on a xr1,xe € 10,1] et 0 < |21 — 29| =
1 -1 _ 1
Tz 211 > €.

T2—T]
r1r2

1 < & mais |f (x1) — [ (22)| =

Définition 3.2.30 On dit que f est Lipschitzienne sur D s’il existe k > 0 telle que
Yoy, xp € Do |f (1) — f(22)] < ko — 2]

Exemple 74 La fonction f définie par f (x) = \/x est Lipschitzienne sur D = [1, 400
avec k = % En effet, soient x1,29 € [1,+00] alors x1 > 1 et x3 > 1 donc /z1 >
1 et \Jrg > 1 d'ot /21 + /T2 > 2 alors \/ﬁix/ﬁ < 3. En plus, |f (z1) — f (x2)| =
Vi = V2| = A < 5o -l

Théoréme 3.2.4 Si f est une fonction Lipschitzienne sur D alors elle est uniformément

continue sur D.

Exemple 75 La fonction [ définie par f(x) = /x est uniformément continue sur

[1, 4+00[ car elle est Lipschitzienne sur [1,4o00].

Théoréme 3.2.5 (Heine)

Si [ est continue sur [a,b] alors elle est uniformément continue sur [a,b] .

Exemple 76 La fonction f définie par f(x) = < est uniformément continue sur [2, 3]

car elle est continue sur un intervalle de la forme [a,b] icia =2 et b= 3.

Lemme 3.2.6 Soient a,b € R (a <b). Si f est continue sur |a,b[ et admet une limite &

droite de a et a gauche de b alors elle est uniformément continue sur |a,b].

Exemple 77 La fonction f (x) = zsin< est uniformément continue sur ]0,1[ car elle

est continue sur |0, 1[ et lima sin + = 0.

>
=0

101



3.2.7 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 3.2.6 Soit f une fonction continue sur[a,b]. Si f (a).f (b) < 0 alors il existe

c € la,b| telle que f (c) = 0.

Exemple 78 La fonction f définie par f (x) = 2°—3z+1 est continue sur [0, 1] car c’est
une fonction polynéome. En plus, on a f(0).f (1) = 1.(=1) < 0 alors il existe ¢ € ]0,1]
telle que ® —3c+1 = 0.

Proposition 3.2.3 Soit f une fonction continue sur [a,b]. Si f(a).f (b) < 0 alors il
existe ¢ € [a, b] telle que f(c) = 0.

Preuve 22 On distingue deux cas

1. 8i f(a).f (b) = 0 donc ou bien f(a) =0 ou bien f (b) = 0 alors il existe c = a €
la,b] ouc =10 € [a,b] telle que f (c) = 0.
2. 8i f(a).f(b) <0 alors il existe ¢ € ]a,b] telle que f (c¢) = 0. Puisque ]a,b] C [a,b]

alors ¢ € [a, b).

Proposition 3.2.4 Soit f une fonction continue sur D. Soient 1,25 € D (11 < x3).

Pour tout yo entre f(x1) et f(xq) il existe xg € |x1,22] telle que f(z0) = yo.

Preuve 23 Considérons la fonction g donnée par

g : [r1,m] — R

z = g() = f(x) =y

Cette fonction est continue sur [x1,xs| car c¢’est la différence de deuz fonctions continues

(la fonction f et la fonction constante yo). Distinguons deuz cas :

1.8 f (21) < f(x2) alors yo € |f (x1), f (x2)] ce qui implique que g (x1).g (v2) =
(f (z1) — yo) (f (x2) — yo) < 0 alors il existe xy € |x1, x| telle que g (o) = 0 donc

f (wo) = vo.
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2. 8i f(22) < f (1) alors yo € 1f (2), f (x0)] ce qui impligue que g (1) .g (x2) =
(f (z1) — yo) (f (x2) — yo) < O alors il existe xy € |1, 22| telle que g (xo) = 0 donc

f (z0) = yo.

3.3 Fonctions dérivables

3.3.1 Préliminaires

Définition 3.3.1 5@ lim M existe alors on dit que f est dérivable a gauche du

< —To
Tr—X0

point xq. Cette limite est appellé la dérivée o droite de f au point xq et elle est notée par

fq (x0) -

Définition 3.3.2 5i lim %ﬁgmo) existe alors on dit que f est dérivable a droite du
>
Tr—X0

point xo. Cette limite est appellé la dérivée a gauche de f au point xq et elle est notée

par fq(zo) -

Définition 3.3.3 Si lim %ﬁém existe alors on dit que f est dérivable au point xg.

T—X0

Cette limite est appellé la dérivée de f au point xo et elle est notée par f'(xo) .

Lemme 3.3.1 1. f est dérivable au point x

2. f est dérivable a droite et & gauche du point xq et fy(zo) = fy (o).

Exemple 79 La fonction constante est dérivable a chaque point de R. Sa dérivée est la

fonction nulle.
Exemple 80 La fonction f (x) = |x| n’est pas dérivable au point xy = 0.

Remarque 3.3.1 Si f est dérivable au point xy alors il existe une fonction € telle que

lime(z) =0 et f(z) = f(x0) + (x —x0) f(x0) + (x —x0) e (). En effet, il suffit de

T—To

prendre ¢ (z) = L&=L@0) _ ¢(50).

T—xQ
Théoréme 3.3.1 Si f et g sont dérivables au point xq alors
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1. Les fonctions f+ g et f.g sont dérivables au point xo. En plus, on a (f + g) (xo) =
f(@o) + g (o) et (f.9) (wo) = f'(x0) .9 (20) + [ (20) ¢ (x0) -
2. Soit A € R. La fonction \f est dérivable au point xo et on a (Af) (xo) = Af'(z0) -

3. St f#0 alors % est dérivable au point xq et on a (%) (z9) = }];#(ﬁ)

4. Si g #0 alors § est dérivable au point xy et on a (i) (xg) = f,(xO)g(z(;)zzg)(xo)g)(IO).

Théoréme 3.3.2 Si f est dérivable au point xy et g est dérivable au point f (xq) alors

go [ est dérivable au point zq et on a (go f)'(zo) = f(x0) .4 (f (z0)) .
Lemme 3.3.2 S f est dérivable au point xqy alors elle est continue en ce point.

Preuve 24 f est dérivable au point xy alors il existe une fonction € telle que lim e (x) =

0 et f(x)=f(x0)+ (x —x0) f(x0) + (x — z0) e (x). Donc O

lim f(z) = lm (f (z0) + (z — o) f'(20) + (z — w0) € (1))

T—To T—X0

— Iim f (a0) + lim (2 = 20) ( (0) +¢ (@) = f (o)
alors f continue au point xy.

Remarque 3.3.2 [l existent des fonctions continues au point xg mais qui ne sont pas

dérivables a ce point. Par exemple, f (x) = |x| et o = 0.

3.3.2 Fonctions dérivables sur un intervalle

Théoréme 3.3.3 (Fonction réciproque)
Si f est une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I alors elle ad-

met une fonction réciproque f~1 qui est continue et strictement monotone (méme mono-

tonie de f) sur f (I). En plus, on a

(z=r"W.wef) ==/ (x),z€]).
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Soit x € 1. Si f est dérivable en x et f (x) # 0 alors f~' est dérivable en f (x) et on a
-1y _ 1
(Y (f (@) = 7.

Exemple 81 La fonction f (x) = sinx : Cette fonction est continue strictement mono-

T T

tone (strictement croissante) sur lintervalle I = [—5,5} alors elle admet une fonc-

tion inverse, notée arcsin, continue, strictement monotone sur sin [—g, %} = [-1,1].

Soit y € |-1,1] on a y = sinz avec x € }—%,g[ En plus, la fonction sin est dériv-

able en x et (sin)’(x) = cosxz # 0 alors arcsin est dérivable en y = sinx et on a
o WS L 11
(arcsm) (y) ~ (sin)(xz) ~ cosz \/1—sin2:r: T ViI=yo

Exemple 82 De méme, on montre que cos : [0,7] — [—1,1] admet une fonction ré-
ciproque continue, strictement décroissante, notée arccos, définie de cosI = [—1,1] vers

I =0, telle que

(x = arccosy,y € [0,7]) <= (y = cosz,x € [—1,1]).

=1

En plus, elle est dérivable sur |—1,1[ sa dérivée est donnée par (arccos)(y) = 7=

Exemple 83 La fonction tan : }—g, %[ — R admet une fonction réciproque continue,

strictement croissante, notée arctan, définie de tanl = R vers [ = ] -2 g[ telle que

(r = arctany,y € R) <= (y:tan:n,x 6]‘%’%[)'

1

En plus, elle est dérivable sur R sa dérivée est donnée par (arctan)’(y) = 177

Théoréme 3.3.4 (Extrémums)

Si f admet localement une valeur extrémum au point xy et si f(xo) existe alors

f,($0) = 0

Remarque 3.3.3 Iis existent des fonctions f tel que f'(xg) = 0 mais elles n’admet pas

une valeur extrémum au point xo. Par exemple, f (z) = 23 et zy = 0.
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Théoréme 3.3.5 (Théoréme de Rolle)
Si f est continue sur [a,b], dérivable sur]a,b] et f (a) = f(b) alors il existe ¢ € ]a, b|

telle que f'(c) = 0.

Exemple 84 f (x) = 22 est continue sur[a,b] = [—1,1], dérivable sur]—1,1[ et f (—1) =
(1) =1 alors il existe ¢ € |—1, 1] telle que f(c) = 0.

Théoréme 3.3.6 (Théoréme des accroissement finis)

Si f est continue sur [a,b], dérivable sur]a,b[ alors il existe ¢ € |a, b[ telle que f (b) —

fla)=(b—a)f(c).

Proposition 3.3.1 Si f est dérivable sur un intervalle I alors pour tout x1, x4 € I(11 <

xg) il existe ¢ € |xy, xo[ telle que f(x2) — f (v1) = (x2 — x1) f(C) .

Remarque 3.3.4 Soit ¢ € |x1,x5] alors il existe 6 € 10, 1] telle que ¢ = 0z + (1 — 0) 5.
Donc, sous les hypothéses du théoréme précédent, il existe 6 € 0,1] telle que f(x3) —
f(z1) = (wg — 1) f(Ox1 + (1 — 0) x3) . En plus, si on pose h = x9 — x1 alors la formule

précédente s’écrit f (x1 +h) — f(x1) =hf(x1+(1—0)h).

Théoréme 3.3.7 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

1. f est croissante si et seulement si f*> 0.
2. f est décroissante si et seulement si f*< 0.

3. f est constante si et seulement si f'= 0.

Exemple 85 (Application du théoréme des accroissement finis : Obtention de quelques
inégalités de fonctions). Montrons que pour tout © € R on a |sinz| < |z|.

On considére la fonction f(x) = sinz. On distingue 3 cas :

Cas =0. Ona |sinz] =0<0=|z|.

Cas = < 0. On remarque que f est continue sur [z,0], dérivable sur |x,0] alors elle

vérifie les hypothéses du théoréme des accroissement finis sur l'intervalle [x,0] donc il
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existe ¢ € |x,0[ telle que f(0) — f(x) = (0—2z) f(c). Mais f(0) = 0 et f(c) = cosc
alors —sinx = —xcosc donc |sinz| = |z cosc| = |z||cosc| < |z| car |cosc| < 1.

Cas x > 0. On remarque que f est continue sur [0, x|, dérivable sur 10, x| alors elle
vérifie les hypothéses du théoréme des accroissement finis sur l'intervalle [0,z] donc il
existe ¢ € |0, z[ telle que f(x) — f(0) = (x —0) f'(c). Mais f(0) =0 et f'(c) = cosc

alors sinz = x cos ¢ donc |sinx| = |z cosc| = |x| |cosc| < |z| car |cosc| < 1.
Théoréme 3.3.8 (Théoréme des accroissement finis généralisé)

Proposition 3.3.2 Si f et g sont deux fonctions continues sur |a,b| et dérivables sur

o fO)=f(a) _ flo)
la,b] alors il existe ¢ € ]a,b] telle que 9D —g@) — ¢

g(c)
Proposition 3.3.3 (Régle de I’Hopital)
Si f et g sont deux fonctions dérivable au voisinage d’un point xy et lim % existe
T—xQ
o J@) o) e fl)
alors im ey—cry = Hm 725

Remarque 3.3.5 Il se peut qu’on applique la Régle de I’Hopital plusieurs fois. Par ex-

emple, on a

cosx — 1 . cosx —cos( . —sinzx
m——— = lim—— = lim
z—0 x2 z—0 xr2 — 02 z—0 2x
—sinz — (—sin0) . —cosx
= lim = lim
z—0 2¢ — 2.0 z—0 2
1
5
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3.4 Exercices

Exercice 1 (Limite et propriétés de fonction)

Soit f une fonction définie sur un voisinage V' d’un point zy. On suppose que f admet

une limite [ au point x.

1. Montrer qu’il existe un voisinage W du point z¢ tel que f est bornée sur ce voisinage

2. Montrer que si [ # 0 alors f a un signe constant sur W — {xo}. Ici W est un

voisinage du point zg.

Exercice 2 (Continuité)

Soit zp € R. Soient f et g deux fonctions définies sur R, continues au point xy et
f (o) < g(z0).

1. Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que
Ve:0<|r—x| <d= f(x) <g(x).

(Indication : Utiliser la définition de la continuité de f et g au point zy avec un
choix convenable de €. )

Formuler ce résultat littérairement.

2. Si on pose ¢ (x) =min(f (z),g(x)). Montrer que ¢ est continue au point z.

Exercice 3 (Prolongement par continuité)
On consideére les fonctions f définies par f (x) = sin% et g () = rsin % Est ce que f

et g admet un prolongement par continuité au point 0.
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Exercice 4 (Fonctions bornées)

Soient a,b € R (a < b) et f, g deux fonctions continues sur [a, b] tel que pour tout
x € [a,bl on a f(x) < g (x). Montrer qu'il existe k& < 0 tel que pour tout x € [a,b] on a
f(z) <g(z)+k

Exercice 5 (Extrémums et extrémants)

Trouver les extrémums et les extrémants (s’ils existent) de la fonction f définie comme

o stz < -1,
suit f (z) = 2 st x=—1,

r+1 sixz>—1.

Exercice 6 (Continuité uniforme)
Soient f la fonction définie par f (z) = sinz? et k > 0. Montrer que f est uniformé-
ment continue sur [0, k] et qu’elle n’est pas sur R.

Indication : Considérer les deux suites x, = /5 +2nm et y, = 37“ + 2nm).

Exercice 7 (Théoréme des valeurs intermédiaires I)
Soient a,b € R (a <b) et f une fonction continue sur continue sur [a,b] tel que

f(a) # f(b). Soient p,q > 0 et y1,y2 € R.

1. Montrer que si y; < ys alors y; < % < Ya-

2. Montrer qu'’il existe ¢ € ]a, b tel que pf (a) +qf (b) = (p+q) f (¢).
Exercice 8 (Théoreme des valeurs intermédiaires 1I)
Soient a,b € R et f une fonction définie sur R comme suit

a%—l six <0,
f(z)= ab si x =0,

x2cosi+2x+1 six > 0.
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1. Déteminer les constantes a et b pour que la fonction f soit continue sur R.

2. Montrer que I’équation f (x) = 2z + 1 admet une solution dans [i, ﬂ

Exercice 9 (Fonctions réciproques des fonctions hyperboliques)

1. Déterminer le domaine de définition de la fonction f (x) = arcsin (?T\/i) .
2. Montrer que

(a) Pour tout = € [—1,1] on a cos (arcsinz) = /1 — 22

(b) Pour tout z < 1 on a arctan ({££) — arctanz = Z.

(c) Pour tout x € [~1,1] on a arcsinx + arccos v = 3.
3. Résoudre I’équation arcsin 2z — arcsin v/3z = arcsin z.
Exercice 10 (Théoréeme de Rolle)
Soient f et g deux fonctions définies sur [—1, 1] comme suit

2 — 272 — 22sind siz #£0, xof (z) sixz#0,
f(z) = " et g(r) = .
2s1 z=0. 0 si z=0.

1. Montrer que f et g sont dérivables sur [—1,1]. Trouver leurs dérivées.

2. Montrer qu'’il existe ¢ € |—1, 1] — {0} tel que g (c) = 0.

Exercice 11 (Théoréme des accroissements finis)

Montrer que
1. Pour tout z > 0 on a 5 <log(z +1) —logz < 1.

2. Pour tout z,y € Ron a [sinz —siny| < |z —y|.
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Exercice 12 (Théoréme des accroissements finis généralisé)

Soit f une fonction dérivable sur [a,b] avec 0 < a < b. Montrer que les fonctions

fz) 1

T — et v — o vérifient les conditions du Théoréme des accroissements finis

généralisé sur [a, b]. Puis montrer qu’il existe ¢ € |a, b| tel que w =cf (c)—f(c).
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Controle Continu (2009/2010)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

1 ére année MI (Module ANA 1)

Exercice 1 (3pts)

Soit A un ensemble non vide et borné dans R. Justifier ce qui suit :

1. sup A et inf A existent.
2. Vre A:inf A <z <supA.

3. inf A < sup A.

Exercice 2 (6pts)

Répondre par vrai ou faux en justifiant

1. V2+1 eRNQ.

2. Pour tout x € R* on a |z| < —2?%.

3. Pour tout x € R* il existe n € N* telle que 22 > %
4. HTE@:W<T<W109.

5. Ve,ye R:E(x+y)=E(z)+E(y).

6. Toutes les suites bornées sont convergentes.

Exercice 3 (2pts)

Etudier la nature des suites suivantes : u,, = (—1)" v, =

Exercice 4 (3pts)

Citez deux critéres de convergence et un critére de divergence.

Exercice 5 (3,5pts)
Soit E = {v7,1,H}.
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1. Trouver P (F) 'ensemble des parties de E. (0,5pt)

2. On munit P (E) de la relation d’ordre C et soit A ={{/},{1},E}.

(a) Trouver m (A) 'ensemble des minorants de A et M (A) ’ensemble des majo-

rants de A. (1pt)
(b) Montrer que sup A =F et inf A =&. (1pt)

(c) Trouver max A et min A s’ils existent. (1pt)

Exercice 6 (2,5 pts)

1. On veut démontrer, en utilisant le raisonnement par ’absurde, qu’une proposition

logique P est vrai.

(a) Quelle est le principe de ce raisonnement. (1pt)

(b) Est ce que c’est un raisonnement direct ou indirect (Justifier). (0,5pt)

2. Montrer, par I’absurde, que inf |—00, a| n’existe pas. (1pt)
Correction

Solution 1

1. sup A et inf A existent car A est borné, A C R et R vérifie la propriété de la borne

supérieure et inférieure.

2. Vx € A:inf A < x < sup A car inf A est un minorant de A et sup A est un majorant

de A.

3. inf A < sup A car on utilise les inégalités de la question 2 et le faite que < est

transitive.

Solution 2
1. Vrai car c’est la somme du nombre irrationnel v/2 et du nombre rationnel %
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2. Faux car si, par exemple, z =1 ona |z| = [1]|=1£ -1 = —2?%
3. Vrai. Il suffit d’appliquer Archimede sur (z%,1) € R% x R.

4. Vrai. Il suffit d’appliquer la densité de Q dans R entre les deux nombres réeles

1 1 -1 1
(2009)2 et 2009 (IC1 (2009)2 < 2009)'

5. Faux car si on prend, par exemple, x =y = % on trouve F (% + %) =FE(l)=1et
EQM+E(R)=040=0,donc EE+H#FE3)+E(3).
6. Faux car si on prend, par exemple, la suite ((—1)"), elle est bornée mais elle n’est

pas convergente.

Solution 3

1. La suite de terme général u,, = (—1)" est divergente car elle posséde deux sous suites

(ugk) et (ugky1) qui sont convergentes vers deux limites différentes 1 et —1. En ef-

: L 2k s _ : _ _\2kHD
fet, on a kEToo“% o k1—1>1:I|—100( 1) kETool Let kBToou%“ k1—1>I-QI—loo< 1)
lim (—1) = —1.
k——+o0

Attention : Il est incorrect de dire que ((—1)") admet deux limites dif-

férentes car on a vu que si la limite existe alors elle est unique.

2. Onawv, = (’i)" =(-1)" %, alors (vy,) est convergente vers zéro car c’est le produit

de la suite (2) qui est convergente vers zéro et la suite ((—1)") qui est bornée.

Exercice 4 Voir cours

Exercice 5

L. Ona P(E) = {2 {v} {1} ,{F} . {v, 1} {v, 0} ,{1,G} , E}.
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2.a

2.b

& est le seul élément qui est inclus dans {7}, {1} et E c’est a dire
VXecA:oCX

alors m (A) = {@}. En plus, F est le seul élément qui contient {5/}, {1} et E c’est
a dire

VXeA: XCFE
alors M (A) = {E}.
Montrons que supA = E et inf A = @.
Méthode 1 : Par définition, sup A := le plus petit majorant de A = min M (A)
mais min M (A) = E car E est un minorant de M (A) qui appartient a M (A) alors
supA = F.
Par définition, inf A := le plus grand minorant de A = maxm (A) mais maxm (A) =
@ car @ est un majorant de m (A) qui appartient & m (A) alors inf A = @,
Meéthode 2 : On asup A :yLéAY et inf A :yQAY alors supA = {}U{1}JUE =FE
etinfA={y}n{l}NnE=0.
Puisque sup A = E € Aalors max A existe en plus max A = sup A = E. Puisque

inf A =@ ¢ A alors min A n’existe pas.

Exercice 6

l.a

1.b

2

Principe du raisonnement par l’absurde : on suppose que P est fausse et on démon-

tre que cette hypothéese conduit a une contradiction.
Ce raisonnement est indirect car on ne démontre pas directement que P est vrai.

Ici P = [inf]—o00,0] n’existe pas]. On suppose que P est fausse alors inf |—o0o, 0]
existe puisque la borne inférieure représente un minorant alors inf|—oo, 0] est un

minorant de |—oo, 0] donc |—o0, 0] est minoré ceci est une contradiction.
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Controle final (2009/2010)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

1 ére année MI (Module ANA 1)

Exercice 1 (5pts)

Soit A un ensemble non vide de R. Soient m, M € R. Donner la définition de

(2pts) 1. M majorant de A et m minorant de A.
(2pts) 2. sup A et inf A.

(1pt) 3. A est borné dans R.

Exercice 2 (8pts)

Soit A un ensemble non vide et borné dans Rt = {x e R: z > 0} .

1. Justifier ce qui suit :

(0,5pt) a. sup A et inf A existent.
(0,5pt) b. Vo € A:inf A <z <sup A.
(2pts) c. inf RT =0 et 0 <inf A.
2. On considére I'ensemble B = {2% : x € A}.
(2pts) a. Soit z € A. Montrer que (inf A)> < 22 < (sup A)*. Que peut on dire sur
Pensemble B. Déduire que inf B > (inf A)® et sup B < (sup 4)> .

(2pts) b. Soit 22 € B. Montrer que vinf B < x < y/sup B puis déduire que inf B <
(inf A)? et sup B > (sup 4)>.

(Ipt) c. Exprimer sup B et inf B en terme de sup A et inf A.

Exercice 3 (7pts)
. . . . up =1
Soit a € R. On considére la suite récurrente suivante :
Upt1 = AUy, Y € N.

117



(2pts) 1. On suppose que a = 1. Calculer uy, us, usg et u, puis déduire la nature de (u,,) .

2. On suppose que 0 < a < 1.

(1pt) a. Montrer que, pour tout n € N, on a 0 < u,, < 1.
(1pt) b. Montrer que (u,) est une suite monotone.

(2pts) c. Déduire que (u,,) est convergente et calculer sa limite.

(1pt) 3. Ecrire le terme général u, en terme de a. Que représente la suite (uy,) .

Correction

Solution 1

Voir le cour

Solution 2

l.a Ona A C R" € R. Donc A C R. L’ensemble A est borné dans R, A C R et R

vérifie la propriété de la borne supérieure et inférieure alors sup A et inf A existent.
1.b Car inf A est un minorant de A et sup A est un majorant de A.

1.c On a 0 est un minorant de R™ qui appartient & R* alors 0 = min R* donc inf Rt =

min R™ = 0. Puisque A C R" alors inf RT <inf A d’ou 0 = inf R™ < inf A.

2.a Puisque z € A alors inf A < x < sup A prenons le carré pour trouver (inf A)2 <
22 < (sup A)?. L’ensemble B est un ensemble borné. On a (sup A)? est un majorant
de B et sup B est le plus petit majorant de B alors sup B < (sup A)*. On a (inf A)?

est un minorant de B et inf B est la plus grand minorant de B alors inf B > (inf A)”.

2.b 22 € B alors inf B < 22 < sup B prenons la racine pour trouver vVinf B < z <
V/sup B. On a +/sup B est un majorant de A et sup A est le plus petit majorant de
A alors sup A < /sup B prenons le carré pour obtenir le résultat. On a v/inf B est
un minorant de A et inf A est la plus grand minorant de A alors inf A > Vinf B

prenons le carré pour obtenir le résultat.
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2.c De (2.a) et (2.b) on trouve sup B = (sup A)° et inf B = (inf A)”.

Solution 3
1. On a u; = ug = uy = u,, = 1. On peut montrer par récurrence que la suite (u,,) est
la suite constante, donc, elle est convergente.

2.a Par récurrence. On a 0 < ug = 1 < 1, donc la propriété est vérifie pour n = 0.
On suppose que 0 < u,, < 1, alors on multiplie par a > 0 pour trouver 0 < au,, < a,
mais a < 1 et au,, = u,11, donc 0 < u,qq < 1.

2.b Puisque u,, > 0 et a < 1 alors u,11 —u, = (a — 1) u, <0 ce qui implique que (uy,)
est une suite décroissante.

2.c Puisque (u,,) est décroissante et minorée par 0 alors d’aprés le critére des suites

monotones on trouve qu’elle est convergente vers [ qui vérifie [l = al donc [ (1 — a) =

[ —al = 0 puisque 1 — a # 0 on trouve [ = 0.

3. On peut démontrer par récurrence que pour tout n € N on a u,, = a" donc (uy,)

représente la suite géométrique de base a.
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Rattrapage (2009/2010)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

1 ére année MI (Module ANA 1)

Exercice 1 (7,5pts)
Répondre par vrai ou faux en justifiant.
(2,5pts) 1. min[0,1] = 0.

2. Soit A un ensemble non vide de R.

(2,5pts) a. Le majorant de A appartient toujours a A.

(2,5pts) b. Siinf A ¢ A alors min A n’existe pas.

Exercice 2 (12,5pts)

(2pts) 1. Montrer que lim 5% = 0.

nﬂ+oo2n

2. Rappelons que n! = 1.2... (n — 1) .n pour tout n € N*.
2pts) a. Montrer, par récurrence, que pour tout n € N* on a n! > 127 puis déduire que
2
0<4 <24

(2pts) b. Montrer que la suite (%) est convergente vers zéro.

3. Considérons la suite (u,) définie par u, = 1+ & + ... + & pour tout n € N* et

1

posons v, = Up + 5.
(3pts) a. Montrer que (u,) est croissante et (v,,) est décroissante.
(2pts) b. Calculer lim (v, — uy,).

n—oo

(1,5pt) c. Déduire que (u,) et (v,) sont deux suites convergentes.
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Correction

Solution 1

1. Vrai car 0 est un minorant de [0,1] et 0 € [0,1].

2.a Faux. Si par exemple A = [1,3] on a 4 est un majorant de A mais 4 ¢ [1, 3].

2.b Vrai (voir cours).

Solution 2

1. On a 2—1” = (%)n donc (2—1”) est une suite géométrique de base % avec }%} = % <1
. 1 _ . 1 n _
lors Jim =l (3)" =0
24 Pourn=1onall=1>1=121

2

On suppose que n! > 52" alors si on multiplie par n + 1 on trouve (n+ 1)! =

DN [—=

n!(n+1) > 32" (n+1) mais n 4+ 1 > 2 donc 12" (n+1) > 3272 = 22" ce qui
implique que (n + 1)! > 1271,
Puisque n! > %2“ alors on inverse pour trouver L < A

n!l — 1lon
n!ZOdOHCOS%.

_ 91
I = 25:. De plus, on a

2.b De la question (2.a) et puisque liril 22% = 2. liril 2% =20=0c¢et ligl_l 0=0.
Alors, d’aprés le théoréme d’encadrement, la suite (%) est convergente vers zéro.

3.a On a upy — uy, = (nil) > 0,alors (u,) est croissante. D’autre part, on a

B 1 I 1 2 1) <o
vn+1—vn—(un+1—“n)+(n+1)!_E_E n+1 7

car niﬂ — 1 <0 alors (v,) est décroissante.

3.b Onawv, —u, = # alors lim (v, — u,) = lim & = 0.

n!
3.c On déduit de (3.a) et (3.b) que (u,,) et (v,,) sont deux suites adjacentes donc d’aprés

le critére des suites adjacentes on trouve qu’elles sont convergentes.
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Controle continu A (2010/2011)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

1 ére année MI (Module ANA 1)

(8pts) Exercice 1 On considére deux suites (u,,) et (v,) définies comme suit :

ug =0et vg =1,
Upt1 = 2Up, + gU, pour tout n € N,

Unt1 = §lUn + 20, pour tout n € N.

1. On pose w,, = v,, — u, pour tout n € N.
(a) Ecrire w1 en terme de w,, puis déduire que (w,) est positive et convergente
vers 0.
(b) Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes puis déduire qu’elles sont conver-
gentes vers la méme limite [.

2. On pose z, = u, + v, pour tout n € N.

(a) Ecrire z,.; en terme de z, puis déduire la nature de (z,) .

(b) Déduire la valeur de I.

(8pts) Exercice 2 Justifier ce qui suit

1. Soit A un ensemble majoré non vide de R et M € R. Si M > sup A alors M est un
majorant de A.

2. Si A et B sont deux ensembles majorés non vide de R telque sup B = sup A + 1
alors sup (AU B) = sup B.

3. Si (uy) est une suite positive alors elle est minorée.

4. Si A = {7—11 'n e N*} alors sup A = 1 et inf A = 0. (Utiliser la suite définie pour

1

tout n € N* par u, = =)

n
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(4pts) Exercice 3 Soit A un ensemble borné de R et a > 0. On pose aA =

{az :

x € A} . Montrer que aA est borné et que sup (aA) = asup A et inf (aA) = ainf A.

Correction

Solution 1

2 _2

l.a On a wyi1 = Vg1 — Upyi1 = (éun + %vn) — (%un + évn) =5 (Un — Un) = FWy.

1.b

2.a

2.b

Puisque w11 = %wn alors, par récurrence, on trouve que pour tout n € N on a

win = () w = (3) 20

2

De plus, (w,,) représente la suite géométrique de base a = 5

avec |a| = 2 < 1 alors
elle est convergente vers 0.

_1

cWn > 0 et vy —v, = —Lw, < 0. Donc (u,)

Puisque w,, > 0 alors u, 1 — uy, 5

est croissante et (v,) est décroissante.

De plus, liI}_l (up, —v,) = lim w, = 0. Ce qui implique que (u,) et (v,) sont

n—-+o0o

adjacentes.

Puisque (u,) et (v,) sont adjacentes alors elles sont convergentes vers la méme

limite [.

1 1 :
On a Zn4l = Upy1 + Uny1 = (%un + gvn) + (gun + %Un) = u, + v, = z,.La suite

(z,) est convergente vers zgp = ug + vg = 0+ 1 = 1 car c’est la suite constante.

Onal= lim z,= lim (u,+v,) =2l. Ce qui implique que | =

1
n——+o0o n——+0o0o 2

Solution 2

1.

On a
Vee A:xz <supA,

mais M > sup A donc
Vre A:x <supA < M,
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ce qui implique que
VeeA:z <M
alors M est un majorant de A.

. Onasup (AU B) = max (sup A, sup B) mais sup B = sup A+1 alors sup (AU B) =
max(sup A,sup A+ 1) =sup A+ 1 car sup A + 1 > sup A.

. (uy) est une suite positive alors

VneN:0<u,

alors elle est minorée par 0.

. Au début, on remarque que A représente I'ensemble des valeurs de la suite (u,,) .

On a (u,) est décroissante et minorée car

1
VneN Tup 1 —u, <0et0< —=u,
n
alors elle est convergente vers inf A. C. & d. inf A = liril Uy = hr_{l % = 0. En

plus, (u,) est décroissante alors sup A = max A = u; = 1.

Solution 3 A est borné alors

Vre A:inf A <z <supA.

Alors si on multiplie par a > 0 on obtient

Vax € aA: ainf A < azx < asup A. (4.1)

Ce qui implique que aA est borné.

Montrons que sup (aA) = asup A et inf (aA) = ainf A.

De (4.1), on trouve asup A est un majorant de aA et ainf A est un minorant de a4,
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alors

{sup (@A) < asup A et ainf A < infaA. (4.2)

D’autre part, on a

Vaz € aA : inf (aA) < ax < sup (aA),

alors si on dévise par a > 0 on obtient

i A
vee A 2d) o supled)
a a
ce qui implique que % est un majorant de A et % est un minorant de A, d’ou
sup A < SUPEL“A) et inf(sA) < inf A. C’est a dire
{asup A <sup (aA) et inf (aA) < ainf A. (4.3)

De (4.2) et (4.3), on trouve le résultat.
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Controle continu B (2010/2011)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

1 ére année MI (Module ANA 1)

(8pts) Exercice 1 Justifier ce qui suit

1. Soient A un ensemble majoré par a € R et b € R. Si b > a alors b est un majorant

de A.

2. Si A et B sont deux ensembles minorée non vide de R telque inf B = inf A+ 1 alors
inf (AU B) = inf A.

3. Si (uy) est une suite négative alors elle est majorée.

: 2%+l _ m 28— im &0
4 nliglmn2+2n+l - 2’nEIJ£1003n - O’nginoo ntl 0.

(8pts) Exercice 2

1. Donner la définition d’une suite numérique.

2. Soient (u,) et (v,) deux suites numériques. Donner la définition de (u,) et (v,) sont

deux suites adjacentes.

3. PourtoutneN*,onposeun:1+2—12+...+# etvn:un—l—%.

(a) Montrer que (u,) est croissante et (v,) est décroissante.

(b) Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes. Puis déduire qu’elle sont conver-

gentes vers la méme limite.

(4pts) Exercice 3 Soient A un ensemble borné de R et a € R. On pose a +
A = {a+az:2¢€ A}. Montrer que a + A est borné et que sup(a+ A) = a + sup A
et inf (a + A) = a + inf A.
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Correction

Solution 1
1. a est un majorant de A alors

VeeA:x<aq

puisque b > a alors

Vee Az <D

ce qui implique que b est un majorant de A.
2. On a inf (AU B) = min (inf A, inf B) = min (inf A,inf A + 1) = inf A.

3. (u,) est une suite négative alors pour tout n on a u, < 0 ce qui implique qu’elle

est majorée par 0.

4 Ona i Gty = Jim S = i 2 =2 Ona i 52 = g (3)" =0, car
2| _ 2 T et ) M =n" n_1 : : .
2/ =2<1.0na nETmn_—H =0, car “ = = (—1)" .27 produit de deux suites :
((—1)") est bornée et (ﬁﬂ) est convergente vers 0.

Solution 2

1 et 2 Voir cours.
3.a On a u,q — u, = m > 0, donc (u,) est croissante. D"autre part,
1 1 1 1
Unt1l — Un = (Upt1 — Up) + - | = - SO,
1 (tn1 ) <n+1 n) (n+1)2 n(n+1)

car (n +1)* > n(n+ 1) donc (njl)Q < n(n1+1). Ce qui implique que (v,,) est décrois-

sante.
3b Ona lim (v, —u,) = lim 1 =0.
n—-+oo n—-+o0o

Puisque (u,,) est croissante, (v,) est décroissante et lim (v, — u,) = 0. Alors elles

n—-+oo

sont adjacentes. Donc elles sont convergentes vers la méme limite d’aprés le critére
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des suites adjacentes.

Solution 3

1. A est borné alors

Ve A:inf A <z <supA.

Alors si on ajoute a on obtient

Vo+rx€c€a+A:a+infA<a+x<a+supA. (4.4)

Ce qui implique que a + A est borné.

Montrons que sup (a + A) = a+sup A et inf (a + A) = a+inf A : De (4.4), on trouve

a + sup A est un majorant de a + A et a + inf A est un minorant de a + A, alors

sup (a+ A) <a+supAet a+inf A <inf(a+ A). (4.5)

D’autre part, on a

Va+zea+A:inf(a+ A) <a+z<sup(a+ A),

alors

Vee A:inf(a+A) —a <z <sup(a+A)—a,

ce qui implique que sup (a + A) — a est un majorant de A et inf (a + A) — a est un

minorant de A, d'ot sup A < sup (a+ A) —a et inf (a + A) —a < inf A. C’est a dire

{a +sup A <sup(a+ A) et inf (a + A) < a + inf A. (4.6)

De (4.5) et (4.6), on trouve le résultat.
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Controle final (2010/2011)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

1 ére année MI (Module ANA 1)

Exercice 1 (6pts)

Justifier ce qui suit

1. Si lim f(z)=1€Ralors lim f%(x)=1[%

T—T0 T—x0

2. La fonction f (x) = %l n’est pas continue au point 0.

3. La fonction f (z) = \/x cos ?]5 admet un prolongement par continuité au point 0.

4. La fonction f (x) = |z| n’est pas dérivable au point 0.

Exercice 2 (8pts)

1. Soit f une fonction dérivable sur R.
Donner la définition de f est dérivable sur R. Est ce que f est continue sur R

(Justifier).

2. Soient a,b € R avec a < b. On suppose que f (a) = 0 et on consideére la fonction g

) ) 0siz=a,
définie comme suit : g (z) = o) f)
LELD six # a.

(a) Montrer que g est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[. Trouver g sur ]a, b|.

2 7

(b) On suppose que f (a) = f (b). Montrer qu'il existe ¢ € |a, b[ tel que (¢ —a)” g (¢)+

f(e)=f(a)=0.

Exercice 3 (6pts)

Montrer que
1. Il existe ¢ € ]—%,0[ tel que 3¢ + cosc = 0.
2. Si f est une fonction continue au point xy avec f(xg) > 0 alors f > 0 sur un

voisinage de xg.
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Rattrapage (2010/2011)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

1 ére année MI (Module ANA 1)

Exercice 1 (7,5 pts)
1. Soit A un ensemble majoré non vide de R et M € R. Montrer que si M > sup A

alors M est un majorant de A.

2. Soit B = {% 'n € N*} . Utiliser la suite définie pour tout n € N* par u,, = % pour

montrer que sup B = 1 et inf B = 0.

Exercice 2 (9pts) On considére deux suites (u,) et (v,) définies comme suit :
ug =0et vg =1,
Unt1 = Uy, + g0, pour tout n € N,

Un+1 = %un + %vn pour tout n € N.

1. On pose w,, = v,, — u,, pour tout n € N.
(a) Ecrire w1 en terme de w,, puis déduire que (w,) est positive et convergente

vers 0.

(b) Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes puis déduire qu’elles sont conver-
gentes vers la méme limite [.
2. On pose z, = u, + v, pour tout n € N.
(a) Ecrire z,.; en terme de z, puis déduire la nature de (z,) .

(b) Déduire la valeur de I.

Exercice 3 (3,5 pts) Soient n € N* et ag, ay, ..., a,, des réels tel que

ap+ % + ... + -2 = 0. Considérons deux fonctions [ et g définies sur R comme suit

n+1
f(@) = apr + Ga* + ... 4+ ;252" et g(x) = ao + a1z + ... + a,z™. Montrer qu'il existe
c €10,1[ tel que f' (c) = 0 puis déduire que I’équation g(x) = 0 a au moin une solution

dans |0, 1].
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Devoir 1

I On pose A=1,3].

IT

1 Donner un élément M € R qui vérifie la propriété suivante :

Vee A:x < M. (4.7)

Comment on appel cet élément. Est ce qu’il y’a un autre élement qui vérifie
(4.7), qu’est ce qu’on peut déduire. Qu’est ce qu’on peut dire sur A. Trouver
I’ensemble de tout les éléments de R qui vérifient (4.7), on le note par A.
Donner le plus petit élément de A, comment on I'appel. Est ce que cet élément

appartient a A.

Faite une conclusion.

Donner un élément m € R qui vérifie la propriété suivante :
Vre A:m < zx. (4.8)

Comment on appel cet élément. Est ce qu’il y’a un autre élement qui vérifie
(4.8), qu’est ce qu’on peut déduire. Qu’est ce qu’on peut dire sur A. Trouver
I'ensemble de tout les éléments de R qui vérifient (4.8) on le note par B5.
Donner le plus grand élément de B, comment on I'appel. Est ce que cet élément

appartient a A.

Faite une conclusion

Donner la définition de I’ensemble des nombres rationnels qui est Q.

Nous somme, maintenant, dans Q. On pose A = {x € Q : z? < 3}. Est ce que
est A borné. Est ce qu’il admet une borne supérieure et une borne inférieure.
(N’oubliez pas qu’on ne connait que Q. C’est adire on n’a pas encore définit

la racine\/). Que peut on déduire.
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3 Pourquoi on a construit ’ensemble des nombres réeles R.

4 Donner quelques propriétés de R.

Correction

1 A=]1,3].

II

1 M = 4. On P'appel majorant de A. Oui, il y’a un autre élément qui verifie

la propriété (P;) (Par exemple M = 5). Ce qui implique que le majorant de
A =1, 3] n’est pas unique. Dans ce cas, on dit que A est borné supérieurement
ou majoré. A = [3,+o0[. Le plus petit élement de A = min [3, +oo[ = 3. On
I’appelle borne supérieure de A notée par sup A. Oui il est unique. Oui il
appartient & A. Donc, on ’appel maximum de A noté par max A.
Conclusion.

Soit @ # A C R. Le majorant de A est un élement M de R qui vérifie
Ve € A:x < M. Généralement, il n’est pas unique. Si A admet un majorant
alors on dit qu’il est borné supérieurement ou majoré. La borne supérieure de
A notée par sup A représente le plus petit majorant de A et il est unique. Si

sup A € A alors max A existe et max A = sup A.

Je laisse cette partie & I’étudiant.

Q= {g :p,q EL et qF 0} représente 1’ensemble des nombres rationnels.
Oui A = {r € Q: 2? < 3} est borné¢ dans Q car il admet un majorant M et
un minorant m dans Q. En effet, si x € A alors 2% < 3 < 4, ceci implique que
—2<zr<2,doncM=2€Qetm=-2€Q.

L’ensemble A n’admet pas une borne supérieure dans Q. On le démontre par
absurde (Voir le cours).

Conclusion.

On remarque que les deux propriétés suivantes

L'existence du majorant implique P'existence de la borne supérieure (PBS)
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et

L'existence du minorant implique 1’existence de la borne inférieure (PBI)

ne sont pas vérifient dans Q.

(PBS) s’appelle la propriété de la borne supérieure. (PBI) s’appelle la pro-

priété de la borne inferieure.

De la question précédente, on trouve que parmi les raisons de la construction
de 'ensemble R est d’avoir les deux propriétés (PBS) et (PBI). C’est a dire

que R compense les faiblesses de Q.

On peut citer quelques propriétés de ’ensemble R :

a. (R, +,.) est un corps commutatif.
b. R verifie les propriétés (PBS) et (PBI).
c. R est Archimidien.

d. Q et R\Q sont denses dans R.
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Devoir 11

Exercice 1
Soient z, y € R tels que 0 < x < 1 < y. Classer par ordre croissant : \/x, x, 12, VY

y, y2, 0 et 1.

Exercice 2

Répond par vrai ou faux (avec justification).
1. V:c,yE]R:(% gl) = (z <y).
2. Vo, 9,91, €ER: (11 S 29 Ayn S p) = (11— 91 S22 — 42) -

3. Va,y € R:(|z] = [y]) = (z = y).

Exercice 3

Soit > 0, montrer qu’il existe n € N* tel que % <z <n.

Exercice 4

Soit ) # A C R.

1. Donner la définition littéraire et mathématique (en utilisant 3,V, €, etc...) de chaque
terme.
(a) M est un majorant de A.
(b) La borne supérieure de A.
(c) A est un ensemble borné supérieurement.
)

(d) A est un ensemble borné.
2. En utilisant 4,V, €, etc..., donner la définition de chaque terme.

(a) A admet un minorant.

(b) A admet une borne inférieure.
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(c) A admet un plus petit élément.
(d) A admet un plus grand élément.
3. Citer toutes les relations qui existent entre le majorant, la borne supérieure et le

plus grand élément d’un enemble A. Méme question pour le minorant, la borne

inférieure et le plus petit élément d’un enemble.

Exercice 5
Soit A = [—1,0[U]1, 2].
L’ensemble A est-il borné ? Déterminer les bornes inférieure et supérieure de A si elles

existent. A admet-il un plus petit élément, un plus grand élément ?

Exercice 6

Répond par vrai ou faux (avec justification).

1. Si A= {x;”—_zH :x €0, 1]} alors sup A existe.
2. Si A est un ensemble borné dans R, B est un ensemble non borné dans R et

AN B # @ alors AN B est borné dans R.

Exercice 7

Soient () # A, B C R. On suppose que pour tout élément a de A et tout élément b de
B, onaa<b.

Montrer que sup A < inf B.

Exercice 8

1. Soient ) # A C Reta > 0. PosonsaA ={ax:x € Ay eta+tA={a+x:x€ A}.

(a) Montrer que si A est borné alors aA et a + A sont bornés.

(b) Est ce que sup (aA) = asup A et inf (aA) = ainf A.
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(c) Trouver des résultats analogues pour a + A.
2. On suppose que A, B C R*.. Posons A.B={a.b:ac Aetbec B}.

(a) Montrer que si A et B sont majorés alors A.B est borné.

(b) Donner la formule de sup (A.B) et inf (A.B) en terme de sup A, inf A, sup B
et inf B.

Exercice 9

Soit ) # A C R*. Posons B = {z € R} : 2% € A}.
1. Montrer que si A est borné alors B est borné.

2. Donner la formule de sup B et inf B en terme de sup A, inf A.

Exercice 10
Soit ) # A C R. Posons |A| = {|z| : x € A}.
1. Montrer que si A est borné alors |A| est borné.
(*)
2. Montrer que sup |A| = max {|inf A|, |sup A} et 0 < inf|A| < min {|inf 4|, |sup A|}.

3. Montrer que, généralement, on a pas une égalité dans (x).
A RETENIR

Soit A un ensemble non vide d’un ensemble ordonné (E,<).
Parmi les méthodes utiliser pour démontrer que sup A = a, on cite trois.
Méthode 1 11 suffit de demontrer que sup A < a et sup A > a.
Méthode 2 On a

a est un majorant de A,

supA =a &
a < tous les majorants de A.

Donc pour montrer que sup A = a il suffit de montrer que
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1. a est un magorant de A, c’est a dire, on montre que Vx € A:x < A.

2. a <tous les majorants de A. c’est a dire, on montre que
VM majorant de A:a < M. (4.9)

Pour avoir (4.9), on peut utiliser l'une des deux méthodes.

(a) Méthode directe : on considére un majorant M quelconque et on essaye de

trouver la relation : a < M.

(b) Meéthode indirecte (par absurde) : on suppose que (4.9) est fausse (c’est a dire,
on suppose qu’il existe un majorant M de A tel que a > M) et on essaye de

trouver un contradiction.

Meéthode 3 57 E =R alors

a est un majorant de A,
supA =a <

Ve>0,dr € A:a—c <.
Question : Trouver des résultats analogues pour montrer que inf A = b.
Correction
Solution 1

Onal<a?<zs<x<1<fy<y<y

Solution 2

1. Faux. Car, par example, %5 < 1 mais 3 £ —5.
2. Faux. Car, par example, 1 <2et 1 <5 mais1 —-1=0 f 2—-5=-3.

3. Faux. Car, par exemple, |[—1| = |1] mais 1 # —1.

137



Solution 3

Si on applique Archimede sur (z,1) € R:xR et sur (1,z) € R{xR on trouve

1

o < T < na. Posons

niy,ne € N* tel que 1 < myz et © < nyl. Ceci implique que

n = max (ny, ng) . Alors%ﬁ n—ll <z <ng <n.

Solution 4
Soit ) # A C R.
1. (a) M est un majorant de A.
Définition littéraire : M est supérieur ou égale & tout les éléments de A.

Définition mathématique :
Vee A:x < M.

(b) La borne supérieure de A.

Définition littéraire : La borne supérieure de A est le plus petit majorant de
A.

Définition mathématique :
sup A = min {M /M est majorant de A} = min{M/Ve € A:ax < M}.

(c) A est un ensemble borné supérieurement.
Définition littéraire : A admet un majorant M.

Définition mathématique :
IM eRVre A:z < M.

(d) A est un ensemble borné.
Définition littéraire : A est un ensemble borné supérieurement et inférieure-

ment.
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Définition mathématique :

Im, M eRVre A:-m<ax<M.

2. La définition mathématique de

(a) A admet un minorant est

dJneRVre A:m<x.

(b) A admet une borne inférieure: max {m/Vr € A:m < x} existe.

(c) A admet un plus petit élément est

dJne AVre A:m < x.

(d) A admet un plus grand élément est

dIM e AV e A:x < M.

3. Les relations qui existent entre le majorant, la borne supérieure et le plus grand
élément d’un ensemble. Aussi entre le minorant, la borne inférieure et le plus petit

élément d’un enemble A sont (on laisse la démonstration a I’étudiant)

(a) (A admet un majorant) = (sup A existe) .
(M majorant de A et M < tous les majorants de A) = (M =sup A).
(M majorant de A et M € A) = (M =max A).
(b) sup A est un majorant de A.
(sup A € A) = (max A existe et max A =sup A).
(sup A ¢ A) = (max A n’existe pas).

(c) max A est un majorant de A.
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(max A existe) = (sup A existe et max A =sup A).
(d) (A admet un minorant) = (inf A existe) .

(m minorant de A et m > tous les mionorants de A) = (m =inf A).
(m minorant de A et m € A) = (m = min A).

(e) inf A est un minorant de A.

(inf A € A) = (min A existe et min A =inf A).

(inf A ¢ A) = (min A n’existe pas).

(f) min A est un minorant de A.

(min A existe) = (inf A existe et min A = inf A).

Solution 5

A est borné car A est I'union de deux ensembles bornés, sup A = max (sup[—1, 0], sup|1, 2]) =
max (0,2) = 2 et inf A = inf ([-1,0[U]1,2]) = min (inf[—1,0[,inf]1,2]) = min(—1,1) =
—1. Puisque supA = 2 € A alors max A existe et max A = sup A = 2. Puisque

inf A= —1 € A alors min A existe et min A = inf A = —1.

Solution 6

1. SiA:{ 2

5 x €0, 1]} alors sup A existe. Vrai. Car

2

2 +1

Vz €]0,1] : <1,

donc A admet un majorant, puisque A C R et R vérifie la propriété de la borne

supérieure alors sup A existe.

2. Si A est un ensemble borné dans R, B est un ensemble non borné dans R et

AN B # @ alors AN B est borné dans R. Vrai. Car, AN B C A et A est borné
alors AN B est borné.
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Solution 7
Soit b € B, alors
VaecA:a<b

ce qui implique que b est un majorant de A, alors supA < b (car sup A <tous les

majorants de A). C’est a dire

Vbe B:supA < b,
alors sup A est un minorant de B, d’ou sup A < inf B (car tous les minorants de

B <inf B).

Solution 8

1. Soient ) # A CReta>0.PosonsaAd={ax:z€ AetatA={a+x:x€ A}.

(a) A est borné alors

Vee A:inf A<z <supA. (4.10)

Alors
Var € aA :ainf A < ax < asup A. (4.11)
Vao+rxeca+A:a+infA<a+x<a+supA. (4.12)

Ce qui implique que aA et a + A sont bornés.

(b) Oui, sup (aA) = asup A et inf (aA) = ainf A car, de (4.11), on a asup A est

un majorant de (aA) et ainf A est un minorant de (aA), alors

{sup (@A) < asup A et ainf A < inf (aA). (4.13)

D’autre part, on a

Vax € aA : inf (aA) < ax < sup (a4),
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alors

inf (aA sup (e A
Ve e A: (a4) <z< M
a a
- . sup(aA) : inf(aA) i
ce qui implique que est un majorant de A et est un minorant de

a

A, dousup A < SUP((IGA) et inf(;A) <inf A. C’est a dire

a

{asup A < sup (aA) et inf (aA) < ainf A. (4.14)

De (4.13) et (4.14), on trouve sup (aA) = asup A et inf (aA) = ainf A.

(c) De méme, on peut montrer que sup (a +A) = a + sup A et inf(a + A) =
a+inf A.

2. Posons A.B={ab:a€ Aetbe B}.

(a) A et B sont bornés alors

Vr € A:infA<z<supA,

Vy € B:inf B <y <supB.

Puisque A, B C R alors inf A,inf B € R, et sup A,sup B € R d’ou

Vz.y € A.B :inf A.inf B < xy < sup A.sup B, (4.15)

alors A.B est borné.

(b) De (4.15), on trouve que sup A.sup B est un majorant de A.B, d'ou

sup (A.B) < sup A.sup B. (4.16)

Soient © € A et y € B. On a zy < sup (A.B), alors

VSEEA::C<M
—_— y )
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d’ou wj‘B) est un majorant de A, donc sup A < w. Ce qui implique
que
sup (A.B
vyeB:y< @B
sup A
D’ou % est un majorant de B. Alors, sup B < wAAB). Donc
sup sup
sup A.sup B < sup (A.B). (4.17)

De (4.16) et (4.17), on trouve sup (A.B) = sup A.sup B. De méme, on trouve
inf (A.B) = inf A.inf B.

Solution 9

1. Soit r € B = {r €Ry: 2?2 € A} alors 22 € A, d'ou inf A < 22 < sup A. Ce qui
implique que vinf A <z < y/sup A. Donc

Vx e B:vinf A <z < /supA. (4.18)

Donc B est borné.

2. De (4.18), on trouve que y/sup A est un majorant de B, ce qui implique que

sup B < y/sup A. (4.19)
D’autre part, si y € A alors \/y € B et /y < sup B. D’ou
Vye A:y < (supB)>.

Donc (sup B)? est un majorant de A et sup A < (sup B)*. Donc
vsup A < sup B. (4.20)
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De (4.19) et (4.20), On obtient sup B = y/sup A. De méme, on montre que inf B =
Vinf A.

Solution 10
x < sup A < |sup 4|
1. On a |z| = ou d’on |z| < |sup A| ou |z| <

—x < —inf A < |—inf A| = |inf A|
linf A| donc |z| < max {|inf A|, |[sup A|} . Donc

Viz| € |A] : 0 < |z| < max {[inf 4|, |sup A|}.

Alors |A| est borné.
2. Distinguons trois cas
Cas 1 : A C R,. Dans ce cas, |[A] = A,infR, =0 < inf A < sup A et on aura
max {|inf A|, |sup A|} = max {inf A, sup A} =sup A = sup |A| et min {|inf A|, |sup A|} =
inf A =inf |A]|.
Cas 2 : AC R_. Dans ce cas, |[A| = —A,inf A <sup A < supR_ = 0 et on aura
max {|inf A|, |sup A|} = max{—inf A, —sup A} = —inf A = sup (—A) = sup |A] et
min {|inf 4|, |sup A|} = —sup A = inf (—A) = inf |A4]|.
Cas3: A=FUF avec E CR, et FFC R_. On remarque que sup A =sup E >0
et inf A = inf F' < 0. D’autre part, on a |[A| = EU(—F), d’ou

sup |A| = sup(F U (—F)) = max (sup E,sup (—F)) = max (sup E, — inf F')

= max (sup A, —inf A) = max (|inf A|, [sup A|)

Puisque |A] C Ry alors inf |A| > inf R, = 0.
Montrons, maintenant, que inf |A| < min {|inf A|,|sup A|} : Soit ¢ = 5 |inf A| =
—% inf A > 0, il existe z; € A telqueinf A < z; < inf A+¢e = %ian < 0. De méme,

on montre qu'il existe 25 € A telque 0 < x5 < sup A. Posons y; = |x1| = —z1 et yo =
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|z3] = x9. On remarque que yy,y2 € |A|, inf |[A] <y; = —z1 < —inf A = |inf A et
inf |A] <y = 29 < sup A = |sup A|. Par suite inf |A| < max (|inf 4|, |sup 4]).

3. Il existe des ensembles tel qu’on a pas une égalité dans (x) . Sion prend A = [—3, 3],

on a |A| = [0, 3] et max (|inf 4|, |[sup A|) = max (|]—3|,|3|) = 3 # inf |A| = 0.
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Devoir 111

Répond par vrai ou faux dans chacun des cas en justifiant :

1.

10.

11.

On considére (P (E),C) avec E = {0,1,0}. On a sup {{1},{00}} = {1,0} et
inf {{1},{00}} = 2.

Pour toute suite (u,,) qui vérifie 7}13)10 |un| =0 on a nhi& Uy = 0.

Pour toute suite convergente (u,,) on a (|u,|) est convergente.

Pour toute suite (u,) qui vérifie (|u,|) est convergente on a (u,,) est convergente.
Toute suite bornée est convergente.

(uy) et (v,) sont deux suites telque u,, < v,, pour tout n € N. Si (v,) est convergente

alors (u,) est convergente.

i ksin =2k
Si u, = . alors (u,) est convergente.
i sin=2k+1
St u, = % alors (u,) est divergente.
St u, = %ﬁgﬂ) alors (u,) est divergente.

Si (u,,) est une suite convergente et (v,,) est divergente alors (u,, + v,,) est divergente.

Si (uy,) est une suite croissante négative alors elle est convergente.

Correction

. Vrai car supA = YLéAY et inf A = YQAY donc pour A = {{1},{O}} on trouve

sup {{1}, {0} } = {1} U {0} = {1,0} et inf {{1} ,{T0}} = {1} n {00} = @.

Vrai. Il suffit de remarquer que v, = —|u,| < u, < |uy| = w,, limv, =
n—oo

lim (—|u,|) = —lim |u,| = 0 et limw, = lim |u,| = 0 donc lim v, = lim w,,

—00 n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

d’aprés le théoréme d’encadrement, on trouve que lim u,, = 0.

n—oo

. Vrai. Voir suite valeur absolue.

Faux. Il suffit de prendre la suite u,, = (—1)". En effet, on a |u,| = 1 alors (|u,])

est convergente vers 1 mais ((—1)") n’est pas convergente.
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10.

11.

. Faux. Il suffit de prendre la suite u,, = (—1)" . Elle est bornée mais pas convergente.

Faux. On a (—1)" = u, < v, = 2, la suite (v,) est convergente car c’est la suite

constante 2 mais (u,) = ((—1)") n’est pas convergente.

Faux car elle posséde une sous suite divergente qui est (ug). En effet, klim Ugp =
—00

klim k = +o0.

. Faux. Cette suite est convergente car c’est le produit d’'une suite convergente vers

zéro qui est (1) et une suite bornée ((—1)").

2k+1 2k+2

. Vrai, car limug, = lim3= = 1 # —1 = lim — £= = klimu%ﬂ. Donc
—0Q0

o0 2k+2 2k+3

k—oo k— k—oo

—1)"(n+1 X . o s
(()nif;r)) posseéde deux sous suites convergentes vers deux limites différentes.

Vrai. Par I’absurde, on suppose que (u,, + v,,) est convergente alors, en utilisant les
opérations algébriques sur les limites, on trouve que (v,) = (u, + v,) + (=1) (uy)

est convergente ceci est une contradiction avec (v,,) est divergente.

Vrai. 1l suffit ici de remarquer que (u,,) est majorée par 0 car
Vn :u, <0

puis on conclut avec le critére des suites monotones.

A retenir :

1.

2.

Si on veut démontrer qu’une proposition P est vraie on utilise I’un des
raisonnements suivants
(a) Raisonnement direct.

(b) Raisonnement indirect : par I’absurde, par contraposition (dans le
cas d’une implication), par réccurence (dans le cas d’une propriété

sous la forme Vn > ng : P (n))

Si on veut démontrer qu’une proposition sous la forme Vz : P (z) est

fausse on utilise le raisonnement (indirect) par un contre exemple.

147



Devoir IV

Répondre par vrai ou faux en justifiant les réponses :

1. Pour toutes fonction f qui vérifie |f| est continue en un point a on a f est aussi

continue en a.
2. Toute fonction continue en un point xg est dérivable en ce point.
3. Toute fonction dérivable est monotone.

4. La dérivée d’une fonction paire est une fonction impaire.

Correction

1 siz>0,
1. Faux. Démontrons le par un contre exemple : Soit f () = On

-1 six<O0.
a la fonction |f| est continue en 0 car |f|(z) = |f (z)| = 1 pour tout z € R (elle

représente la fonction constante). Mais la fonction

f n’est pas continue en 0 car liinf (r) = 1 et liinf (r) = —1ldonc liinf (r) #
1i1>fnf @), 2550 2550 2550
2. ;‘:1(:1)(. Exemple : f (z) = |x| pour tout € R. On a la fonction f est continue en 0
car lim f(z)= liin f (z) = 0. Mais elle n’est pas dérivable en 0 car hm i 10 — 1
et hg;?(zi g( ) xﬂil donc lignf (x) # liinf (x). 0
mHO z—0 z—0

3. Faux. Eremple : f (x) = sinx pour tout € R. On a la fonction f est dérivable

sur R. Mais elle n’est pas monotone sur R.

4. Vrai. Soit f une fonction paire. alors f (—z) = f (x) pour tout x € Dy. Si on pose
g (z) = f (—z)pour tout x € Dy alors, d'une part, on a ¢'(r) = —f(—x)pour tout
x € Dy. D’autre part, on a g (z) = f (z) pour tout x € Dy alors ¢'(x) = f(z) pour
tout © € Dy. Ce qui implique que f(—x) = —f’(x) pour tout x € D;. Donc f"est

impaire.
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Devoir V

Citez les critéres de convergence et de divergence des suites, en donnant quelques

exemples.

Correction

CRITERES DE CONVERGENCE.

1. Si (uy,) est une suite constante alors (u,) est convergente. Par exemple : on con-
sidére la suite u,, = 1 pour tout n > 1. Cette suite est convergente vers 1 car c’est

une suite constante.

2. Si pour tout n > ng on a w, < u, < v, et liT U, = lz’T wy, =1 alors (u,) est
convergente vers [. Par exemple : on considére la suite u,, = " +1)2 +—== " +2)2 +..t= @ )
pour tout n > 1. Cette suite est convergente vers 0 car

0< ! + ! +...+ !
(n+1)7°  (n+2) (2n)?
1 1 1 n
S = = U?’Z

1)t T T r ) 1)

et lim v, = lim w, =0.
n—-+4oo n—-+4oo

3. Si (uy) est une suite bornée et (vy,) est une suite convergente vers 0 alors (u,.vy,)

est convergente vers 0. Par exemple : on a liT % = 0 car ﬁ?n = (-1)" %, la
suite ((—1)"), est bornée et lZT ~=0.

4. Si (uy,) est une suite croissante et magjorée alors (u,) est convergente. Par exemple :

. . Ug = 0
on considére la suite

_ Tup+4
Unt1 = 355 v 2 1.

Cette suite est convergente car elle est croissante et majorée par 2. Signalons que

Vn>1:0<u, <2
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10.

11.

Si (uy,) est décroissante et minorée alors (uy,,) est convergente.

Si (uy) et (v,) sont adjacentes alors (uy) et (vy,) sont convergentes vers la méme
Ug = a,v9 =b

limite. Par exemple : Soit 0 < a < b. On considere les suites w1 = /u,v, On
Upyy = Yudtn,

a (u,) et (v,) sont convergente vers la méme limite car elles sont adjacentes.

Si (uy,) est une suite de Cauchy alors (u,) est convergente. Par exemple : on con-

sidére la suite u, = 1+ 2—12 + ...+ # pour tout n > 1. Cette suite est convergente

car c’est une suite de Cauchy.

Si (ugn) , (uant1) sont convergentes vers la méme limite | alors (uy,) est convergente

n—1
vers [. Par exemple : on considére la suite v, = 1 — % +..+ % pour tout n > 1.

Cette suite est convergente car (usy,) , (u2,+1) sont convergentes vers la méme limite.

Si (|un|) est une suite convergente vers 0 alors (uy,) est convergente vers 0. Par ex-

_ ="

emple : on considere la suite u,, = ~—— pour tout n > 1. Cette suite est convergente
vers 0 car |u,| = )ﬂ =1 - 0.

n " pn—too
Si pour tout n > 1 on a u, #0 et lz'T il = [ < 1 alors (uy) est convergente

n—-+o0o n

vers (. Par exemple : on considére la suite u,, = (anl)v pour tout n > 1. Cette suite
est convergente car lim || <1

n—+o0o n

Si |a| < 1 alors lim a™ = 0 c. a. d (a™) est une suite convergente vers 0. Par
n—-+00

exemple : on considére la suite u, = 2% pour tout n > 1. On a u, = — 0 car
n—-4o0o

w= k= () et i =1 <1

CRITERES DE DIVERGENCE.

1.

Si (u,) admet deuz sous suites qui sont convergentes vers deux limites différentes
alors (uy) est un suite divergente. Par exemple : on considere la suite u, = (—1)"

pour tout n > 1. On a ug, = (—1)*" =1 = 1 et ugpq = (—1)>" = —1 =
1,

150



alors (u,,) est divergente car elle admet deux sous suites (ug,) et (ug,+1) qui sont

convergentes vers deux limites différentes.

. Si (uy,) admet une sous suite divergente alors (u,) est une suite divergente. Par ex-
emple : on considere la suite u,, = (—1)"n pour tout n > 1. Ona ug, = 2(—1)*"n =
2n, alors (u,,) est divergente car elle admet une sous suite (ug,) qui est divergente.
. St (up|) est une suite divergente alors (uy,,) est une suite divergente. Par exemple :
on considere la suite u,, = (—1)"n pour tout n > 1. On a |u,| = |(—=1)"n| = n,

alors (u,) est divergente car (|u,|) est divergente.

. St pour tout n>1 on a u, # 0 et lz’T “”—:1 =L > 1 alors (u,) est divergente.
Par exemple : on considére la suite u, = i—z pour tout n > 1. Cette suite est
divergente car nﬁ/’jrnoo ) = n@TOOS (nLH)2 =3> 1.

. Si |a| > 1 alors (a") est une suite divergente. Par exemple : on considére la suite

u, = 3" pour tout n > 1. Cette suite est divergente car |3| =3 > 1.
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