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Rappels mathématiques

Une fonction de période T peut étre développée en une scrie trigonométrique partout
convergente dite série de FOURIER et définie par :

a .
F(t)=—g-+ Zan cos not+ by sin nw 1
n=1
dont les coefficients constants ap et by sont calculés par les formules :
its )

2
a,=— j t)cosnat di 3 b, = E jF!)smmDr dr avec @ = o n=01,2.3,
T 3 Iz

172 ,,ﬂm

On appelle valeur moyenne d'une fonction F(t) sur un intervalle T la grandeur notée <F> et
donnée par :
1 T
<F>= J-F(t) dt
0
Dans le cas d'une fonction développable en série de FOURIER, la valeur moyenne sur sa

” N ag o
période est représentée par le terme > de sa séne.

EXEMPLE
tEw
+c pour O<t<l —C_ —
F (1) S S
—¢  pour ‘%<t<0 ; é ‘:r é :; —>
IR
la fonction est impaire : :,___ C':___." :_-:

ap=0 , Vn

Calculons les coefficients by

/2 T/2
. 4 _ 5
b, =— |c sinwtdt = E{M] = 2'E[l - cosﬂn] = E&[l—(-l)n ]
T /4 nw 0 nmn nmn
n=2p b2p =0

n= 2p+] b2p+]

(”p+ @p+1)
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o0
c :
soit  F(t) = sin(Qp+1jot
1 (1) pgg (2P+])7‘3 (P )
4¢
F(t) = & sinot + 5 sin3ot + i sinSmt + -
R ) 3n } 5n
Fondamental 3iéme h;rmom'que 5iéme harmonique
EXERCICE 1
Pour chacune des fonctions périodiques suivantes :
—t pour ——g— <t<0
a) F@O-=
t pour 0 <t< %

_ 31 ST i
b) F(t) =t pour > £ 1% )

¢) F@) =
t pour

1) Donner son graphe.
2) Calculer les coefficients de son développement en série de FOURIER .
3) Donner sa valeur moyenne sur une période,

EXERCICE 2
Exprimer sous la forme Z = |Z| e % Jes nombres complexes suivants :
Q) 1-jV3 ;b2 5 9 §
3 s
3-5 0 T [E-ff

d 2)H)2+3j+8 ; e

5 ;

4, D (V3 +j)3 +4j)

g)

EXERCICE 3

Calculer et représenter graphiquement la solution de 1'équation différentielle homogene
X + 4x = 0 pour les conditions initiales suivantes :

x(0) = 1 x(0) = 0
& { %(0) =0 ou b) {x(0)=2
EXERCICE 4

Calculer la solution de I’équation différentielle homogéne :
) X+5x+4x=0
2) ¥+4%x +4x=0
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3) £ +03x+4x=0
pour les conditions initiales suivantes :
@{TW)=‘ ou m{5W)=0
x(0)=0 x(0)=2
EXERCICE 5
Calculer la solution générale des équations différentielles inhomogenes suivantes :
1) $+4x=75
2) X +5%x+4x =3
3) k+4kx+4x =5
4) ¥ +03x+4x=35
5) X + 4x = Scos3t
6) ¥ + 03% + 4x = Scos3t

il

pour les conditions initiales : x(0)=0 : x(0)= 0
EXERCICE 6
Calculer la solution particuliére des équations différentielles inhomogenes suivantes :
1) ¥ +4x = F(l)
2) %+ 03x% +4x=F()
F(t) étant une fonction périodique définie par :

+a pour 0<t<%

i -a pour-l<t<0
FySts<

EXERCICE 7
Un mouvement harmonique est décrit par :  x(t) = 10 cos % t

( x enmm , t ensecondes). Déterminer:

a) la fréquence et la période du mouvement.

b) I'amplitude du déplacement, de la vitesse et de I'accélération.

¢) le déplacement, la vitesse et I’accélération aux instants
t=0set t=172s

EXERCICE 8

Un mouvement harmonique est décrit par  x(t) = Ccos (100t + y)
Les conditions initiales sont : x(0) =4mm ; %x(0)=1 m/s
a) Calculer C et wy

b) Exprimer x(t) sous la forme x(t) = Acosat + Bsinot et en déduire les valeurs de A
et B.
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EXERCICE 9

Montrer que x(t) = 2sinwt + 3cosat peut se mettre sous la forme:
x(t) = Ccos(ot + ).

Quelles sont les valeursde C etde y ?

EXERCICE 10

Un accélérométre indique que |’accélération d’un dispositif mécanique est sinusoidale
de fréquence 40 Hz .

Si I'amplitude de cette accélération est de 100 m / ¢ , déterminer I'amplitude du
déplacement et de la vitesse correspondantes.

Nombre de degrés de liberté — coordonnées généralisées

EXERCICE 11

On considére un point matériel astreint a se déplacer sur un cercle de rayon R et de centre
O contenu dans le plan XOY.

1/Traduire la liaison par une ou des relations mathématiques. Quel est le nombre de
degrés de liberté de ce point ?

2/Quelles sont les coordonnées généralisées que I’on peut utiliser pour repérer ce point 7

EXERCICE 12

On considére un point matériel astreint a se déplacer sur une sphere. Répondre aux
mémes questions que |’exercice précédent.

EXERCICE 13

Pour repérer la position d’un solide dans I’espace, il faut repérer la position de trois
points non alignés A, B et C de ce solide.

1/Traduire les liaisons physiques par des relations mathématiques, quel est le nombre de
degrés de liberté de ce solide ?

2/ Quelles sont les coordonnées généralisées les plus couramment utilisées pour décrire le
mouvement de ce solide ?

3/ Quel est le nombre de degrés de liberté d’un solide qui posséde :

a/ un point fixe

b/deux points fixes ?

EXERCICE 14

On considére une haltére constituée de deux masses identiques m, Supposees ponctuelles, reliées
par une tige de longueur a, de diamétre et de masse négligeables.

1/Comment s’écrit mathématiquement la liaison entre les deux masses ?

2/Quel est le nombre de degrés de liberté de ce systéme ?
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