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��� 	����	������� u �� 	������� 0�

���
��� ��
� �	�
��� �
�	����
� n ��� ����	�� ���
� ������	 �� 	� �
��� �� ���� un� �� �
���

��� ����� ��� (un)n∈��

������� � �� 	��� 
����� ��� ����� �� 
������ 
���	������� 
� ��� ����� ������
 �� ��������


� n 	�� ����	
� ∀n ∈ � : un =
1

n� + 1
�

������� � �� 	��� 
����� ��� ����� 	�� ���������� �� 
������ �������� 
� ��� 	�������

������ �� ��� ��
����� 
� ����������

u� = 1 �� un = 1+
1

un−�
	��� n > 0� �� ������� 	�� ����	
� u� = 2, u� =

3

2
...

u� = u� = 1 �� un = un−� +
1

un−�
	��� n ≥ 2� �� ������� 	�� ����	
� u� = 2, u� =

3

2
...

��������� � ��� ����� un ��� 
��� ����������� �� �� 
����� ����
 n ���
 ���� 
������ ������ ��
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��

un ����������� ⇔ ∃λ ∈ � : lim
n→∞

un = λ.

��� ����� ��� 
��� 
��������� �� �

� ����� 	�� ������������

�������  ��  � ����� (un)n∈� 
��� 
� ����� ������
 ��� 
���� 	�� un =
n� + 1

2n� + 2
��� ������!

����� ��� �� � lim
n→∞

un = lim
n→∞

n� + 1

2n� + 2
=

1

2
.

���  � ����� (vn)n∈� 
��� 
� ����� ������
 ��� 
���� 	�� vn = n� + 1 ��� 
��������� ��� �� �

lim
n→∞

vn = lim
n→∞

n� + 1 = +∞.

	
� 
��� �� !�������� ��� ������ " ������ #������

��������� $ ��� ����� (un)n∈� ��� 
��� ���������� ����	� ����������� ����������� �� �

� ������ "

∀n ∈ � : un�� ≥ un (resp.un�� > un) .

��� ����� (un)n∈� ��� 
��� 
����������� ����	� ����������� 
������������ �� �

� ������ "

∀n ∈ � : un�� ≤ un (resp.un�� < un) .

��� ����� ��� 
��� �������� ����	� ��������� �� �

� ���������� �� 
������������

������� %  � ����� 
� ����� ������
 un =
1

n� + 1
��� ��� ����� ����������� 
������������

#� �$�� ��

un�� − un =
1

(n+ 1)� + 1
− 1

n� + 1
=

�
n� + 1

�
−
�
(n+ 1)� + 1

�

�
(n+ 1)� + 1

�
(n� + 1)

=

�
n� + 1

�
−
�
n� + 2n+ 2

�
�
(n+ 1)� + 1

�
(n� + 1)

= − 2n+ 1

(n� + 1)
�
(n+ 1)� + 1

� .

%��& 	��� ���� n ∈ � : un�� − un < 0.

�



������� &  � ����� 
� ����� ������
 wn = n� ��� ����������� �����������

#� �$�� ��

wn�� −wn = (n+ 1)� − n� = 2n+ 1.

%��& 	��� ���� ∀n ∈ � : wn�� −wn > 0.

��������� 	' �� 
�� ������ ����� ��� ��'���� ����	 �������� ���
 ������ �� ������ ���
M ∈ �
(resp.m ∈ �) ��
 ���

∀n ∈ � : un ≤M (resp.un ≥ m) .
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� ����� ��� ����������� ��'���� �� ����������� ��������

�������� 		 �� ��� ����� ��� ( 
� ���� ��'���� �� ������� �� 
��� ����

� ��� �������

������� 	�  � ����� 
� ����� 
� ������
 un =
1

n� + 1
��� ������� 	�� 0 �� ��'���� 	�� 1�

#� �$�� 
�� ������� n� + 1 �� 1 ���� 	������� �
��� �� �
1

n� + 1
≥ 0.


� 	
��

∀n ∈ � : n� + 1 ≥ 1⇒ ∀n ∈ � :
1

n� + 1
≤ 1.
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 un =
1

n� + 1
��� 
����������� �� ������� 	�� 0� 
���
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��������� 	 ���� un ��� ����� �� ϕ ��� �		
������� ����������� ���������� �→ ��

 � ����� 
����� 	�� uϕ�n� ��� 
��� ����� �������� �� ����!����� 
� 
� ����� un�

�



������� 	$ ���� 
� ����� un = n� �� 
��		
������� ϕ (n) = n + 1 �
��� 
� ����� uϕ�n� =

(n+ 1)� = n� + 2n+ 1 ��� ��� ����� �������� 
� 
� ����� un�

����������� 	% ���� un ��� ����� ����������� ��� �
��� 
� ������ ���
 l 	��� 
����� �
���

����� ����� �������� ��� ����������� �� �
��� 
� �*�� 
������

������� 	& ���� 
� ����� un =
n� + 1

2n� + 3
��� �
��� 
� 
����� �

� .

 � ����� �������� u�n�� =
(2n+ 1)� + 1

2 (2n+ 1)� + 3
=

4n� + 4n+ 2

8n� + 8n+ 5
	���+
� 
� �*�� 
����� �

� �

�������� �'  � 	��	������� 	����
���� ��� ������� ���
� 	��� 
�������� ������ ����� �� 	��!
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�
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������� �	 ���� 
� ����� 
� ����� ������
 un = (−1)n� �����
����� 
�� ������ ��������� u�n ��
u�n��� �� � "


� ����� �������� u�n ��� ��������� �� ���� 1 �� 	�� ���������� �� 
����� ������ ���
�� ��� 
� �����

�������� u�n�� ��� ��������� �� ���� −1 �� �� 
����� ���
������
����� �� � 
��� ������ ��������� ��� ���
������� 	�� 
� �*�� 
����� �
��� 
� ����� un ��� 	�� 
�
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�� �������� ��
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�� �
������� ����
�� �� ��� �
���� ��� �	
� �����	� �
�

	�� �
���� ���� 	� ���
� ������	 ��� ����� �� �������� �� n�

 
������� �
���� ��
� ��
���� 
�� �
��� un ������ ��� ���
������ !





u�

un�� = f (un) .

��� ������������ �� �� �" ��� ��� ������
����� ������������� ���� �� ���� ��

� �� 	� �����

# ������� 	����
�	� �
����� !
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������� �� ���� 
� ����� 
����� 	�� 
� ��
����� 
� ���������� u� =
1

2
� un�� =

1 + u�n
2

�

-! %�������� ��� un ��� ���������

.! %�������� ��� un ��� ��'���� 	�� 1�

/! �� 
� ����� ��� ������������ 
����� �� 
������

#� �$��

-! �� �������� 	�� ���
��� 
� 
�$������ un�� − un�

un�� − un =
1 + u�n

2
− un =

1 + u�n − 2un
2

=
(un − 1)�

2
.

����� 	��� ���� n ≥ 0 : un�� − un ≥ 0�

.! �� 
������� 	�� �����������

,��� n = 0 �� � u� =
1

2
≤ 1�

�� ��		��� ������� ��� 
� 	��	������� ��� ����� 	��� n �� �� 
� 
������� 	��� n+ 1�

�� ���������� ��� 
�� ������ 
� 
� ����� ���� 	������� ��� 
� ����� ��� ���������� �� ��� ���

	������ ����� ��� 	�������

0 ≤ un ≤ 1⇒ u�n ≤ 1⇒ u�n + 1 ≤ 1 + 1⇒ 1 + u�n
2

≤ 2

2
= 1.

/! ,������ 
� ����� ��� ����������� 
� ����� �������� un�� 	���+
� 
� �*�� 
����� ��� 
� �����

un� 0����� 
� 
����� l �� ������� �
��� "

l = lim
n→∞

un�� = lim
n→∞

1 + u�n
2

=
1 + l�

2
⇒ l =

1+ l�

2
.

 � 
����� l ��� 
��� ��
����� 
� 
��������� 1 + l� − 2l = 0 ��� 	���+
� 
� ������ 
���
� l = 1�

�� ����
�� 
��� ��� 
� ����� un ��� ����������� �� �� 
����� ��� 
����� 	�� " lim
n→∞

un = 1�

�������� �� %���� ��1�� ������
�� �� �� � ��� ����� 
����� 	�� un�� = f (un) �� 
� �����

un ��� ������ �� ��� 
� �������� f ��� �������� �
��� 
� ����� ��� ����������� �� ����� 
� 
�

	��	������� -. �� 
� 
����� l ��� ��
����� 
� 
��������� l = f (l)�

%
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��� �
��� �� ���
� ������	 un ��� ���� ��������� ��

∀n : un�� = un.

	
 
� 
���� ������������

��� �
��� ������������ ��� 
�� �
��� �
� ������� ��������� # ������ ��
� ������� ����

∋ n� ∈ �,∀n ≥ n� : un�� = un.

	
 
� 
���� ������������

��� �
��� �� ���
� ������	 un ��� ���� ����&
����
� ���	 
� ������ 
� ��
'�� ���	 r ��	 �
�

∀n : un�� = un + r.

�� ���
� ������	 ��
�� �
��� ��
� (��� �'���
 �� �������� �� ��� ���
��� ���
� u� �� �� r�

�� �)�� �� ��
� ��
������ ��� ���
������ �
�

un = u� + nr.

�� ��

� ��� n ���
���� ���
�� ��
�� �
��� ����&
����
� ��� ����� ���

Sn = u� + u� + ...+ un−� =
n−��

k��

uk =
n

2
(u� + un−�) .

	
 
� 
���� (����������

��� �
��� �� ���
� ������	 un ��� ���� ���
�����
� ���	 
� ������ 
� ��
'�� ���	 q ��	 �
�

∀n : un�� = qun.

"



�� ���
� ������	 ��
�� �
��� ���
�����
� ��
� (��� �'���
 �� �������� �� ��� ���
��� ���
�

u� �� �� q� �� �)�� �� ��
� ��
������ ��� ���
������ �
�

un = u�q
n.

�� ��

� ��� n ���
���� ���
�� ��
�� �
��� ���
�����
� ��� ����� ���

Sn = u� + u� + ...+ un−� =
n−��

k��

uk = u�

n−��

k��

qk = u�
1− qn

1− q
.

	
 
� 
���� ���������)�"(����������

��� �
��� �� ���
� ������	 un ��� ���� ����&
�����*���
�����
� ���	 
� ������ ��
� ��
'���

���	� a �� b ��	 �
�

∀n : un�� = aun + b.

 � a = 1 �	��� 	� �
��� ��� ����&
����
� �� �� b = 0 �	��� 	� �
��� ��� ���
�����
��

+�
� a �= 1 	� ���
� ������	 ��
�� �
��� ����&
�����*���
�����
� ��
� (��� �'���
 �� ��������

�� ��� ���
��� ���
� u� �� �� 	� ����� (a, b)� �� �)�� �� ��
� ��
������ ��� ���
������ �
� !

un = an
	
u� −

b

1− a



+

b

1− a
.

�� ��

� ��� n ���
���� ���
�� ��
�� �
��� ����&
�����*���
�����
� ��� ������ ���

Sn =
n−��

k��

uk = (u� − r)
1− an

1− a
+

nb

1− a
.
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	���	���� ��� �������� '������ ,�� ��� ���	�
��� ��� ���&���
��-� .&��
�

��		
	� ����
�� ��
� ��
��		�� ��		
	���

�� ����������� 	�� ���
	������ '����������� ��� ������� �� ��
'	�
���� ����� # ���� 	� ��
��

����������� # 
�� ���
	����� ��
� ��
'	�� ��� �)������

/



0���� 	��)����� ��
�� '������� ������ �� �� ������� �� ��
'	�
��� �� �
 ��
'�� ������	 ��

'��������� �� ��

���� ��� ������ 
� ���
�	� ����� �� ������	�����

������� ��  � �������� #��2����2�� ��
� ��������� .3 ������� 	��� �� 
�	
������ � �������


� ��������� ��� #��2����2�� ��
� 
���� ��������� �	�+� 45 2 6

������� � �� � 48h = 48× 60min = 2880min� ����� 
��� 45 2 �� � 2880/20 = 144 	����
��


� 
���
������

 � ������ 
� ��������� ��� 
��� 
���� 	�� 1× 2�		�

�������� �� ,
�� ������
����� �� N� ��� 
� ������ 
� ��������� �� 
�	��� �� n 
� ������


� 	����
�� 
� 
���
����� �
��� 
��$����� ��� 
���� 	�� "

En = N�2
n.

��� ��� ��� ����� ������������
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� -�� ������ �� .�#���))� /-������� .�#���))� 		$� " 	��' ���� 0�����1

�� ���'	1
� ��� 	����� � ��� ���� ��� 2�'������ ���� ��� 	���� ��'�� �'��� ,����� �� ��	�
	-�

.� ���'	1
� ��
� �� ���

�� ���� 	�� ������ �
������ !

3 �� 
��
���� ���
�		� �
 	���� ��� �������� ���1� 
� 
����

3 �� �
��� �� ��������� ��� ���	�
��� �� 1 
����

3 .&��
� ������ ��
����� ��
4�
�� 
� 
5	� �� 
�� ��
�		��

3 ��� 	����� �� 
�
���� ����

 � �� ��

���� ��� 
� ��
�	� �� 	����� 4�
��� ,��� 
��
��- �
�	 ��� 	� ��
'�� �� 	�����

���1� n 
��� 6

�� ��&�
� �
����� ����� 	����	
���� �
 ��
'�� �� 	����� �� �������� ��� 
����

0
 ������ (n = 0) �� � 
� ��
	 ��
�	� �� 	����� 4�
���� ���1� 
� 
��� 	� ��
�	� ��� �� ���

�� ��������� ���1� 
� �
��� 
��� ,���������- �� �'����� 
� ��
���
 ��
�	� �� 	����� 4�
��� ��

����� �� �
����

3  ��� Ln 	� ��
'�� �� ��
�	�� �
 
��� n� 0
 
��� n� ��
� �����
���� ��
� 	�� 	����� ��4#

������� �
 
��� n − 1 ,���� 	� ��
'�� ��� Ln−�- �� 	�� ������� �
� ���� �
� ���
�� ��

7



	� ������
����� ��� ��
�	�� ��
	��� �
� ���������� ��
� 
��� �
�������� ���� ��
� �
�

���������� �
 
��� (n− 2) ,���� 	� ��
'�� ��� Ln−�-�

�� �'����� ����� 	� ��	����� �� ���
������ �
������ !

Ln = Ln−� + Ln−�.

��� ��
� ���
���� ���
�� ���� ������ ��� L� = L� = 1� �� �'����� ����� 	� �
��� ������ ���

���
������ 



L� = L� = 1

Ln = Ln−� + Ln−� ∀n ≥ 2.

.���� �
��� ��� ����	�� �
��� �� 2�'�������

	
$
� ���#���� �,������ ��� �� 2���� ���������������


�� ��4���� # 
�� ��
��� 
�� ���� �� ����
�� ����� �� 1.5 
����� �&��
� &�
��� �� ���� �
����1�


�� &�
�� 	��������
� �� 	� ��
��� ������ # �	�
���� 60% �
 ����
���

�� ���
�1�� ��4������ �� ���� # 	�������� t = 0�

+�
� n ∈ � �� ���� Qn 	� �
������ �� �
'������ �������� ���� 	� ���� # 	�������� t = n ,��

&�
���-� �1� �
� 	� ��
��		� ��4������ ��� ������

3 0 	�������� t = 1 	��������
� �� 	� ��
��� �
�� �	�
��� 60% �� 	� ���
�1�� ��4������ ��

��8
 
�� ������� ��4������ �� � ����

Q� = 0, 4× 1, 5 + 1, 5.

3 0 	�������� t = 2 	��������
� �� 	� ��
��� �
�� �	�
��� 60% �� 	� �
������ �
 ����
��

�������� 
�� &�
�� ����� Q� �� ��8
 
�� ��
��		� ��4������ �� � ����

Q� = 0, 4×Q� + 1, 5.

3 0 	�������� t = n 	��������
� �� 	� ��
��� �
�� �	�
��� "9: �� 	� �
������ �������� 
��

&�
�� ����� �� ��8
 
�� ��
��		� ��4������ �� � ���� !

Qn = 0, 4×Qn−� + 1, 5.

;



.���� ��	����� ��� 
�� ��	����� ���������� 
�� �
��� ����&
�����*���
�����
� ���� 	� ���
�

������	 ��� !

Qn = 1, 5× (0, 4)n + 1, 5× 1− (0, 4)n

1− 0, 4
.

.���� �
��� ��� ����������� �� 	� 	�
��� �� 	� �
��� ��� ������ ���

lim
n→∞

Qn = lim
n→∞

(1, 5) (0, 4)n + (1, 5)
1− (0, 4)n

1− 0, 4
=

1, 5

0, 6
= 2, 5.

�� 	�
��� ���� �� ��� � 
�� ������������ �
��������� �� �)�� �
�	 �
� ���� 	� ��
'��

����4������� �
� 	� ��
��� �� �������� 	� �
������ �������� ���� 	��������
� �� �� ���'�	����

�
��
� �� 2.5 
������

3������� 4 <��
��� 	� ���

	� �� 	� �
��� ���� 	� ��� ������	 �= 	� �
������ ��	����� 	���

�� 	� ���
�1�� ��4������ ��� ����� Q� �� �� �
������� �
�# �&��
� ��4������ �� ��	���� 
�� ����

��� D �� ����
���

�9



�������� �

.��)���� ������ �,��� !����#�� ������

�
	 5����������

��������� � ��� �������� ���

� 
���� ������
� ���

� ��� ��� �		
������� 
����� 
� � �� ���

	����� 
� � ���� � �

 � ���	2� 
���� �������� ���

� f 
����� ��� �� ������
� I 
� � ��� 
�������
� 
�� 	�����


����� 	�� "

Γ (f) = {(x, f (x)) : x ∈ I} .

��������� �$ �� ����!������
� I 
� � ��� 
�� �7�������� ���
 ������

∀x ∈ � : x ∈ I⇒ −x ∈ I.

��� �������� f 
����� ��� �� ������
� �7�������� I ��� 
��� 	���� ����	 ��	������� �

� ������

∀x ∈ I : f (−x) = f (x) . (resp. f (−x) = −f (x)) .

������� �% 8����
����� 
� �������� f :
�
−�� , 1

�
→ � 
����� 	�� f(x) = x�� f ����� 	�� ���

�������� 	���� ��� 
� 
������ 
� 
�������� ����� 	�� �7��������� ���
�� ��� �� �� 
� 
����� ���


� 
������ [−1, 1] 
� �������� ���� 	�����

�������� �&  � ���	2� 
���� �������� 	���� ��� �7�������� 	�� ��		��� ( 
���� (oy)� 	��

������ ��
�� 
���� �������� ��	���� ��� �7�������� 	�� ��		��� ( 
�������� (0, 0)�

��



��������� �' ���� f ��� �������� 
����� ��� I⊂ � �

-! �� 
�� ��� f ��� ���������� ����	� ����������� ����������� �� �

� ������ "

∀x�, x� ∈ I : x� < x� ⇒ f (x�) ≤ f (x�) (resp. f (x�) < f (x�)) .

.! �� 
�� ��� f ��� 
����������� ����	� ����������� 
������������ �� �

� ������ "

∀x�, x� ∈ I : x� < x� ⇒ f (x�) ≥ f (x�) (resp. f (x�) > f (x�)) .

/! �� 
�� ��� f ��� �������� ���	�� ����������� ��������� �� �

� ���������� �� 
�����������

����	� ����������� ���������� �� ����������� 
�������������

��������� �	 ���� f ��� �������� 
����� ��� I⊂ ��
! �� 
�� ��� f ��� ��'���� ����	� �������� ���
 ������ �� ���
 M ����	� m) ��
 ��� "

∀x ∈ I : f (x) ≤M (resp. f (x) ≥ m) .

! �� 
�� ��� f ��� ������ �� �

� ��� ( 
� ���� ��'���� �� ��������

�
	
	 .��)���� )�������

��������� �� ������ 
��� ���������� f 
����� ��� �� �������

� I⊂ � �� � 
����� ��� ��

�������

� J⊂ � ��
 ���

∀x ∈ I : f (x) ∈ J.

 � �������� ���	���� g ◦ f ��� 
� �������� 
����� ��� I 	�� (g ◦ f) (x) = g (f (x))�

x
f→ f (x)

g→ (g ◦ f) (x) = g (f (x)) .

�������� �� �� g ◦ f ������ f ◦ g �������� 	�� ��������� �� ����
 f ◦ g �� ��� 	�� ���������

����
��� g ◦ f = f ◦ g�

����������� �� )���� �������� ���	���� 
� ��������� ��������� ��� ��� �������� ���������

��



����!�
  ����� f, g ��
� ��������� ������� ����������
��� �
� I �� J �� h = g◦f 	� ��������

��
����� ! �� �

h (x�)− h (x�)

x� − x�
=

(g ◦ f) (x�)− (g ◦ f) (x�)
x� − x�

=
g (f (x�))− g (f (x�))

x� − x�

=
g (y�)− g (y�)

x� − x�
=

g (y�)− g (y�)

y� − y�

f (x�)− f (x�)

x� − x�
.

.�

� f �� g ���� 
��������� 	�
�� ��
� �� ���������� ��� �� ����� �������� ����� 	� ��
� ��

��������� �� h ��� ���	�
��� ����������

�������� �� �� 
�� ��������� f �� g ��� �*�� ���� 
� ��������� �
��� h = g◦f ��� �����������

�������� � �� 
�� ��������� f �� g ��� 
�� ���� 
� ���������� 
�$������ �
��� h = g ◦ f ���


������������

�
	
� 0�6�)��!���"
��6�)��!���"7�6�)��!���

��������� �$ �� 
�� ������ �������� f : I → J ��� ��'������ �� �

� ������ 
� ���
�����

�������� "

∀x�, x� ∈ I : x� �= x� ⇒ f (x�) �= f (x�) .

�������� �% �� f ��� ��� �������� ��'������ �
��� ���� �
����� 
� J �
��� �� 	
�� �� ����!

��
��� 	�� f 
��� I�

��������� �& �� 
�� ������ �������� f : I → J ��� ���'������ �� �

� ������ "

∀y ∈ J : ∃x ∈ I : y = f (x) .

�������� �' �� f ��� ��� �������� ���'������ �
��� ���� �
����� 
� J ��� 
������ 	�� f 
���

����� �� �
����� 
� I�

��������� �	 ��� �������� ��� 
��� ��'������ �� �

� ��� ( 
� ���� ��'������ �� ���'�������

�
	
� .��)���� ��)������� �� ��!����

.���������� 	� �������� f : I → J �

��



8������� �� ����� �������� �������� �� ����������� �������� ��� I ��� ��������
�� %� 	
��

�� � f−� : J → I �� f ◦ f−� = IdJ �� f
−� ◦ f = IdI �

�
	
� ���������� �� �� 2��)���� ��!����

�- f−� ��� 
������� �� �� 
(
� ���� �� ��������� �
� f �

�- f−� ��� ������
��

�- ��� ����&�� �� f−� �� �� f ���� �>
�����
�� ��� ������� # 	� ���
�1�� '����������� �����*

#*���� 	� ������ ����
����� y = x�

�
� -������ " ����������

��������� �� �� 
�� ��� 
� �������� f �
��� 
� 
����� l ∈ � ����
 x ���
 ���� x� �� �

�

������

∀ǫ > 0 ∃η > 0 : ∀x : |x− x�| < η ⇒ |f (x)− l| < ǫ.

�� ���� 
��� �� ��� lim
x→x�

f (x) = l�

�� 
�� ��� +∞ ��� 
����� 
� f �� x�

	
lim
x→x�

f (x) = +∞


��

∀A ∈ � ∃η > 0 : ∀x : |x− x�| < η ⇒ f (x) ≥ A.

�� 
�� ��� −∞ ��� 
����� 
� f �� x�

	
lim
x→x�

f (x) = −∞


��

∀A > � ∃η > 0 : ∀x : |x− x�| < η ⇒ f (x) ≤ A.

��������� �� /������ �� 9∞1 �� 
�� ��� l ��� 
����� 
� f �� +∞ ��

∀ǫ > 0 ∃B ∈ � : ∀x : x ≥ B ⇒ |f (x)− l| < ǫ.

�� 
�� ��� +∞ ��� 
����� 
� f �� +∞ ��

∀A ∈ � ∃B ∈ � : ∀x : x ≥ B ⇒ f (x) ≥ A.

�$



�� 
�� ��� −∞ ��� 
����� 
� f �� +∞ ��

∀A ∈ � ∃B ∈ � : ∀x : x ≥ B ⇒ f (x) ≤ A.

��������� �� /������ �� "∞1 �� 
�� ��� l ��� 
����� 
� f �� −∞ ��

∀ǫ > 0 ∃B ∈ � : ∀x : x ≤ B ⇒ |f (x)− l| < ǫ.

�� 
�� ��� +∞ ��� 
����� 
� f �� −∞ ��

∀A ∈ � ∃B ∈ � : ∀x : x ≤ B ⇒ f (x) ≥ A.

�� 
�� ��� −∞ ��� 
����� 
� f �� +∞ ��

∀A ∈ � ∃B ∈ � : ∀x : x ≤ B ⇒ f (x) ≤ A.

����������� � �� 
� 
����� ������ �
��� �

� ��� �������

��������� �$ �� 
�� ��� 
� �������� �
��� 
� 
����� l ����
 x ���
 ���� x� ( 
����� ����	� (

����2�� ��

∀ǫ > 0 ∃η > 0 : ∀x : x� < x < x� + η⇒ |f (x)− l| < ǫ.

∀ǫ > 0 ∃η > 0 : ∀x : x� − η < x < x� ⇒ |f (x)− l| < ǫ.

�� ���� 
��� �� ���

lim
x
>
→x�

f (x) = l




resp. lim
x
<
→x�

f (x) = l

�

�� ���� lim
x→x�

�

f (x) = l




resp. lim
x→x−

�

f (x) = l

�

.

�� 
�� 
������ ( ����2�� �� ( 
������ �������� �� ���� ���
�� �
��� 
� 
����� ������ �� ��� ���
 ( 
�


����� ��������

lim
x
>
→x�

f (x) = lim
x
<
→x�

f (x) = l⇒ lim
x→x�

= l.

%��� 
� ��� ��������� �� 
�� ��� 
� 
����� �������� 	���

����������� �% ���� f ��� �������� �
������� ��� 
����� l ����
 x ���
 ���� x� (∞) �
���

�%



	��� ����� ����� xn ��
 ��� lim
n→∞

xn = x� (∞) �� �

lim
n→∞

f (xn) = l.

�������� �& 8���� 	��	������� ��� ���
� 	��� 
�������� ������ �������� ���
��� 	�� 
� 
�!

�����

������� �' 8�
��
�� lim
x→�∞

cos (x)�

����!�
 .���������� 	�� ��
� �
����
π

2
+ 2kn �� 2kn �
� ������� ���� +∞ �
��� n ����

���� +∞�

 � 	� 	�
��� lim
x→�∞

cos (x) ������ �		� ���� (��� 
���
�� +�� ������ �� �

lim
x→�∞

cos (x) = lim
n→�∞

cos
�π
2
+ 2kn

�
= 0 ��� cos

�π
2
+ 2kn

�
��� 
�� �
��� ��������� �
� ��
� 0�

lim
x→�∞

cos (x) = lim
n→�∞

cos (0 + 2kn) = 1 ��� cos (2kn) ��� 
�� �
��� ��������� �
� ��
� 1�

.�

� �� � ��
� 	�
���� ��)������� �	��� 	� 	�
��� lim
x→�∞

cos (x) �������� ����

����������� �	 ���� f �� g 
��� ��������� 
������ ��� 
� �*�� ������
� I �� �

∀x ∈ I : f (x) < g (x)⇒ lim
x→x�

f (x) ≤ lim
x→x�

g (x) .

8������� �� /8������� �� :���1 �� lim
x→x�

f (x) = 0 �� g (x) ��� �������� ������ �
���

lim
x→x�

f (x) .g (x) = 0�

�
�
	 .����� �������������

 ����� f �� g ��
� ��������� ���		��� x� ��
� (��� 
� ��
'�� ���	 �
 '��� ∞�

��  � �� � lim
x→x�

f (x) = +∞ �� lim
x→x�

g (x) = −∞ �	��� f+g ���������� 
�� ���
� �������
����

�� �>�� ∞−∞�

��  � �� � lim
x→x�

f (x) = +∞ �� lim
x→x�

g (x) = +∞ �	���
f

g
���������� 
�� ���
� �������
����

�� �>��
∞
∞ �

�"



��  � �� � lim
x→x�

f (x) = 0 �� lim
x→x�

g (x) = 0 �	���
f

g
���������� 
�� ���
� �������
���� �� �>��

0

0
�

$�  � �� � lim
x→x�

f (x) = 0 �� lim
x→x�

g (x) = ∞ �	��� f.g ���������� 
�� ���
� �������
���� ��

�>�� 0×∞�

�
�
� .����� ������������� ���� ��� �)������� ��������������

��  � �� � lim
x→x�

f (x) = 0 �� lim
x→x�

g (x) = 0 �	��� fg ���������� 
�� ���
� �������
���� ��

�>�� 0��

��  � �� � lim
x→x�

f (x) = 1 �� lim
x→x�

g (x) = 0 �	��� fg ���������� 
�� ���
� �������
���� ��

�>�� 1∞�

��  � �� � lim
x→x�

f (x) = ∞ �� lim
x→x�

g (x) = 0 �	��� fg ���������� 
�� ���
� �������
���� ��

�>�� ∞��

�������� �� ������� 
�� ������ ��
��������� 	������ *��� ����
�� 	�� 
�� ��
��������� �
!

����������

������� �� 8�
��
�� 
� 
����� lim
x→�∞

√
x+ 5−

√
x� − 3

�� � lim
x→�∞

√
x+ 5 = +∞ �� lim

x→�∞

√
x� − 3 = +∞ �� � 
��� �$���� ( ��� ����� ��
���������


� �7	� ∞−∞

. lim
x→�∞

√
x+ 5−

�
x� − 3 = lim

x→�∞

√
x


�
1 +

5

x
−
�
x− 3

x

�

= −∞

������� �� 8�
��
�� 
� 
����� lim
x→�∞

√
x+ 5−

√
x− 3

�� � lim
x→�∞

√
x+ 5 = +∞ �� lim

x→�∞

√
x− 3 = +∞ �� � 
��� �$���� ( ��� ����� ��
���������


� �7	� ∞−∞

lim
x→�∞

√
x+ 5−

√
x− 3 = lim

x→�∞

�√
x+ 5−

√
x− 3

� �√
x+ 5 +

√
x− 3

�
√
x+ 5 +

√
x− 3

= lim
x→�∞

8√
x+ 5 +

√
x− 3

= 0.

�/



�
� ����������

��������� � ��� �������� f ��� 
��� �������� �� 	���� x� �� �� lim
x→x�

f (x) = f (x�)�

�� 
�� ��� 
� �������� f ��� �������� ( 
����� ����	� ( ����2�� 
� 	���� x� �� �� � lim
x→x�

�

f (x) =

f (x�)�




resp. lim
x→x−

�

f (x) = f (x�)

�

�

�� 
�� ������ �������� f ��� �������� ��� �� �������

� I �� �

� ��� �������� �� �2���� 
� ���

	������

�� ��

� �� 	� ����
�� �� ��
� ��������� ������
�� ���� ��� ��������� ������
��� 	� ����
��

��
�� �������� ������
� ��� 
� ��
'�� ���	 ����� 
�� �������� ������
��

��� ��������� �	�
�������� ��	>�?
��� ��������� ��������		��� ����������		�� 	������&
� ����

������
�� �
� 	�
�� ��
����� �� ����������

������� �$ 	��
���� �� ��

������

���� 
� �������� 	����� ����+�� 
� x ����� [x]�

8���� �������� ������� ( �2���� ������ ���
 
������� 
����� 	�� [x] ≤ x < [x] + 1�

,�� ����	
� [1, 5] = 1 �� [e] = 2�

�������� � ���
��� 
� ���������� 
� 
� �������� [x]�

������� � �� �������� 	�� ���
��� 
� �������� ��� 
��������

� [0, 2] �� � "

∀x ∈ [0, 1[ : [x] = 0

∀x ∈ [1, 2[ : [x] = 1.

9
 ���� ���
��� 
� ���������� 
��� 
�� 	����� �& 
� �������� ����� 	�� 
����� 
� 
� �*�� ��1�� (

����2� �� ( 
������

�� �

lim
x→��

[x] = 1 �= lim
x→�−

[x] = 0.

 � �������� ��� 	�� ���������� 
���������� �� 	���� 1�

%���� ��1�� ������
� 
� �������� [x] ��� ���'���� ��������� 
��� 
�� �������

�� 
� 
� �����

[n, n+ 1[ �� 	�� ���������� ��������� #

� ��� 
���������� �� ���� ������ n ��� �

� ��� 	�� 
��

�7



�*�� 
������ ( ����2� �� ( 
������

lim
x→n�

[x] = n �= lim
x→n−

[x] = n− 1.

 � ���	2� 
� 
� �������� 	����� ����+�� ��� 	������
��� �� '������ 
� 
����������� 
� �������� ��

����
����

8������� �% /;������ ��������������1 ���� f ��� �������� �������� ��� �� �������

� [a, b]

�� �� � f (a) f (b) < 0 �
��� �
 ������ c ∈ ]a, b[ ��
 ��� f (c) = 0�

8������� �& /;������ �������������� !������ (�������1 ���� f ��� �������� ��������

��� �� �������

� I �� ���� a, b (a < b) 
��� �
������ 
� I �� �� � f (a) < f (b) �
��� 	���

���� y �������� f (a) ≤ y ≤ f (b) �
 ������ c ∈ ]a, b[ ��
 ��� y = f (c)�

�� 
� 	
�� 
� �������� f ��� �������� �
��� c ��� �������

����������  '  ������ 
��� �������

� 	�� ��� �������� �������� ��� �� �������

��

��������  	 ��������� 
������ 
� 
��������

� [a, b] 	�� 
� �������� f ����� 	�� ���������


��������

� [f (a) , f (b)]�

�������  �  ������ 
� 
��������

� [−1, 1] 	�� 
� �������� x→ x� ��� 
��������

� [0, 1]�

�
� *����)����� + �� ���������� �����)��� ��� ���������

��� ��
������ ��	>��
��	�� �� ����� �
�����
� # ��
� ���
��� 
�� ��������� ������
	�1��

����
������ �= 	�� ���
	���� �� 	��	�1'�� ���� ��1� 
��	��� ����� 
� ��	>�?
� �� ����� ��
� P (x) =

ax� + bx+ c = 0 ����1�� 	�� ������� x�,� =
−b±

√
b� − 4ac

2a
�� �
������� ∆ = b� − 4ac ≥ 0�

.���� �����1�� 
��&��� �� ����	
���� ��� ���� # ������
�� ��� ���

	�� ��
�	����� ��������

��
� 	�� ��	>�?
�� �� ����� � �� $� �		�� ���� �
�� ����������
��� �
� 
��&�
�������� ���	����

@����	� 2������ <�����	�� ,1499− 1557- �� �������� 2������ ,1522− 1565-� �� 1824 	� 
��&�*


������� ��������� @��	� A����B 0'�	 ,1802 − 1829- ��
����� �
��	 �������� ��� �� 
��&���

������	� ��
� ���
��� 	�� ������� ��
� ��	>�?
� �� ����� �
�����
� �
 ���	 # 5� 	� 
��&�
�*

������ ����8��� C������� D�	��� ,�7��3�7��- � �	����� 	�� ���
������ �= �	 ��� �����'	� �� ���
���

��� ������� # ��� ��	>�?
�� �� ����� � �
�	����
��

�;



<������ �� �� ��)������� /#����)����1

�� 
��&��� �� ���&���
�� ��� 
�� ���	������� ������� �
 �&���1
� ��� ��	�
�� �����
�*

�������� �		� �������� # �� ������ 
� �������		� ���� 	�� �����
���� �������� 	�� ���������� �


�&���1
�� # 	� �������� �� ��
� ������� ���	�� �� # �������� 	��
�	 ��� ��
� �������� 	� �������

��� ������ ���� ���

�� ���� 	� ��&�
� �
����� !

�� .�	�
	�� 	� ����� 
�	��
 �� 	��������		� [ai, bi] ����� ��� mi =
ai + bi

2
�

��  � f (mi) = 0 �	��� mi ��� 
�� ��	
���� �� 	���
������

��  � f (mi) �= 0 �� f (ai) .f (mi) < 0 	� ��	
���� ���������� ���� # 	��������		� ]ai,mi[ �
�

������� 	��������		� [ai��, bi��] # ����4����� ���� 1�

$�  � f (mi) �= 0 �� f (mi) .f (bi) < 0� �� ���� 	� ��	
���� ���������� # 	��������		� ]mi, bi[ �
�

������� 	��������		� [ai��, bi��] # ����4����� ���� 1�

�������  � �� ���2���� �		�������
√
5 	�� 
� ���2�
� 
� 
� 
��2������� �� 
��� 	��� ��
�

�����
�� f (x) = x� − 5 �� 	��� �2����� 
��������

� [2, 3] ��� ������ 
�� ���
������ 
� �2���+��


�� ��
���� �������
�������

i 9������

� 
� 
�	��� [ai, bi] ,���� ��
��� mi f (ai) f (bi) f (mi)

0 [2, 3] 2.5 −1 4 1.25

1 [2, 2.5] 2.25 −1 1.25 0.0625

2 [2, 2.25] 2.125 −1 0.0625 −0.4844
3 [2.125, 2.25] 2.188 −0.4844 0.0625 −0.2127

 � ��
��� �		���2�� 
�
√
5 ( 10 �2�$��� ��� 
����� 	�� 2.236067977�

�
�
	 *����)����� �� #����(��

�������  �  ���'������ 
� ��������� 
��� 
� ���	� 
��� ������� �����:�� �� ���� 
� �����
���


��� 
� 	���������� �������� �� �������� 
� ���	� ����
��

 ��� 
���� ��	������� �& 
� ���	� ��� ������ �� '���� ( 	����� 
� 
�������� 
� 
���'������ �� �

�9



������ 
�� ����
���� ��������

;���� 1 2 3 4 5 6

)��� 
� �����
��� �%� 0.2054 43.7656 63.0858 65.9030 73.1470 93.9444

8�� ������������ ��� 	����� 
� 
�
���� 
� �������� ��������� 
����
����� 
� ���� 
� �����
��� ��

�������� 
� ������ 
� '����� ���	������� 
� 
� �������� ��� 
����� 	�� "

M (t) = −0.2083t
 + 3.6742t	 − 21.913t� + 46.25t� + 9.5455t− 37.143

�& M ��	������� 
� ���� 
� �����
��� �� t 
� ������ 
� '����� ����� �������� ��� �������� ���


��������

� [1, 6] ����� �� 
� �������� ��� 
� ���	2��

�������� " �� ���� 
� ������� 
� '���� ������� �� ��� �����
��� 
� 50%�

������� �

�� � M (1) = 3�.3<4 �� M (6) = 93.9444 ����� 
� �������� ��� �������� �
��� �
 ������ ���

��
��� t� ������ ��
 ��� M (t�) = 0.5 �� �		
���� 
� ���2�
� 
� 
� 
��2������ 	��� ������� 
�

��
������

i 9������

� 
� 
�	��� [ai, bi] ,���� ��
��� mi f (ai) f (bi) f (mi)

0 [1, 6] 3.5 0.2054 93.9444 65.2654469

1 [1, 3.5] 2.25 0.2054 65.2654469 51.02633410

2 [1, 2.25] 1.625 0.2054 51.02633410 29.72790931

3 [1.625, 2.25] 1.9375 29.72790931 51.02633410 41.68102925

4 [1.9375, 2.25] 2.09375 41.68102925 51.02633410 46.69137682

5 [2.09375, 2.25] 2.171875 46.69137682 51.02633410 48.94351191

6 [2.171875, 2.25] 2.210937500 48.94351191 51.02633410 50.00604521

�� 	��� ������� ����� 2.210937500 ≃ 2.21 ����� ��	�����

��



�
� ����!�����

���������  � ���� f ��� �������� 
����� ��� �� �������

� I�

! �� 
�� ��� 
� �������� f ��� 
������
� �� 	���� x� �� 
� 
����� lim
x→x�

f (x)− f (x�)

x− x�
= l �& l ���

�� ������ ���
�

! �� 
� 
����� ������ �� ���� f ′ (x�) �� ����
df

dx
(x�)�

! �� 
�� ��� 
� �������� f ��� 
������
� ( 
����� ����	� ( ����2�� 
� 	���� x� �� �� �

lim
x→x�

�

f (x)− f (x�)

x− x�
= l.




resp. lim
x→x−

�

f (x)− f (x�)

x− x�
= l′

�

.

�� 
�� ������ �������� f ��� 
������
� ��� �� �������

� I �� �

� ��� 
������
� �� �2���� 
� ���

	������

!  � �������� 
������ ����� f ′ ��� 
� �������� ��� ������� ( �2���� 	���� x 
� 
������ 
� 
�

�������� f �� 	���� x�

f ′ : I → �

x �→ f ′ (x)

��������   �� 
�� 
������� ( ����2� �� ( 
����� ���� ���
�� �
��� 
� �������� ��� 
������
��

�� �

�� ���� 
�$������� �
��� 
� �������� ����� 	�� 
������
��

�
�
	 =��������� ��� ��� ����!���

 ��� f �� g ��
� ��������� ������'	�� �� � 	�� ���	���� �
������� !

�� (f + g)′ (x) = f ′ (x) + g′ (x)�

�� +�
� ��
� α ∈ � �� � (αf)′ (x) = αf ′ (x)�

�� (fg)′ (x) = f ′ (x) g (x) + f (x) g′ (x)�

$�

	
f

g


′
(x) =

f ′ (x) g (x)− f (x) g′ (x)

(g (x))�
�

��



�
�
� ����!�� �,��� 2��)���� )�������

 ��� f 
�� �������� ������'	� �
 ����� x� �� g 
�� �������� ������'	� �
 ����� f (x�) �	���

	� �������� g ◦ f ��� ������'	� �
 ����� x� �� �� ������� ��� ������ ��� 	����������� !

(g ◦ f)′ (x�) = g′ (f (x�)) f
′ (x�) .

�
�
� ����!�� �� �� 2��)���� ��!����

 ��� f 
�� �������� ������
� �� �������'	� �
� 
� �������		� I.  � f ��� ������'	� �
 ����� x�

���� f ′ (x�) �= 0 �	��� �� �������� ������� ��� ������'	� �
 ����� �
 ����� y� = f (x�) �� �� � !

�
f−�
�′
(y�) =

1

f ′ (x�)
=

1

f ′ (f−� (y�))
.

�������  $ ���� 
� �������� f (x) = ln (x) �� ���� ��� f ′ (x) =
1

x
�� f−� (x) = exp (x)� %�

	
�� �� �

exp′ (x) =
1
1

exp (x)

= exp (x) .

�
�
� ����!��� �,����� ���������

 ��� f 
�� �������� ������'	��  � �� �������� ������� f ′ ��� ������'	� # ��� ��
�� �� ���� ��

�������� ������� f ′′.

�� ������ ��� ���
������ 	� ������� �� ����� n �� ,�� ���� f �n� - ��� !

f �n� =
�
f �n−��

�′
.

�� ���� ���	�
��� f �n� ���
dnf

dxn
� +�� ���������� f ��� ������� 	� �������� f (x)�

��



.������ �� -��#��>

�����������  % ������ f �� g 
��� ��������� n ���� 
������
��� 
� �������� f.g �
��� �
���

��� 
������ 
� 
���
�� n �� �� �

(f.g)�n� =
n�

k��

Cknf
�k�g�n−k�,

�& Ckn =
n!

k! (n− k)!
�

�������  & 8�
��
�� 
� 
������ 
���
�� / 
� 
� �������� exp (x)
�
x� + x� + x+ 1

�
�

�� ���� f (x) =
�
x� + x� + x+ 1

�
�� g (x) = exp (x)�

f ��� =
��

k��

Ck�f
�k�g��−k� = C��f

���g��−�� +C��f
���g��−�� +C��f

���g��−�� +C��f
���g��−��

=
3!

0!3!

�
x� + x� + x+ 1

�
(exp (x))��� +

3!

1!2!

�
x� + x� + x+ 1

�′
(exp (x))���

+
3!

2!1!

�
x� + x� + x+ 1

�′′
(exp (x))′ +

3!

3!0!

�
x� + x� + x+ 1

����
(exp (x))

=
�
x� + x� + x+ 1

�
(exp (x)) + 3

�
3x� + 2x+ 1

�
(exp (x)) + 3 (6x+ 2) exp (x) + 18 exp (x) .

�
�
� 8������� �� �����

�� �&���1
� �� E�		� �
� ��
����� ��� F��&�	 E�		� 
���
�
��� ��
� 	�� ��������� ��	>��*


��	��� 	� ��
���������� �� 	� ������	������� �
� ��������� ������'	�� ��� �
� # +�����*������

G������

8������� $' ���� f ��� �������� �������� ��� [a, b]� 
������
� ��� ]a, b[ ��
 ��� f (a) = f (b)�

�
��� �
 ������ �� 	���� c ∈ ]a, b[ ��
 ��� f ′ (c) = 0�

�� �&���1
� �� E�		� ��� ���
����� �� 	� �������� # 	�� 
(
�� �
���� �
� �����
���� �� 	������*

��		� [a, b] �	��� �		� ��
�� ���� 
� 
���


 ���� 
� 
���


 �� �
� ���������� # 	����������

��
� ����� ���� 	� �������� ��� &���H����	�

�
�
 8������� ��� �))����������� ����

�� �&���1
� ��� ���������
���� ���� ��� 
�� ������
���� �
 �&���1
� �� E�		��

�$



8������� $	 ���� f ��� �������� �������� ��� [a, b] , 
������
� ��� ]a, b[� 9
 ������ �
��� c ∈
]a, b[ ��
 ��� "

f (b)− f (a) = f ′ (c) (b− a)⇔ f (b)− f (a)

(b− a)
= f ′ (c) .

�
�
$ ��(�� �� �,:?�����

����������� $� ���� � �� � 
��� ��������� 
������
�� �� 	���� �� �� 
� 
����� lim
x→a

f ′ (x)

g′ (x)
= l ∈ �

�
��� 
� 
����� lim
x→a

f (x)− f (a)

g (x)− g (a)
������ �� 	���+
� 
� �*�� 
������

�
 .������ �� 8�@��� �!�) ����� �� -�(���(�


8������� $� ���� a �� ���
� x 
��� 
� ��������� 
� a �� f ��� �������� n ���� 
������
�� ���


��������

� [a, b] �
������� ��� 
������ 
���
�� (n+ 1) ��� 
��������

� ������ ]a, b[ �
��� �
 ������

�� �
����� ξ 
� ]a, b[ ��
 ��� "

f (x) = f (a) +
(x− a)

1!
f
′

(a) +
(x− a)�

2!
f
′′

(a) + ...+
(x− a)n

n!
f �n� (a) +

(x− a)n��

(n+ 1)!
f �n��� (ξ) .

�������� $� 8���� �����
� ��� 
��� �����
� 
� )�7
�� ���� ����� 
�  ��������

�
 
	 *����)����� �� )��)�� �����)�� ��� 2��)�����

�� ��
� �'����� 
�� ���

	� ���������
����� # ������ �� 	� ���

	� �� <�>	�� �� �� ��������

�
� 	�� � ���
���� ���
���

f (x) ≈ f (a) +
(x− a)

1!
f
′

(a) +
(x− a)�

2!
f
′′

(a) + ...+
(x− a)n

n!
f �n� (a) .

I��� 	��������
����� ����� �'���
� 	�����
� �'��	
� ��

��� �� ���(���� 	� ��	�
	 # 	������ n

��� ������ ��� !

En =

�����
(x− a)n��

(n+ 1)!
f �n��� (ξ)

�����
.

�%



�� �������� �
� ��
� ��� ��	�
�� �� x ����&�� �� a 	�����������
(x− a)n��

(n+ 1)!
��� ������������ ��

���� ���� 0 �
��� n ���� ���� 	������ �� ��

� f �n��� (ξ) ��� 
�� ��������� �	��� 	�����
� En

���� ���� 0�

0���� �� �
� ���
�� �
� ��	�
	���
�� ,�� 	� ��	�
	������ # 	���������
� - �����	
�� 
�� ����*

���� �
��� �
�
� ��	>�?
� �
 
�� �������� ��������		� ��� 	� ����	����
��� �� <�>	�� �����
�

,���(��- # 	������ n� 	� ��	�
� �� � ����� �� �������� �
 ��	�
	���
�� �	
� n ��� ����� �	
� 	�

��	�
� ��� ��������

������� $� �� 	��� ������� ��� ��	������� 	��������� 
� ��
��
 
� e 	�� 
� �����
� 
� )�7
��


� 
� �������� ex 
���
�		� �� ��������� 
� 0� �� �����
����� 
��������

� [0, 2] 	�� ����	
�

ex = 1 +
x

1!
+ ....+

xn

n!
+

xn��

(n+ 1)!
eξ.

����� ���� �� 
�
������ ���

e� = e = 1 +
1

1!
+ ....+

1n

n!
+

1n��

(n+ 1)!
eξ.

�� �� �������� ��� 
�� n 	������� ������ 
� 
���
�		����� �� ������� �� ��7�� 
� ��
��
��

e� �
���

e ≃ 1 +
1

1!
+ ....+

1n

n!
.

 ������� ����� ������� ���

En =
1n��

(n+ 1)!
eξ → 0.

�"



�������� �

0���(������

�
	 �������!� �,��� 2��)���� )�������

 ��� D ⊂ � �� f : D→ � 
�� �������� �

����
� ������ �
� D�

��������� $ ��� �������� F : D→ � ��� ��� 	�������� 
� f 
��� D ���

1) F ��� 
������
� ��� D�

2) F ′ = f 
��� D�

����������� $$ �� F �� G ���� 
��� 	��������� 
� f � �
��� F −G ��� ��� ��������� ��� ����

�������

� I ⊂ D�

�������)� �,��� �������!�

8������� $% )���� �������� �������� f : [a, b]→ �� 	���+
� ��� 	��������� �� �����

F (x) =

x�

a

f (t)dt.

#�
b�

a

f (x)dx = F (b)− F (a).

�������� $& 9
 ������ 
�� ��������� ��������� ���� 
���� 	��������� ����� 	�� ��������� ���

�������� ��	
������

�/



8������� %' /�� �� ��@����1 ���� f ∈ C ([a, b])� �
���

∃c ∈ ]a, b[ :
1

b− a

b�

a

f (x)dx = f(c).

�������!�� ��� 2��)����� ��������

C ��� 
�� ��������� ���		��

�
tα dt =

tα��

α+ 1
+C (α �= −1)

� dt
t

= ln |t|+C

�
exp (t) = exp (t) +C

�
chtdt = sht+C

� dt

1 + t�
= arctg t+C

� dt√
1− t�

= arcsin t+C

� dt

1− t�
= �

� ln

����
1 + t

1− t

����+C
� dt√

t� + α
= ln

���t+
√
t� + α

���+C

�
cos t dt = sin t+C

�
sin t dt = − cos t+C

� dt

cos� t
= tan t+C

� dt

sin� t
= −cotg t+C

� dt

cos t
= ln

����tg
	
t

2
+
π

4


����+C
� dt

sin t
= ln

����tan
t

2

����+C

�
tan t dt = − ln |cos t|+C

�
cotg t dt = ln |sin t|+C

������� %	 8�
��
�� 
��������
�
�
(3x� + e−x − cos 2x)dx�

�� �

I =

�
3x�dx+

�
e−xdx−

�
cos 2xdx

= 3

�
x�dx−

�
−e−xdx− 1

2

�
2 cos 2xdx

= x� − e−x − 1

2
sin 2x+ c.

������� %� 8�
��
�� 
��������
�
� �
� x exp

�
x�
�
dx�

�� �

� �

�
x exp

�
x�
�
dx =

� �

�

	
1

2
× 2



x exp

�
x�
�
dx =

1

2

� �

�
2x exp

�
x�
�
dx =

1

2

�
exp
�
x�
���
�
=

1

2
(exp (4)− 1) .

������� %� 8�
��
�� 
��������
�
� �
�

	√
x+

1√
x



dx�

�7



�� �

� �

�

	√
x+

1√
x



dx =

� �

�

√
xdx+

� �

�

1√
x
dx =

� �

�
x
�

� dx+

� �

�
x−

�

�dx

=

�
x
�

�
��

�
� + 1

��

�

+

�
x−

�

�
��

−�
� + 1

��

�

=

�
2

3
x
�

�

��

�

+
�
2x

�

�

��
�
=

	
2

3

√
8− 2

3



+
�
2
√
2− 2

�
=

10

3

√
2− 8

3
.

�
	
	 ���������� �� �,����(���� �� �������

 ��� f � g ��
� ��������� E��
��� �������'	��� �� � �	��� ��
� ��
�� �
'�������� X �� [a, b] !

�- s(f,X) ≤
b�

a

f (x) dx ≤ S(f,X)� C� ������
	���� �� �

(b− a) inf f ([a, b]) ≤
b�

a

f (x)dx ≤ (b− a) sup f ([a, b]) .

�-
b�

a

f (x)dx =
c�

a

f (x)dx+
b�

c

f (x) dx ���� ��	����� �� .&��	���

�-
b�

a

f (x)dx = −
a�

b

f (x)dx�

$-
a�

a

f (x)dx = 0�

%-
b�

a

[αf (x) + βg (x)] dx = α
b�

a

f (x) dx+ β
b�

a

g (x) dx� ��
� ��
� α, β ∈ ��

"- f ≥ 0⇒
b�

a

f (x) dx ≥ 0� ,�� ��������
� ��� ��
���-�

/- f ≤ g ⇒
b�

a

f (x) dx ≤
b�

a

g (x)dx�

7- |f | ��� E��
��� �������'	��� �	���

�����

b�

a

f (x)dx

�����
≤

b�

a

|f (x)| dx�

�
	
� 0���(������ ��� �������

����������� %� ,��� f, g ∈ C�(I,�)� �� �

�
f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x)−

�
f(x)g′(x)dx.

�;



�� ��� �� I = [a, b] �� �� ���
����� 
�� �������
�� 
������

b�

a

f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x)]x�bx�a −
b�

a

f(x)g′(x)dx.

������� %� 8�
��
�� 
��������
� ��������

I =

�
ln (x+ 1) dx.

,����� u = ln (x+ 1)⇒ u′ = �
x�� �� v

′ = 1⇒ v = x+ 1� �����

I = (x+ 1) ln (x+ 1)−
�

dx

= (x+ 1) ln (x+ 1) + x+ c.

������� % 8�
��
�� 
��������
�
� �
� x exp (x) dx�

�� 	��� u (x) = x �� v′ (x) = exp (x) �� � �
��� "

� �

�
x exp (x)dx = [x exp (x)]�� −

� �

�
exp (x) dx = [x exp (x)]�� − [exp (x)dx]��

= (2 exp (2)− 0)− (exp (2)− 1) = exp (2) + 1.

����(����� �� !����#�� �,����(������

����������� %$ ���� f : I → � �������� �� ϕ : J → I �� 
�$�����	2����� �� �

ϕ�b��

ϕ�a�

f(x)dx =

b�

a

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

������� %% 8�
��
�� 
��������
�
�
x
√
1 + x�dx.

,����� u = 1 + x� ⇒ 2xdx = du� �����

I =
1

2

� √
udu =

1

3
u
√
u.

�9



F��. /!- =

%��&

I =
1

3

�
1 + x�

��
1 + x� + c.

������� %& 8�
��
�� 
��������
�
�√π

�

� x cos
�
x�
�
dx.

�� 	��� u = x� ⇒ du = 2xdx �� 
�� ������ 
������������ 
��������� 0 �� π� =
��

π
�

��
�

� √π

�

�
x cos

�
x�
�
dx =

� π

�

�

1

2
cos (u)du =

1

2

� π

�

�
cos (u)du =

1

2
[sin (x)]

π

�

�

=
1

2

�
sin
�π
2

�
− sin (0)

�
=

1

2
.

�
� *����)����� �� )��)�� ����(��� �� )��)�� ��� �����

��� ��� ���	�������� �
 ��	�
	 �������	 ��� 	� ��	�
	 �� 	����� ��
� ��
�����

������� &' �� ���2���� ��
��
�� 
����� 
� 
������ % ����� ���	2�� 
���� 	�� "

D =
�
(x, y) ∈ �� : 0 ≤ x ≤ 1 �� x� ≤ y ≤ x

�
.

 ���� 
� 
������ D ������	��
 ( 
� 
�$������ ����� 
����� ���� 
� 
����� y = x �� 
����� ���� 
�

��



������ x��

�� � 
���

A =

� �

�

�
x− x�

�
dx =

�
x�

2
− x�

3

��

�

=
1

2
− 1

3
− (0− 0) =

1

6
.

�
� <������ �����)��� /<������ ��� ������ ������1

J
��� �� �� ��
� ��� ���
��� �� ���
������ # 
�� �������� �� 
��	��� ��� 
��&���� ��
�

���
��� 
�� ��	�
� ������&�� �� 	��������	�
� b
a
f (x) dx�

�� 
��&��� �������� # ����
����� 	��������		� ������������� [a, b] �� n ������� [x� = a, x�] , [x�, x�] , ...

[xn−�, xn = b] �� 
(
� 	���
�
�
b− a

n
�

+
���
� 	�� ������ ���� ������� ��� 	� 
(
� �������� �� ��
� ��
������ �
� �&��
� �����

��� ����� ��� 	�����������

xk = a+ k
b− a

n
, k = 0, n.

 
� �&��
� ��
� �������		� [xi, xi��] �� ����� ��

� ��������� 	� �������� ��������� �
�

���������� # 	� ��	�
� �� f �
 ����� 
�	��
 �� 	��������		� f

	
xk + xk��

2



�

�� ��	�
� ������&�� ��
� b
a
f (x)dx ��� �	��� ������ ��� !

b− a

n

n−��

k��

f

	
xk + xk��

2



=

b− a

n

n−��

k��

f





a+ k

b− a

n
+ a+ (k + 1)

b− a

n
2






=
b− a

n

n−��

k��

f

	
a+

	
k +

1

2



b− a

n



.

������� &	 �� 
����� ������� ��� ��
��� �		���2�� 
� 
��������
�
� 	
�

1

x
dx �� �$������� ���

	�������� �� 10 ���� �������

��� 
����� 
��������
� �		���2�� 
��� �� ����

������� � �� � [a, b] = [1, 4]�

�� 
����� 
��������

� �� 10 	������ ���
���

 � 
������� 
� �2���� 	����� ��� 
��� 
�
4− 1

10
=

3

10
= 0.3

��



 � ��
��� �		���2�� 
�
� 	
�

1

x
dx ��� 
��� 
����� 	�� "

3

10

n−��

k��

f

	
1 +

	
k +

1

2



3

10



= 0.3 (f (1.15) + f (1.45) + f (1.75) + f (2.05) + f (2.35)

+ f (2.65) + f (2.95) + f (3.25) + f (3.55) + f (3.85))

= 0.3

	
1

1.15
+

1

1.45
+

1

1.75
+

1

2.05
+

1

2.35
+

1

2.65
+

1

2.95

+
1

3.25
+

1

3.55
+

1

3.85



= 1.38283500.

��



�������� �

��������� ��A�����������

�� �	
���� ��� ���'	1
�� ����� ��� 	� �&>���
�� 	������
�� �� 	�� �������� ������������ ����


���	��� ��� ��� ��
������ ��)�������		�� ���������� �
 ������		��� �����*#*���� 
�� ��
����� ��*

������� ��
�� �������� ������
� ����� �
� ��������� �� ��� ��������� �� ��	
���� �
 ���'	1
�

��
���� ������� # ����
��� 	���
����� ��)�������		� �'���
��

�
	 ��������� ��A����������� ����������

��������� &� �� �		�

� �������� 
�$�������

� ��� �������� ����
������ ��� ��
����� ����� 
�

������
� ��
�	��
���� x� 
� �������� �������� y = f(x) �� �� ������� ������ 
� ��� 
��������

�� �����

F (x, y, y′, ..., y�n�) = g(x).

�������� &� �� 
� �������� �������� 
� 
��������� 
�$�������

� 
�	��
 
���� ���
� ������
��


��������� 
�$�������

� ��� 
��� ��
�������

������� &� y′′ − 2y′ + 3y = 0 ���� y = f (x) ,
dy

dx
= y′ = x�

��������� &� �� �		�

� ��
�� 
� 
��������� 
�$�������

� 
���
�� 
� 
� 
������ 
� 	
�� �
����


��� 
��������� 
�$�������

��

������� & y′′ − 2y′ + 3y = 0 ��� ��� �������� 
�$�������

� 
���
�� 2�

�$



dy

dx
= x ��� ��� �������� 
�$�������

� 
���
�� 1�

��������� &$ �� �		�

� �������
� �� ��
����� 
���� �������� 
�$�������

� ����� �������� ��!

������ ����� 
����+���

��������� &% >����
�� �� �������� ��� �������� 
�$�������

�� ����� ������� 
�������
� 
�

������ ��� ��
������ �

������� &&  � �������� y =
x�

2
+C �& C ��� ��� ��������� ��� ��
����� 
� 
��������� y′ = x�

�� � �� �$�� y′ =

	
x�

2
+C


′
=

2x

2
= x�

�� �������� ��� ����� �������� 
�$�������

� �
��� ��� ������� 
� ��
�������

�
� ��������� ��A����������� �� ������� �����

��������� + !����#��� ��������

 ��� 	���
����� ��)�������		� �
 ���
��� ����� �
������

y′ = f(x, y). ,$��-

��������� 	'' �� f(x, y) ( 
� ����� f(x, y) = f�(x)f�(y)� �
��� 
��������� ��� 
��� ( ������
��

��	������

<������ �� ����������

�� �

y′ = f(x, y)

dy

dx
= f�(x)f�(y), ,$��-

��
� f�(y) �= 0 	���
����� ,$��- �������

dy

f�(y)
= f�(x)dx.

�%



+�� ������� # 	������������ �� �'�����

�
dy

f�(y)
=

�
f�(x)dx+ c.

�������� 	'	  ��������� ( ������
�� ��	����
�� 	��� �� ������ ���� 
� �����

M(x)dx+N(y)dy = 0.

������� 	'� %����� 
� ��
����� 
� 
��������� 
�$�������

� ��������

x�dx− cos ydy = 0.

8���� ��� �������� ( ������
�� ��	������ ��������� 
�� 
��� �������� �� �������

�
cos ydy =

�
x�dx+ c,


��&

sin y =
1

3
x� + c.

�����

y = arcsin

	
1

3
x� + c



.

������� 	'� >����
�� 
��������� y′ = −x
y
�

�� ����

dy

dx
= −x

y
⇒ ydy = −xdx⇒

�
ydy =

�
−xdx

⇒
�

ydy =

�
−xdx⇒ y�

2
= −x

�

2
+C

⇒ y� + x� = 2C.

����� 
�� ��
������ 
� 
��������� 
�$�������

� ��	��������� 
�� ��������� 
� ����
�� 
� ������

(0, 0) �� 
� ��7��
√
2C�

�"



��������� + !����#��� ������#���

��������� 	'� )���� �������� 
�$�������

� �7��� 
� �����

M�(x)N�(y)dx+M�(x)N�(y)dy = 0, ,$��-

��� 
��� �������� ( ������
�� ��	����
���

<������ �� ����������

K	 �
�� �� ������� 	�� ��
� 
�
'��� �� ,$��- ��� N�(y)M�(x)� �� �'����� 
�� ��
����� #

�����'	�� ��������� �����*#*���� �� 	� ���
� ,$��-�

������� 	'� %����� 
� ��
����� 
� 
��������� 
�$�������

� ��������

2x (1 + y) dx− ydy = 0. ,$�$-

�4�4� ��� ��� �������� ( ������
�� ��	����
����� 
� ������� ���� 
� �����

2xdx =
y

(1 + y)
dy

=

	
1− 1

y + 1



dy. ,$�%-

9�������� 
�� 
��� ������� 
� �4�<� �� �������

�
2xdx =

� 	
1− 1

y + 1



dy + c,


��&

x� = y − ln |y + 1|+ c.

�����

x =
�
y − ln |y + 1|+ c.

�/



�
�
	 ��������� ����(���� �� ������� �����

�� ���
� ������	� �� ��� ��
������ ���

y′ = f (x, y) .

��������� 	' �� 
�� ��� 
� �������� f(x, y) ��� 2����+�� 
� 
���� n 	�� ��		��� ��� ��!

����
�� x �� y �� 	��� ���� λ ∈ � �� �

f(λx, λy) = λnf(x, y), ,$�"-

��

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = n. ,$�/-

��������� 	'$ )���� �������� 
� 
� ����� �4�-� ��� 
��� 2����+��� �� 
� �������� f(x, y) ���

2����+�� 
� 
���� ?����

<������ �� ����������

.���������� 	���
����� ��)�������		� &�
��1�� �
 ���
��� ����� �
������

dy

dx
= f(x, y). ,$�7-

2������ 	� �&����
��� �� �����'	� �
�����

u =
y

x
⇒ y = xu⇒ dy

dx
= u+ x

du

dx
. ,$�;-

E�
�	�8��� ���� ,$�;- y = xu� �� �'�����

u+ x
du

dx
= f(x, xu). ,$��9-

.�

� f ��� &�
�������� ,$��9- �������

u+ x
du

dx
= f(1, u). ,$���-

�7



0���� �� ��
� �������� ,$���- ��
� 	� ���
� �
������

du

f(1, u)− u
=
dx

x
. ,$���-

,$���- ��� 
�� ��
����� # �����'	�� �������� �� ��
� 	��������� ����	�
����

������� 	'% 9������� 
��������� 
�$�������

� ��������

dy

dx
=

x− y

x+ y
. ,$���-

9
 ��� ���
��� ��� �4�-/� ��� ��� �������� 2����+�� 
� 	������ ��
��� �� ������� 
� �2��������


� ������
� �		��	���� �4�-/� 
������

− u+ 1

u� + 2u− 1
du =

dx

x
, ,$��$-


��&

− ln
��u� + 2u− 1

�� = ln cx�. ,$��%-

�4�-<� ��	
����

u� + 2u− 1 =
1

cx�
. ,$��"-

����� �� �

y� + 2yx− x� = c.

������� 	'& >����
�� 
��������� y′ =
x� + y�

xy
�

y′ =
x� + y�

xy
⇒ dy

dx
=

x� + y�

xy
.

�� 
����� �2���� ������ 
� 
� �������� 	�� y��

dy

dx
=

x� + y�

y�
xy

y�

⇒ dy

dx
=

x�

y�
+ 1

x

y

.

�;



�� 	��� ���������� u =
y

x
��

dy

dx
= u+ x

du

dx
�  ��������� 
�$�������

� 
������ ���������� "

dy

dx
=

x�

y�
+ 1

x

y

⇒ u+ x
du

dx
=

u� + 1

u
⇒ x

du

dx
=

u� + 1

u
− u

⇒ x
du

dx
=

1

u
⇒ udu =

dx

x
⇒
�

udu =

�
dx

x

⇒ u�

2
= ln (x) + c⇒ u� = 2 ln (x) + 2C

⇒ u = ±
�
2 ln (x) + 2C.

�� ���	
��� ( 	������ u =
y

x
�� ������� "

y = ±x
�
2 ln (x) + 2C.

�
�
� ��������� �� �������� ��� ��������� ����(����

��� ��
������ �� 	� ���
� dy
dx

= ax�by�c
a�x�b�y�c�

�= (c, c�) �= (0, 0) �� ���� ��� ��� ��
������

&�
��1���� 
��� # 	����� ��
� �&����
��� �� �����'	� ��������� �		�� ��
���� 	� �������� I��=

	�
�� ����		�������

<������ �� ����������

.���������� 	���
����� ��)�������		�

dy

dx
=

ax+ by + c

a�x+ b�y + c�
. ,$��/-

 � (c, c�) = (0, 0)� �	��� ,$��/- ��� &�
��1��� �� ����	
���� ��� ���������

 � (c, c�) �= (0, 0) �� ab� �= a�b� �� ������� 	� �&����
��� �� �����'	� �
�����





x = x� + h

y = y� + k,
,$��7-

$9



�� �� �
'����
��� ,$��7- ���� ,$��/-� �� �'�����

dy�
dx�

=
ax� + by� + ah+ bk + c

a�x� + b�y� + a�h+ b�k + c�
. ,$��;-

.&��������� h, k �� ��		� ����� �
��	� ������ ��	
���� �
 �>��1
� �
�����





ah+ bk + c = 0

a�h+ b�k + c� = 0.
,$��9-

0���� ,$��;- �������
dy�
dx�

=
ax� + by�
a�x� + b�y�

. ,$���-

E���	���� ,$���- �� �������� �
� ��������� �����'	��� �� �'����� 	� ��	
���� �� ,$��/-�

 � (c, c�) �= (0, 0) �� ab� = a�b� ��
� 
��	������� 	� �&����
��� �� �����'	� �
�����

z = ax+ by, ,$���-

	� ��������� ab� = a�b� ���
�� 	���������� ��
� ������� λ �� ��		� ����� �
� 	���
����� ,$��/-

�������
1

b

dz

dx
=

z + c

λz + c�
+
a

b
. ,$���-

����
����� ,$���- ��� 
�� ��
����� # �����'	�� ������'	��� ���� �� ��
� 	� ����
��� ����	�
����

�������� 		' %� 
� �*�� ����+�� �� ������ 
�� ��������� 
�$�������

�� 
��� 
� ����� ���

dy

dx
= f(

ax+ by + c

a�x+ b�y + c�
), ,$��$-

�& f ��� ��� �������� ���������

������� 			 9������� 
��������� 
�$�������

� ��������

dy

dx
=

x+ y − 3

x− y − 1
. ,$��%-

 ��������� �4�.<� ����� ����
���� ( �4�-@�� 
� 	
�� (c, c�) �= (0, 0) �� ab� = −1 �= 1 = a�b�

$�



A������ 
� �2�������� 
� ������
� �������





x = x� + h

y = y� + k.
,$��"-

82��������� h, k 
� ��

� ����� ����
� ������ ��
����� 
� �7��+��





h+ k − 3 = 0

h− k − 1 = 0,
,$��/-

�� ������

h = 2, k = 1.

�� ������� 
��������� 2����+��
dy�
dx�

=
x� + y�
x� − y�

. ,$��7-

,����� u = y�
x�
� �4�.5� 
������

1− u

1 + u�
du =

dx�
x�

. ,$��;-

����� 
� ��
����� 
� �4�.B� ���

arctgu− 1

2
ln
�
1 + u�

�
= ln |cx�| . ,$��9-

%��& 
� ��
����� 
� �/�.B� ���

arctg
y − 1

x− 2
− 1

2
ln




1 +

	
y − 1

x− 2


��

= ln |c (x− 2)| . ,$���-

������� 		� 9������� 
��������� 
�$�������

� ��������

dy

dx
=

x+ y − 3

x+ y − 1
. ,$���-

 ��������� �4�/.� ��� ����
���� ( �4�-@�� 
� 	
�� (c, c�) �= (0, 0) �� ab� = 1 = a�b�

$�



A������ 
� �2�������� 
� ������
� �������

z = x+ y ⇒ dz

dx
= 1+

dy

dx
. ,$���-

8�������� �4�/.� �� �4�//� �� �������

dz

dx
=

2z − 4

z − 1
,$��$-

�4�/C� ��� ������
���� (
z − 1

2z − 4
dz = dx. ,$��%-

9�������� �4�/<� �� �������

z + ln |z − 2| = 2x+ c. ,$��"-

����������� 
��� �4�/C� 
� ��
��� 
� z� �� ������

x+ y + ln |x+ y − 2| = 2x+ c. ,$��/-

�
� *����)������ �� #����(��

�
�
	 ��������)� �������������

�� ������1�� 
�� ���
	����� ������ �� �� ������� ��� x (t) ��� �)����� # 	�������� t� ��

�
����� �
� 	� ��
� �� ���������� ��� ������������	 �
 ��
'�� ���	�
���� �� 	� ���
	������ ��

���� ��� a > 0 	� ��������� �� ������������	����

I��� �� ��� 	��)����� �� 	� ���
	����� ������ !

x′ (t) = ax (t)

.���� ��
����� ��� 
�� ��
����� ��)�������		� # �����'	� ������'	� �
��� ��
� ����
��� ����	�*


����

������� 		� /��������)� �� #�)������1 ��� 	�	�
����� 
� ��������� ����� ��
�� �� ����

�������� 
� 0.2%� �� �� �������� 	�� 1000 ���
�� 
� ���������� ������� ������ ���� �	�+� 2

$�



2����� 6

�� ���� � 0����� x (t) 
��$����� 
�� ��������� ( 
�������� t� ,������ 
� ���� 
� ���������� ���


� 0.2% �� ������� "

x′ (t) = 0.2× x (t)⇒ dx

dt
= 0.2× x (t)⇒ dx

x
= 0.2dt

⇒
�

dx

x
=

�
0.2dt⇒ ln (|x|) = 0.2t+C

⇒ x = exp (0.2t+C)⇒ x = exp (C) exp (0.2t)

⇒ x = C′ exp (0.2t) .

,��� ������� 
� ��
��� 
� C ′ �� ���	
��� t = 0 �� �� �������

x (0) = 1000 = C ′ exp (0)⇒ C′ = 1000.

�� � x (t) = 1000 exp (0.2t) 
��� �	�+� 2 2����� �� ������� "

x (2) = 1000 exp (0.2× 2) = 1491. 8.

������� 		� /��������)� ��������� �,�� ��(������1 ,��
��� ��� 	����
� 
� t = 0 (

t = t� 
� 
���
�		����� 
��� ���������� �� �
��� ��� 
� ������� 
� ���������� 	��
���
� ���

	��	��������

� ( ��� 	��
��

0����� 	�� 	 
� 	��
� ��� ��� 
� ���	� ��� ��	���� �� '�����

�� �� ��		��� ��� 
� ���� 
�������������� ��� 
���� 	�� 0.1 �� ����� 
�	��� 
���������� 	+�� 1

������ ���
 ��� 
� 	��
� 
� 
���������� �	�+� 3 '���� 6

�� ���� �

�� ������� 
��������� �������� "
dp

dt
= (0.1) p.

$$



8���� ��� �������� ( ������
�� ��	����
��� 
� ��
����� ��� 
����� 	�� "

dp

dt
= (0.1) p⇒ dp

p
= (0.1) dt⇒

�
dp

p
=

�
(0.1) dt

⇒ ln (p) = (0.1) t+C ⇒ p = exp ((0.1) t+C)

⇒ p = exp (C) exp ((0.1) t) .

�� 	��� exp (C) = C ′ �� ������� �
��� "

⇒ p (t) = C′ exp ((0.1) t) .

,��� ������� C ′ �� ���	
��� 
��� p (0) = 1⇒ C′ = 1.

����� 
� �������� p ��� 
����� 	��

p (t) = exp ((0.1) t) .

,��� ��������� 
� 	��
� �	�+� 3 '���� �
 ��D� 
� ���	
���� t = 3 �� �� � "

p (3) = exp (0.3) = 1. 349 9.

�
�
� ��������)� �!�) �������������� /�����(����� �,��� �������1

�� ������1�� 
�� ���
	����� ������� �� ��
&���� ��
���� 	� ����������� ��
�� 
�	����

���
� 	�� �������
� �� ����� ���
	������ �� ������� ��� M (t) 	��)����� ��� �������
� 
�	���� #

	�������� t�

�� �
����� �
� 	� ��
� �� ����������� �� 	� 
�	���� ��� ������������	 �
 ����
�� �


��
'�� ���	�
���� ������ ��� ��	
� ��� �	�
���� ��������� �� ���� ��� k > 0 	� ��������� ��

������������	����

I��� �� ��� 	��)����� �� 	� ���
	����� ������ !

M ′ (t) = kM (t) (E −M (t)) .

.���� ��
����� ��� 
�� ��
����� ��)�������		� # �����'	� ������'	� �
��� ��
� ����
��� �� ��*

$%



��
���� # 
�� ����
�������� �� �	�
���� ��
�	���

������� 		� �� ����	� 
� 150 ������� ���������� ��� �$���� 	�� ��� ��
�
�� ������������


� ������ 
���
���
�� ��
�
�� �� 
�	��� ��� 
� 8�

�� ��		��� ��� 
� ���� 
� 	��	������� 
� 
� ��
�
�� ��� 	��	��������
 �� 	��
��� 
� ������


�������� ������ 	�� ��
�� 
�� ������� ���������

�� ��		��� ��� 
� ��������� 
� 	��	��������
��� ��� k = 0.15�  � ���	� ��� ��	���� �� '�����

8������ 
�������� �������� ������ ���� �	�+� 15 '���� 6

������� �

0����� M (t) 
��$����� 
�� ������� ��
�
�� ( 
�������� t�

,������ 
� ������ 
�������� ������ ��� 
���� 	�� 150−M (t)�

 ��������� ��� 
����� 	�� "

M ′ (t) = (0.15)M (t) (150−M (t)) .

8���� �������� ��� ( ������
�� ��	����
��� �� 	��� 
� �����
�� 	�� 
����	������� �� �
������

���	
�� "

dM

dt
= (0.15)M (150−M)⇒ dM

M (150−M)
= (0.15) dt⇒

�
dM

M (150−M)
=

�
(0.15) dt.

�� �
1

M (150−M)
=

1

150M
− 1

150 (M − 150)
� 
��& �� ������� "

�
dM

M (150−M)
=

�
(0.15)dt⇒

� 	
1

150M
− 1

150 (M − 150)



dM =

�
(0.15)dt

⇒ ln (|150M | − ln (|150 (M − 150)|)) = 0.15t+C

⇒ ln

	����
150M

150 (M − 150)

����



= 0.15t+C ⇒

	����
M

(M − 150)

����



= exp (0.15t+C)

⇒
	

M

(150−M)



= C′ exp (0.15t)⇒M = (150−M)C ′ exp (0.15t)

⇒ M +MC′ exp (0.15t) = 150C ′ exp (0.15t)

⇒ M =
150C ′ exp (0.15t)

1 +C ′ exp (0.15t)
.

$"



,��� ������� 
� ��
��� 
� C �� ���	
��� t = 0 �� �� �������

M (0) = 8 =
150C′

1 +C′
⇒ C′ =

4

71
⇒M =

150× 4

71
× exp (0.15t)

1 +
4

71
× exp (0.15t)

⇒ M =
600× exp (0.15t)

71 + 4× exp (0.15t)
.

%��� 	��� ������� 
� ������ 
�������� �������� �	�+� 15 '���� �� ���	
��� t = 15 "

M (15) =
600× exp (0.15× 15)

71 + 4× exp (0.15× 15)
= 52. 250.

$/


